Exercicios da monitoria
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5.9) Uma particula de massa m ¢ colocada num pogo esférico finito:
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Calcule o estado fundamental resolvendo a equagao radial com [ = 0. Demonstre que nao hé
nenhum estado ligado se Vy < 72h?/8ma?.

Conforme discutimos em sala, o primeiro passo é escrever e resolver a equagao radial para
u(r) = rR(r) para fora e dentro do pogo:

h? 2m(E + 'V,
—%u’[) —Voup = Bup = u}, = —k}up, kp = (h O),
h? —2mE
—%uF = Fur = uF = kFuF, kr = 5

onde, para um estado ligado, £ < 0. A solucao é

up(r) = Asin(kpr) + B cos(kpr)
up(r) = Cexp(kpr) + D exp(—kpr)

As condigoes de contorno sao:
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o up(oco) =0=C=0;
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e up(a) =up(a) = Asin(kpa) = D exp(—kpa);
(a

o uh(a) =up(a) = Akpcos(kpa) = —Dkp exp(—kra);
Dividindo as duas ultimas, temos que tan(kpa) = —IZ—?. Definindo z = kpa e escrevendo
2m(E + Vo) 2mVy
2 2
o= = ket
temos

. kra 1 2mV, ) (z[))Q L2 2mVj
—cotz=——=-— — 25 = — ] = Zy = .
kpa =z h? z »0 h?

Como a raiz quadrada é positiva, a cotangente deve ser negativa, o que acontece para z > 7/2.
Além disso, para uma solucao real, a raiz deve ter argumento positivo, ou seja, zg > z > m/2.
Portanto, se zg < 7/2, nao ha estados ligados. Isso implica que um pogo com Vy < w2h?/8ma?
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nao tem estados ligados.

6.1) Usando a expansao de uma onda plana em harménicos esféricos

0o l
ZZ (k) Y™ (Or, 01) Y™ (6, ),

onde (0, px) sdo os angulos em coordenadas esféricas do vetor k, junto com a representagao da
§3(F — ) em coordenadas esféricas:

1 (A
3= _ 2 ik.(F—7
SBF—7) = g /k; dkdQet™ ),
onde ko = sin Hk.dé’kdgok.
a) Obtenha a condigao de ortogonalidade:
00 l
- 2 m *\/,m = . .
(=) == Y (D Y0, 9) / ARk (k) ju (k)
=0 m=— 0
Escrevendo
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temos
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l,a=0 m=—[ b=—a
Y (0, 0) [V (Or, 1)) Yy (O 1) [Y2O, )]

Os harmonicos esféricos sao normalizados:
/ko Y™ (6, 01)]" Y2 Ok, 01) = 6™,

0 que mata os somatorios em a e b. Assim,

oo l 00
= Z paf” Y (0, ) /0 ARk (k) ('),

b) Mostre que se k.7 = kz, ou seja, se k//Oz, entao

o0

eikz _ eikrcos@ _ Zzl<2l + ].)jl(k'r)-Pl(COS 0)
=0

que ¢é conhecido como a féormula de Rayleigh.
Se k aponta no eixo z, a onda independe do angulo ¢, entao, por simetria, o inico m que nao
¢é cancelado ¢ m = 0, de modo que

20+ 1
V20, 9) = || = Pi(cosO).
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Assim,
(o]

ereo? =N 420 + 1) jy(kr) Pi(cos 8) Py(cos By.).

1=0
Porém, 0, = 0 = cosfy = 1 = Fj(cosby) = 1. Entao,

o0

et =N 420 + 1) y(kr) Py (cos 0)

=0



