3% Prova — Eletromagnetismo IT — Diurno

Duracao: 120 min

Q1 [5.0]: Vimos em sala de aula, e também em uma Lista de Exercicios, que uma onda plana vy, = 1pe** que

incide num objeto na origem (r = 0) gera uma onda espalhada que descrevemos, no limite r — 0o, como:
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onde assumimos simetria axial (ou seja, nada depende do dngulo azimutal ¢). Também vimos que, utilizando as

ondas parciais esféricas, podemos escrever o fator angular dessa onda espalhada como:
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onde d; sdo fases determinadas pelas condigoes de contorno do problema, e Py(cosf) sdo os Polindomios de
Legendre.

(a) (2.0) Uma das aplicagoes desse resultado é na obtengéo da secdo de choque diferencial:

do
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onde df2 = sin #dfd¢p. Mostre que a secdao de choque total pode ser escrita como:
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Dica: veja as propriedades dos P, no formulério.

(b) (8.0) No Eletromagnetismo, o espalhamento de luz é muito bem aproximado pela descri¢ao acima, com
a ressalva de que o modo ¢ = 0 nunca aparece. Em particular, no caso de espalhamento por particulas
muito pequenas, de tamanho tipico a, temos que o termo dominante é £ = 1, com &; ~ —(ka)3/3. Use esse
resultado para explicar por que o céu é mais azul durante o dia, enquanto no final do dia o céu se torna mais

avermelhado na dire¢ao em que o Sol se poe.

Resposta

(a) Temos que:
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Pela ortogonalidade dos polinomios de Legendre temos que:
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Substituindo de volta na expressao para o temos o resultado citado no enunciado.

(b) Para particulas muito pequenas, temos que ka < 1. A se¢do de choque fica entdo:

drr 4 ka)*\*  4ma?
o*ﬁx(2x1+l)sm 5y o~ kg><3><<(§)) = % (ka)*



4%

-05 0.0 0.5
Anteparo Tela Cp

Figura 1: Esquerda: uma onda plana incide sobre um anteparo limitado ao semi-plano infinito y < 0, sendo depois projetada na
tela. Direita: cosseno Cg(u) e seno Sg(u) de Fresnel. Os pontos marcam intervalos de Au = 0.1, com u = 0 sendo a origem. A
posi¢do {Cp = —1/2,Sp = —1/2} corresponde a u — —o0, e a posi¢do {Cp = 1/2,Sp = 1/2} corresponde a u — 0o.

Isso significa que os comprimentos de onda menores (luz mais azul) sdo mais espalhados do que os comprimentos
de onda mais longos. Portanto, quando a luz tem que atravessar uma coluna de ar maior (como é o caso da luz
que chega do pdr-do-sol, que vem rente & superficie da Terra), a luz mais azul foi muito mais espalhada para
outras diregoes, e a luz vermelha foi menos espalhada e torna-se a componente principal da luz solar que chega
até nds. A contrapartida desse fenéomeno é que, durante o dia, a luz é espalhada na atmosfera e desce até nos.

Como essa luz espalhada é predominantemente azul, vemos um céu azul.

Q2 [6.0]: Uma onda plana monocromética 1 e***

incide normalmente em um anteparo que ocupa todo o plano
(«',y’ < 0), como na figura abaixo. A luz é projetada numa tela a uma distancia L do anteparo. A intensidade
da luz na tela obedece um padrao de difracao I(y), aproximadamente como esté indicado no painel da esquerda
da figura abaixo (veja préxima pdgina).

Vimos durante as aulas que a difracao de uma onda por uma abertura Sy pode ser descrita através da
integral de Kirchoff:
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onde r = (22 + y? + L?)'/2. No caso de uma janela Sy retangular (a luz s6 passa entre z/,, < ' </ . e

Yy <y <yl .., vimos em sala de aula que essa integral se torna:
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Y(x,y) = — o T E [F(uf) — F(uy)] [F(u)) — F(uy,)] ,
onde F(u) = Cp(u) + iSp(u) é dado em termos das fungdes seno (Sg) e cosseno (Cp) de Fresnel, com
uf =\ 2 (Thpae — @), uy =/ 2 (2}, — x), € analogamente para u;:. As fungdes seno e cosseno de Fresnel

estdo representadas na figura (préxima pégina, painel da direita).
Para responder as questdes abaixo vocé vai precisar dos limites assintéticos do Seno e Cosseno de Fresnel,

que podemos escrever:

lim F(u) =~ u+ O(u®) , lim F(u) =

u—0 U—00

(1+4)+Ou™?).
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Considerando o anteparo descrito acima, para o qual a luz passa em todo o semi-plano 3’ > 0, responda:

(a) (1.5) Qual é a intensidade da onda projetada na tela como funcdo de y, para qualquer valor de y? Expresse

essa intensidade em termos da intensidade da onda incidente (Iy = |t)g]?).
(b) (1.0) Qual o valor de I(y = 0)7 Expresse sua resposta em termos de Ij.

(¢) (1.5) Qual a intensidade da luz projetada na tela quando y — oo? E quando y — —oo? Justifique suas

respostas com cdlculos, utilizando os limites assintéticos acima.

(d) (2.0) O gréfico da direita da Fig. 1 mostra as fungdes seno e cosseno de Fresnel como fungoes do parametro
u, em intervalos de Au = 0.1 . Encontre (graficamente) a posi¢do y; que marca o primeiro mdximo da
intensidade da luz projetada na tela (linha pontilhada no diagrama da esquerda da Fig. 1). Qual o valor

dessa intensidade maxima Iy = I(y1)? Expresse o resultado em termos de Ij.

(e) (1.0) Explique de modo sucinto o que é a aproximagao de Fraunhofer para a integral de Kirchoff, Eq. (2), e

por que ela falha para descrever esta situacao fisica.

Resposta

(a) Levando em conta que quando x — oo temos Cp = Sp = 1/2, a funcdo de onda fica expressa como:
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(b) Quando tomamos y — 0 temos Cr = Sp = 0, e assim:
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(¢) Quando tomamos y — oo temos Cp = Sgp = 1/2. Portanto:
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o que significa que I(y — 00) = [1hg|? = Iy. Ou seja, muito acima da fresta a onda incidente segue sem obstrucio
alguma e termina projetada na tela, com a intensidade original I.

Por outro lado, Quando tomamos y — —oo temos Cr = Sp = —1/2. Portanto:
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Py = 00) =
o que significa que I(y — —o0) = 0. Ou seja, muito abaixo da fresta nenhuma luz estd passando, e a intensidade

é nula.

(d) A intensidade serd maxima quando a amplitude (o médulo) da fungdo de onda atingir um méaximo. Isso
ocorre quando |(1+44)/2 + Cr(u) +iSr(u)]? = |Cr(u) + iSp(u) — [~ (1 +14)/2]|? é miximo. Ou seja, a questio é:
qual ponto nesse grifico corresponde & maior distancia ao ponto {Cr, S} = {—1/2,—1/2}7 Claramente, esse
ponto pode ser encontrado tracando uma reta inclinada a 45° desde o centro da espiral de baixo, passando pelo

centro da espiral de cima.



Olhando para o grafico da “espiral de Cornu” (Fig. 2, painel da direita) vemos que o esse ponto estd aproximada-
mente em u; ~ 1.35, onde Cr(u1) ~ Sr(u1) ~ 0.65 (Obs: eu aceitarei qualquer resposta que esteja proxima
desses valores, desde que a argumentagao seja correta.)

O préximo ponto onde teremos um méximo vai acontecer quando a espiral der uma volta completa e cruzar
novamente a reta a 45°. Isso deve ocorrer para us ~ 2.45, onde Cp(uz) ~ Sp(us) ~ 0.6. E assim por diante.

A posigao y; é, portanto, dada por uy = y/k/mry; ~ 1.35, ou seja, y; =~ 1.35\/7T/k = 1.35\/m.

A amplitude da onda naquele ponto é:

(144 [0.5(144) +0.65(1 44)] = 1.15 ¢ ', (9)
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o que significa que a intensidade naquele ponto de “méximo” é um pouco maior do que a intensidade da onda
incidente, I(y1) ~ (1.15)% Iy ~ 1.3 I,.

(e) Na aproximagao de Fraunhofer, o termo |#, — & |* é aproximado por:
7227 T ...

O termo 7% sai para fora da integral (3), e dentro dela sobra apenas o termo cruzado.
Nessa aproximagdo, portanto, assumimos que |Z,|*> > |#|?. Essa aproximagdo falha em algumas
situagoes:
(1) quando observamos o padrao de difragdo perto da origem no anteparo, ou seja, quando |Z; | — 0.
(2) quando a abertura é muito grande (ou infinita, como no caso desse exercicio) em ao menos uma das

dimensoes.



