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CONTEUDO I

. Fundamentos e conceitos basicos;

. Funcao poder;

. Testes mais poderosos e Lema de Neyman-Pearson;

. Teste da razao de verossimilhancas generalizada.




1. FUNDAMENTOS E CONCEITOS BASICOSI

1.1 Hipétese Estatistica

Hipotese = palavra de origem grega = base, fundamento, proposicao.

Em um estudo experimental ou observacional (pesquisa) podem ser levanta-
das varias hipdteses, que sao afirmacoes sobre uma ou mais populacoes. Essas
“suposicoes” podem ser formuladas como hipdteses estatisticas.




Definicao 1.1 - Hipdtese estatistica: é qualquer afirmacao sobre um ou mais
parametros populacionais ou sobre a distribuicao de probabilidade de uma ou
mais variaveis aleatorias.

Notacgao: H (Hipétese)

Exemplos:

1.1 A renda média do trabalhador agricola no Nordeste ¢é inferior a 3 s.m.

1.2 A distribuigao das alturas dos alunos da ESALQ/USP é normal.

Hipotese paramétrica: é uma conjectura sobre 6, estabelecendo uma dicoto-
mia no espaco paramétrico ©.

No exemplo 1, temos:

Op = {p|pn <3 sm}
O ={p|p>3 sm}




Nesse contexto, ha sempre duas hipdéteses envolvidas em um estudo, a saber:

Hy : 0 € O (Hip6tese nula)
H,:0 €0, (Hipdtese alternativa)

Obs.: OpUO; =0 e ©;NO; =09

O termo Hipdtese nula corresponde ao “status” em que nada muda, ou seja
afirma-se uma situacao postulada, auséncia de efeito de tratamentos, valor zero
ou de referéncia para um parametro. Em geral, esta hipétese é formulada com
o proposito de ser rejeitada.




Definicao 1.2 - Tipos de Hipodteses. Quando a hipotese especifica comple-
tamente a distribuicao de probabilidade de uma ou mais variaveis aleatorias,
diz-se que ela é simples, caso contrario é composta.

Exemplo 1.3. Sejam X, Xs,...,X, uma amostra aleatéria da v.a. X com
fungao de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(x,0), com 6 € ©O.
Dependendo do contexto, podem ser formuladas as seguintes hipéteses:

Hy : 0 = 0y (Hipotese simples)
H; : 0 = 0, (Hipétese simples)

Hy : 0 = 0y (Hipétese simples)
H; : 0 # 0y (Hipo6tese composta)

Hy : 0 > 0y (Hipo6tese composta)
H; : 0 < 0y (Hipo6tese composta)

(dentre outras)




Definicao 1.3 - Teste de Hipoteses. Um teste de hipoteses é uma regra de
decisao, baseada em um conjunto de procedimentos estatisticos alicercados na
teoria da probabilidade, que consiste em rejeitar ou nao a hipétese Hy com base
na informacao contida na amostra aleatoria.

Exemplo 1.4. Sejam X7, X5, ..., X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatoria

X ~ N(u, 100) e considere as hipdteses:

H0u§180
H; : p> 180

_ 196
Uma regra de decisao pode ser: Rejeitar Hy se X > 180 + —.

/n




Um aspecto fundamental da metodologia dos testes de hipdteses é especificar
uma func¢ao da amostra aleatéria W( Xy, Xo, ..., X,,), chamada de estatistica do
teste com as seguintes propriedades:

i. A distribuicao de W, sob H; verdadeira, deve ser conhecida ao menos
aproximadamente;

ii. O valor da estatistica W com base na amostra aleatéria é usada para
rejeitar ou nao Hy.




Definicao 1.4 - Regiao Critica. Um teste de hipdteses particiona o espaco
amostral associado a amostra aleatoéria, X, em duas regioes, a saber:

Regiao critica ou de rejeicao de Hy = C = {& € X para os quais rejeita-se Hg}

Regido de nao rejeicio de Hy = C¢ = {x € X para os quais nao se rejeita Hg}

Observe que:

CuUC‘ =
Para o exemplo 1.4, temos:

_ 196
C = X | X >180+ —
{x e X| + T

C={reX|X <180+

\f}




Exemplo 1.5. Uma urna contém duas moedas viciadas, com probabilidades de
cara iguais a 0,3 e 0,6, respectivamente. Retira-se uma moeda aleatoriamente
e lanca-a trées vezes. Deseja-se testar:

Hyo:m=0,3 wversus H;:7w=0,6
O espaco amostral é:
X ={(0,0,0);(1,0,0);(0,1,0);(0,0,1);(1,1,0);(1,0,1); (0,1,1); (1,1,1)}
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Uma possivel regra de decisao é rejeitar Hy se E x; > 1.
i=1

Com isso temos:

OZ{%EX’$1+ZE2—|—$3>1}

CC:{$EX’£B1+SE2+CIZ3S1}




Definicao 1.5 - Funcao teste. A funcao teste é definida pela informacao da
amostra aleatoéria, também chamada de funcao critica, tal que:

o(X): X—={0,1}

se x €(C
se e (¢

Observa-se que:




Definicao 1.6 - Tipos de erros. Em um problema de teste de hipdteses
podem ser cometidos dois tipos de erros, a saber:

Erro tipo I: é o erro que pode ser cometido quando decidimos por rejeitar
Hy, sendo esta verdadeira.

Erro tipo II: é o erro que pode ser cometido quando decidimos por nao
rejeitar Hp, sendo esta falsa.

Tabela 1: Decisao e tipos de erros

Hy

Decisao verdadeira falsa

Rejeitar Hy Erro 1 Decisao correta

Nao Rejeitar Hy Decisao correta Erro 11




Na pratica nao sabemos se Hy é verdadeira ou falsa. Podemos quantificar as
probabilidades associadas a estes erros.

a = P|Erro tipo I] = P[Rejeitar Hy | Hy verdadeira)

B = P|Erro tipo II] = P|Nao rejeitar Hy | Hy falsa]

A situacao ideal em um teste de hipdteses é aquela em que estas probabilidades
sao relativamente “baixas”, o que, em geral, nem sempre ocorre.

Observacao:
la= 31 n—-oo= Jla~pfl]

O principal tipo de erro a ser controlado em um teste é o erro tipo I, quando
entao assumimos um “risco” que estamos dispostos a correr ao rejeitar Hy. A
sua probabilidade de ocorréncia define o nivel de significancia do teste.

a (nivel de significancia do teste) v = 1— « (nivel de confianca do teste)




Exemplo 1.6. O consumo per capita mensal de um produto historicamente
tem sido considerado uma variavel aleatéria normal com média igual a 8 kg
e desvio padrao 2 kg. Desconfia-se que mudancas na Economia e nos habitos

alimentares das pessoas podem ter provocado a diminuicao do consumo médio.
Para avaliar esta questao foi selecionada uma amostra de 25 individuos para
os quais obteve-se Y., x; = 180 kg. Ao nivel de significancia de 5% o que
podemos concluir?




Definicao 1.7 - Nivel descritivo de um teste. Uma alternativa para a
tomada de decisao, implementada nos softwares, é o nivel descritivo de um teste
(“p-valor”). Seja:

o = p-valor

O nivel descritivo é a probabilidade, sob Hy verdadeira, de se obterem estimati-
vas ainda mais desfavoraveis do que aquela evidenciada pela amostra aleatéria
(a luz de Hy). “Pequenos valores” para o evidenciam que Hy é falsa.

Para o exemplo 1.6, tem-se:

o =P(X <7,2|pup=28,0)=P(Z < —2,0) =0,0228




2. FUNCAO PODER OU POTENCIA DE UM TESTEI

Definicao 2.1: Sejam X, X5, ..., X, uma amostra aleatéria de X com funcao
de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(z,0), com 6 € O e sejam as
hipoteses:

H()ZHG@()
H1:€€@1

em que Oy U B, = 0. E seja a funcao teste:

p(X) =

1 se x € ()
0 se ¢ € (C°.

A Funcao poder do teste (X)) é definida por:
7,(0) = P(Rejeitar Hy | 0) = P(x € C) = E[p(X)].




Exemplo 2.1: Especificar a funcao poder associada ao teste de hipdteses do
exemplo 1.6, em que:

Hy:p=8,0
Hy :p< 8,0

p(X)

1 se X <7,34;
0 se X >7,34.

Solucao:

_ 7,34 — 7,34 —
%(H)zP(X<7,34|u):P<Z< e “):cp( “— ”).




1: Fungao poder associada ao teste p(X) .




3. TESTES MAIS PODEROSOS '

Considere X1, X5, ..., X,, uma amostra aleatoria de X com funcao de densidade
ou distribuicao de probabilidade fx(x,0), com 6 € © e sejam as hipdteses:

{H()Z@G@o

H1:€€@1

Localizacao do problema: Fixado o nivel de significancia o queremos espe-
cificar um teste (X)) de regiao critica C* de tal forma que se tenha a menor
probabilidade de se cometer o erro tipo 1I, ou seja buscamos testes com maior
poder.

Podemos considerar trés situacoes:
1. Hy simples e H; simples;
2. Hy simples e H; composta;

3. Hp composta e H; composta.




Exemplo 3.1- (Bolfarine e Sandoval, pag. 94) Considere o problema de se
testar Hy : 8 = 6y versus H; : § = 61, com uma tunica observacao da variavel
aleatoria X com distribuicao:

X 0 1 2 3 4 5
f(z,00) | 0,02 003 005 0,05 035 0,50
f(z,01) | 0,04 005 008 0,12 041 0,30

Encontre o teste mais poderoso para estas hipoteses de nivel o = 0, 05.

Observacao: Na pratica, buscamos minimizar uma combinacao linear das pro-
babilidades dos dois tipos de erros, a(a) + b(5), o que equivale a:

fx(x,01) -

a
- b>0
fx(w,e()) b




Definicao 3.1 - Em um problema de teste de hipdteses, em que ambas as
hipéteses Hy : 0 = 0p e Hy : 0 = 01 sao simples, um teste (X) de nivel a é dito
mais poderoso para se testar Hy contra H; se entre todos os outros possiveis
testes, digamos §(X ), de nivel «, se verifique:

Elp(X)] = E[0(X)]




LEMA DE NEYMAN-PEARSON .

Sejam X1, Xo,...,X,, uma amostra aleatéria de X com funcao de densidade ou
distribuicao de probabilidade fx (x,#), com 6 € © e considere as hipéteses:

H()IH:HO
H12(9:91

O teste p(X) de nivel a dado por:

’

1 se fX(m791> >CfX<w790)
P(X) = 4

X 0 se fX(mael) SCfX(maeo)

é definido como o teste mais poderoso (M.P.) de nivel « para se testar Hy versus
H;.

A constante ¢ deve ser especificada de tal forma que o nivel do teste seja «.
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Exemplo 3.2 - Sejam X1, Xo,...,X,, uma amostra aleatéria de X ~ N(u, o ),

com o2 conhecida e sejam as hipdteses:

Ho : = po
Hy @ p= pa(pa > po)

Encontrar o teste ¢(X) mais poderoso de nivel o para se testar as hipdteses
acima.

A titulo de ilustracao considere X7, Xs,..., X9 uma a.a. de X ~ N(u, 1) e as

hipoteses:

Hoz,u:()
H1:,u:1

Obter a funcao critica para o = 0,05. Calcular a probabilidade do erro tipo II.




Figura 2: Funcao poder associada ao teste (X ) : Hy: p=0 versus Hy; : p=1




TESTES UNIFORMEMENTE MAIS PODEROSOS '

Teorema 3.1 - Sejam X1, Xo,...,X,, uma amostra aleatéria de X com funcao
de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(x,0), com 6 € © e sejam as
hipoteses:

Hy : 0 = 0y (simples)
H; : 60 € ©; (composta)

O teste (X)), de nivel a, como mais poderoso para se testar Hy : 6 = 0y versus
H, : 8§ = 61, para qualquer #; € ©, é também o teste uniformemente mais
poderoso para se testar Hy : 0 = 0y versus Hy : 6 € O.




TESTES UNIFORMEMENTE MAIS PODEROSOS .

Teorema 3.2 - Sejam X7, X5, ..., X, uma amostra aleatéria de X com funcao
de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(z,6), com 6 € © e considere
as hipoteses:

{ Hy: 6 € ©g (composta)

H; : 6 € ©; (composta)

Sem perda de generalidade admita:

HOZHSHO
H119>90

No caso em que X1, Xo, ..., X, seguem uma distribuicao da familia exponencial,
temos que o teste (X)) de nivel a dito uniformemente mais poderoso para se
testar Hy : @ = 0y versus Hy : 8 > 0y, para qualquer 6, € ©, é também o teste
uniformemente mais poderoso para se testar Hy : 8 < 6y versus Hy : 0 > 6.




OBSERVACAO IMPORTANTE I

Testes uniformemente mais poderosos nao existem para hipéteses dos tipos:

HQZQZQO
H1:«97é90

H0:90§6’§91
H,:0 <6y ou 0> 6,

Para esses casos = teste da razao de verossimilhancas generalizada (T.R.V.G.).




4. TESTE DA RAZAO DE VEROSSIMILHANCAS GENERALIZADA I

Definicao 4.1 - Sejam X, X, ..., X,, uma amostra aleatéria de X com funcao
de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(x,0), com 6 € © e sejam as
hipoteses:

{H()Z@G@o

H1 . 9 c @1
e seja a estatistica:

supgee, L0, %)
Supee@L(é’, w)

AX) =

O T.R.V.G. é definido por:




OBSERVACOES I

L 0<ANX) <1;

. A constante c deve ser especificada de tal forma que o nivel do teste seja «.

RESUMO '

. Encontrar EM.V. 0 de 0V 6 € O;
. Encontrar EM.V. 0 de  V 0 € Oo;

. Calcular \(X) = %;

. Calcular a constante ¢ de tal forma que a = P(h(A(X)) < ¢).




Exemplo 4.1 - (Bolfarine e Sandoval, 2002, pag 105) Sejam X;, X5,..., X,
uma amostra aleatéria de X ~ N(u, 1). Encontre o T.R.V.G. para as hipoteses:

Ho @ p = po
Hy :p # po

Considere neste exemplo que g =0, a=0,05,n=9 e 2?21 X; =3,4. Qual a
decisao? Qual o grafico da funcao poder?




Figura 3: Fung¢ao poder associada ao teste (X ) : Hg:pu =0 versus Hy : p # 0




Teorema 4.1 - Sejam X, X5, ..., X,, uma amostra aleatéria da variavel aleatoria
X com funcao de densidade ou distribuicao de probabilidade fx(x,#), com
6 € ©. Sob condicoes de regularidade e § € O, tem-se assintoticamente:

—21log[\(X)] = X

em que v é a diferenca entre o nimero de parametros nao especificados em © e
o niimero de parametros nao especificados em ©.




Exemplo 4.2 - Sejam X1, Xo, ..., X,, uma amostra aleatéria de X ~ Poisson(0).
Considere as hipoteses:

H()IH:S
H129%8

Construa um T.R.V.G. de nivel o para estas hipdteses.




T.R.V.G.: CAsSO MULTIPARAMETRICO I

Considere uma a.a. de X ~ fx(x,0), em que 8 = (04,...,0;) é um vetor de
parametros, com 0 € © C RF. Suponha que se deseje testar as hipSteses:

H()ZH:HO
Hlig%gg

A estatistica da razao de verossimilhancas é dada por:

L(90,$>

A= L(6,x)

sendo que sob condicoes de regularidade, tem-se assintoticamente:
—2In(A) = 2[In(0, ) — In(fy, )] — x>

em que v = dimensao (©) — dimensao (©g)
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