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Integracdo Numeérica

Dado f : [a,b)] CR - Ree >0,
obter uma aproximacio de:

b
/ f(x)dx
a
com precisio e.
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Para tanto vamos desenvolver algoritmos baseados na aproximacio
do integrando f(x) por polindmios interpoladores.

Dada uma funcdo f : [a, b] — R, f € C?[a, b], o polinémio
F(b) —
pi(x) = F(a) + 1)

p— (x—a)
interpola os pontos {(a, f(a)); (b,f(b))} e,

| EC) 1= F(x) = pu(x) [<

— maxX
21 ¢efa,b]

| FPE) [ (x — a)(x — b) |
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:

A partir da aproximac3o:

f(x) = p1(x)

. . o b
Podemos considerar a seguinte aproximacdo para [’ f(x)dx,

/ab f(x)dx ~ /ab p1(x)dx = f(a)
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e a precisio desta aproximacdo pode ser estimada por
b

)dX — T1

j ab (x)dx—/abpl(x)dx <
e

— p1(x)]dx| < /}fx) p1(x ‘dx<

/‘E }dx /—ma

£(2) X —a)(x — Ix =
31 max [FA(O)](x = 2)(x — b)]a

— max

b 01 el
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Para calcular fab |(x — a)(x —
variavel

|dx efetuamos a mudanca de

=h
y=x—a = (x—a)(x—b)

——
y(y = (b—a))

;o dy = dx
{a — 0

b — b—a

= h

— MmaxX

2|€E[ab]\f(2) |/ —y(y— )y—

— max ‘f(2)
2! gefa,b]

3 2
[ Suaa
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Concluimos entdo que

1
< — (2) 3
=12 05 Ol
h=b-—a

RN Ge
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A observacdo importante na estimativa da precisdo é o expoente 3
de h na expressio:

i max ‘f(2)(£)‘h3

<
12 ¢efa,h)

/a ’ F(x)dx — Ty

Quando h=b—a<1, h*é significativamente menor que 1.

No6s podemos explorar esta propriedade na estimativa da precisdo
para a aproximac3o da integral da funcio f pelo polindmio que
interpola {(a,7(a));(a+ h,f(a+ h))} e introduzir um pardmetro
adicional com objetivo de desenvolver um procedimento de
aproximacdes em que seja possivel ajustar a precisio.
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Aproximacoes com Repeticdes

Dado o intervalo de integragdo [a, b] e n € N definimos:

h:b—a

n

/ab f(x)dx = /:Jrh f(x)dx+/:+2h

a+nh
f(x)dx+...+/
+h

f(x)dx
a+(n—1)h
Para cada uma das integrais ||

a+(k+1)h f
a+kh

(x)dx temos a aproximacdo
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/a+(k+1)h

a+(k+1)h
F(x)dx ~ /
+kh a

p{ (x) dx
+kh

onde p%k)(x) é o polinémio que interpola os pontos

<a + kh,f(a+ kh)) e <a +(k+1)h f(a+ (k+ l)h))
Temos que:

P (x) = F(atkh)+ L

a+ (k+1)h) — f(a+ kh)
h

(x—(a+kh)) =
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/a+(k+1)h (k)(X) hf(a + kh) + f(a+ (k+1)h)
a+kh

_

/b F(x)dx ~ hf(a)+;(a+ ) +hf(a+h)+2f(a+2h)

Ly pflatin —21)h) + £(b)
=T,
. -

/a F(x)dx g

{1f(a) + 2f(a+ h) + ... + 2f(a + (n — 1)h) + 1f(b)}
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/abf(x)dx— Tn:nz_l/

a+(i+1)h 0
[F(x) = pr " (x)]dx
i—g Jatih
Porque:
a+(i+1)h 1
f pM (x)]d <o FA(e)|n® <
) Al < gy max (O] <

el (2) 3
PR Ol
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b
‘/fxdx
‘/f Ydx — T,

/f Ydx — T,

< n— max |f
2 ¢efa,b]

FO)(e }(b;
2 ¢ela,b]

S

GlL

<— max

(2) (b— a
= 12 ¢efa,b] |f (f)‘
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Método dos Trapezios

Dado f : [a,b] — R e € > 0, uma aproximac¢&o para

/a i F(x)dx

com precisdo € é obtida pelo seguinte procedimento:

» Escolha n. como o menor inteiro tal que:

3
1 @ (b=a) _
12 2y 11 O

» Defina h. = %;
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> A aproximacao:

b
/ f(x)dx ~
h
> {1f(a) +2f(a+ he) + ... +2f(a+ (ne — 1)h.) + 1f(b)} = T,
satisfaz:

b
‘/ f(x)dx — Tp,

<e€
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Exemplo

Considere a funcio

[N}

f(x)=e =

definida no intervalo [0, 1]. Obter uma aproximacdo para

1
/ f(x)dx
0
com precisdo € = 1073,
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» Determinar o nimero de repeticdes:

max

3
@y (b=3) _
12 ¢efa,b] ‘f (5)} n?

F@(x) = (x> —1)e”

[N}

X_
2

=
F )] =1
(s [FEE))

e o numero de repeticdes n. € fixado como o menor inteiro tal que:

1
3 10%) 2
<10 == ne > E = n. =10



e
I—Integragﬁo Numeérica

» Definicdo de A,

b—a 1-0
h€: = — = 1
Ne 10 0

RN Ge
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» Aproximacdo da Integral

/ () ~

a

P {17(3) +2f(a + h) + o+ 262+ (0~ Dh) +1F(B)) = T,

1 X2
-5
0

0.1 (0.0)2
dxz7{e_ 2 4 2e”

(0.1)2

. (0.9)2
2 4.4+ 2e 2

_ (1.0 }
+e 2
1 X2
/ e 2 dx ~ 0.855
0

[m]
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