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MMQ e Projecdo Ortogonal

Dados os vetores v0 € R%; v! e R% e u € RS

1 0 0.5
1 1 11
VO = 1 ; vi= 2 Cou= 19.7 |
1 3 33.7
1 4 40.3

Considere os subespacos vetoriais V' C R® definido pelas
combinacdes lineares de v0 e v e V| C R® o complemento
ortogonal de V. A seguir vamos obter a decomposi¢io do vetor u
como uma soma uy, + u, , onde u, é a projecdo ortogonal de u no
subespaco V e u, € a projecdo ortogonal de u no subespago V| .
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Como uy, €& um vetor no subespaco V temos que:

u, = aov0 + alv1

Assim, a decomposi¢do de u como uma soma u = u, + u,, fica
definida a partir dos valores de ag e a;. Equacdes envolvendo os
pardmetros ag e a; podem ser obtidas a partir da ortogonalidade de
u,. e v0 e da ortogonalidade de u,, e v!

Considerando em R®> uma geometria Euclideana ou, de forma
equivalente, a definicdo de angulo obtida a partir do produto interno

5
(ulwy= Zu,-w,—
i=1
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temos

(VO] u)=
(v u)=

(v oy + )
Como V9 e v1

(VO uy +u,)
sdo ortognais a u, ,
(VO lu.)=0

temos ent3o:

<V1 | uVL> = 0
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(V0] u) =

(VO [ ) + 0 =

O‘UV
(vt u) =

1’Uv +W

| uy)
de onde obtemos o seguinte sistema de equacdes lineares

<v0 | uy) = ( 0 | agv® + a1v1>

= (v* | u)

( 1 | uy) = (vl | agv® + alv1>

= (v | u)
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(VO [ v0ao + (v | vhar = (V0 | u)

ou na forma matricial

(v [ v0ao + (v | vhar = (v! | u)

(VOIv0)  (VOv) a0
(v v0)

(V0| u)
(vilvl)
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Calculando os produtos internos:

(VO vO), (VO vh), (v vh), (VO ) e (v u);

(Vv =1-1+1-141-141-14+1-1=5
(Olv)y=1.0+1-1+1-2+1-3+1-4=10

(Vv =0.0+1-142:2+3-3+4-4=30

(VO u)y=1-05+1-1141-19.7+1-33.7+1-40.3 = 105.2

[m]

(V' u)=0-05+1-11+2-19.7+3-33.7+ 4- 40.3 = 312.
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De forma que para obter os coeficientes ag e a1 que definem vy,
devemos resolver:

5 10\ ( a \ [ 105.2
10 30 )\ a ) \ 3127

105.2-30 — 10 - 312.7
a0 5-30— 10 - 10
5.312.7 — 105.2 - 10
a1 5.30_10-10 0.23
u, = 0.58v% + 10.23v1
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Uma outra questdo envolvendo os vetores v, v1 e u seria

determinar o vetor em V mais préximo de u, considerando a nogdo
de distancia definida a partir do produto interno Euclideano.

Dados u e w vetores em R” e um produto interno (- | -), a
distancia entre u e v é definida por:

dist(u,w) = /{(u—w | u—w)
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Para cada escolha de coeficientes ag e a1, o quadrado da distancia
entre o vetor v = agv® + a;v! € V e o vetor u é dada por:

dist?(v,u) = ((av® + a1v?) — u | (a0v® + a1v') — u) = D(ap, 1)

Assim, para determinar o vetor em V mais préximo de u, devemos

encontrar os valores de ag e a1 para os quais D(ag, a;) € minimo.
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Portanto devemos resolver

oD
a O(ao,al) 0
oD
92 1(30,81) 0
oD
a(aoyal) = £<(aov +avt) —u| (aov® + alvl) —u) =
9
83,‘

{1 v0)ag + (v | vhaoar + {

| vO)arao + (v* | vi)at
—2(v? | uyap — 2(v! | u)a1 }
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0

8—30(30, 31) =0 <

oD

(O v®ag + (VO [ vhar — (VO | u) =0

Day (ao, a1) =0 <=
(v1 | v0>ao + (vl | vl)al — (v1 |u) =0

Assim os coeficientes ag e a; que definem o vetor

v = agv? + a;v! € V mais préximo de u sdo obtidos resolvendo:
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(O V0 (VO] )

aog (VO | u)
(VO (vE v a (v u)
de onde obtemos:
v =0.58v° + 10.23v*
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Estas observacées no contexto de Algebra Linear nos leva as
seguintes interpretacdes do Método dos Minimos Quadrados:

Dados:
1. Modelo - Uma formulacio explicita da dependéncia de y em
fungdo das variaveis x = (x1,...,xz), expressa em termos de
um conjunto de parametros {ag, a1,...,am}; ak € Re, uma

familia de funcdes {go(x), g1(x), ..., gm(X)}; gk() : R — R.

y = f(x) = aogo(x) + a181(x) + ... + amgm(x)

2. Resultados Empiricos (caso discreto )
Um conjunto de dados obtidos pela observacdo de valores da
varidvel dependente y para diferentes valores das variaveis
independentes x,
{(x",y,-)}l.zl’m’n; x' e R%; yi e R.

u]
o)
I
i
it




MAP2122

LMétodo dos Minimos Quadrados
LProje«;Eo Ortogonal

Considere vetores {vj}j:0 v € R" definidos por

4t g(x!)
S v . gi(x%)
vi gi(x")
e o vetor u € R" definido por:
Y1
Y2
u=| "
Yn
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Assim obter o melhor ajuste no sentido do Método dos Minimos
Quadrados é equivalente a obter a projecdo ortogonal de u no
subespaco V definido pelas combinacdes lineares dos vetores
{Vj}jzo,...m ou determinar o vetor v € V mais préximo de u.

A interpretacio do Método dos Minimos Quadrados tanto como
uma problema de projecdo ortogonal ou determinar o vetor v € V
mais préximo de u permite generalizar o Método no sentido de que
no contexto das ideias de Algebra Linear podemos considerar as
questdes envolvidas em um nivel abstrato sem a necessidade de
especificar o espaco vetorial ou produto interno envolvidos.
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