Lista 16 MAT-206 e MAP-216

Definicao: Uma funcéo f : Dy — IR é uniformemente continua (u.c.) se verifica a seguinte
condicao:

para todo € > 0, existe § > 0 tal que, para =,y € Dy, se |z —y| < ¢ entao |f(z) — f(y)| < e.

Propriedades de fungoes uniformemente continuas:

Proposicao 1: A imagem de uma sequéncia de Cauchy por uma funcao u.c. é uma sequéncia de
Cauchy.

Demonstracao: seja f : Dy — IR uma fungao u.c., e suponhamos (z,) uma sequéncia de Cauchy
em Dy. Vamos provar que (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy.

Seja € > 0. Como f € u.c., existe 0 > 0 tal que
z—yl<d = |f(z)—fly)] <e (*)

Como (z,) é uma seqgéncia de Cauchy, existe ng > 1 tal que, para m,n > ng, tem-se que
|z, — x| < §. Logo, por (*), resulta que, para m,n > ng, obtemos |f(x,) — f(x,)] < €, e
portanto, (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy. A

Proposicao 2: Se f: K — IR é uma fung¢ao continua e K é compacto entao f é u.c.

Demonstragao: Seja e > 0. Vamos provar que existe 6 > 0 tal que, para z,y € K, se |z —y| < ¢

entao [f(z) — f(y)] <e

Como f é continua, para cada z € K, existe o, > 0 tal que
€
ly =2l <0 = [fly) = f@)] <5

Oy 0z
Vamos designar 0, = |z — 5t 5[, VoekK.

Temos entao a seguinte cobertura aberta de K:
KCUWb,:z€ K}

Como K é compacto, K admite uma subcobertura finita: existem xz1,xs,...,x,, € K tais que
KCU{l,, :1<j<m}=0,U 0,U...U0,,

Seja 0 < § < min{% : 1 < j < m}. Vamos provar que, para z,y € K, se |xr —y| < 0 entdo
|f(z) = fy)] <e

r—yl < 9d. Como KC U{f,, : 1 < j < m}, existe i, 1 < i < m tal que
x € 0,, =|x; — Jgi,xi + 2 [. Entao |z — x| < 6;1'.

Por sua vez, |y — 1| < |y — | + [z — 2] < 0+ % < %5 4+ %% =5, Togo, | f(y) — f()] < &

Considere, pois
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Dessa forma,

1f(x) — fW)] < |f(@) = fla] + | f(2) — f(y)] < §+ & =€ Logo, f é u.c. A

Proposicao 3: Se f : D — IR é uma funcao u.c. e D é um conjunto limitado entao a imagem
f(D) de f também é um conjunto limitado.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que f nao seja limitada superiormente.
Entao, para todo n > 1, existe x,, € D tal que f(x,) > n.

Como D ¢ um conjunto limitado e (z,) é uma sequéncia de pontos de D, (x,) é uma sequéncia
limitada, e portanto, tem subsequéncia (z,;) convergente.

Sendo convergente, (7,,) é uma sequéncia de Cauchy. Como f é u.c., (f(xy,)) ¢ de Cauchy, e por-
tanto, deve ser limitada: contradigao, pois f(z,;) > n;, e portanto, (f(zy,)) ¢ ilimitada. Analoga-
mente provamos que f(D) é limitada inferiormente. Logo, f(D) é limitada. A

Proposigao 4: Seja f :Ja,b] — IR uma funcao u.c. Enta é possivel extender f a uma fungao u.c.
em [a, b], isto é:

existe f : [a,b] — IR w.c. tal que f(z) = f(z),V x € ]a,b].
Esta extensao é unica.

(I) Prove que cada uma das fung¢oes dadas é uniformemente continua (u.c.) pela defini¢ao:
(a) f(z) =2, V20,2
1
(b) fla) = 1.V 2 € [2+o0]

rz—1
(c) f(z) = x+1,‘v’x€ [0, 4+o00].

(IT) Prove que a fungao f(z) = +/z é u.c. em [0, 4o0].

(IIT) Sejam f,g: D— IR fungoes u.c. em D, e g(z)#£0, V € D. Mostre, com um exemplo, que

a funcao = pode nao ser u.c. em D.
g

(IV) (a) Dé exemplo de duas fungdes u.c. cujo produto nao é u.c.

(b) Prove que se f e g sdo fungoes u.c. e limitadas entao fg é u.c.

(V) Prove que se f: D— IR é uma funcdo u.c. e D é um conjunto limitado entao f é limitada.



(VI) Uma fungdo f : D— IR ¢ dita lipschtiziana se existe M > 0 tal que |f(z) — f(y)| <
Mz —y|,V z,y € D.
(i) Prove que toda funcao lipschtiziana é u.c.

(i) Verifique que a fungdo f(x) = v/ nao é lipschtiziana em [0, 400[. Portanto, a reciproca
da propriedade enunciada em (i) nao é verdadeira.



