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Sistemas Lineares

Sistemas lineares de n equagdes a n incégnitas

@ Forma nao matricial:

,
a11x1 + axo + ...+ aipxy = by
a1X1 + anxo + ...+ apXxn = bo

[ dn1X1 T ap2X2 + ...+ @ppXp = Ea

Cada equacao com algum a.




Sistemas Lineares

Sistemas lineares de n equag¢des a n incégnitas

@ Forma matricial:

Matriz dos Matriz dos termos Matriz das
coeficientes independentes incognitas
d11 412 ... dip by X1
a1 ax» ... an bz X2
A= . D= X =
_anl an2 ann_ _bn_ _Xn_

Ax = b T (2)
@ Matriz aumentada do sistema (1) ou (2):

all da12 oiinte din b1
a ax ... a b
_anl dn2 ... dnn bn_ o @ u)

01:16 =|



Sistemas Lineares

Sistemas lineares triangulares (superiores)

@ Caso simples: sistema triangular (superior):

'§
a1xXy + apx + ... + X, = bl
anxs + ... + anxn = bo
<
L annXn = bp

ou seja, na forma matricial:

(211 a2 ... awn]| [x by

0 a2 ... da2n X2 B b2

: _ - : | a,, #+ 0, VK
| 0 0 ... amn| |Xn] | bp |

e basta resolver “de baixo para cima”.

T FAntA Aninla L e S = e




Sistemas Lineares

Propriedades que transformam um sistema linear em outro sistema linear equivalente

@ Operacoes basicas
N3o alteram o conjunto das solugdes do sistema (1) ou (2):

(a) Permutar a posicdo de duas equagdes do sistema
[ou permutar a posi¢do de duas linhas da matriz aumentadal;

(b) Multiplicar uma equagao do sistema por um real # 0
[ou multiplicar uma linha da matriz aumentada por um real # 0 |;

(c) Substituir uma equagdo por sua soma ou diferenca com outra
[ou substituir uma linha da matriz aumentada por sua soma ou
diferenca com outral.

) ——@ )
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Sistemas Lineares

Propriedades que serao usadas no Método de Eliminacao de Gauss

@ Composicao de operacoes basicas
Serdo usadas no Método de Eliminacdo de Gauss:

(a) Permutar a posicdo de duas equacdes do sistema
[ou permutar a posi¢do de duas linhas na matriz aumentadal;

(e) Subtrair de uma equagdo do sistema um muiiltiplo de outra
[ou subtrair de uma linha da matriz aumentada um muiltiplo de outra].

< ® <)
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Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ Obtencao de um sistema triangular equivalente:

Entrada:
(811 312 a3
d21 ad22 a3
a31 a3  ass

dnl dn2 dn3

din
d2n
d3n

ann

by
b>
b;

bn

Saida:
=/ / ’
411 912 4913
0 a5 a5
operacoes 22 B
basicas 0 0 933
| 0 0 0

d1n
a2,
a3,

b))
b,
b,

)

08:20
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Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ Método de Eliminacao de Gauss: aplicacao do procedimento anterior
de uma forma sistematizada.

@ n — 1 etapas, “acrescentando”, em cada uma delas, uma nova coluna
de zeros abaixo da diagonal principal.

@ Primeira etapa:

Entrada: Saida:
" B o, / f
a1 a2 ... ain b a;; ap --- an by
/ / /
_> e o o _>
b 0 / / bl
-an]_ an2 . ann n- i an2 > s ® ann n_

_ _ 09:07



Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ k-ésima etapa:

0 , .
Entrada: | O 0 o, R T T E——

0 0 O O (8 )

0 0 O O O 3
CJ L b ]

. — Saida: 0 0 0, s aai o o, *;.

0 : 0 8 Xyus )
0 0 . o o )
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Método de Eliminacao de Gauss

@ Detalhes da primeira etapa

[0 a2 ... amn b
0 ax ... an b
@ Caso 1: Entrada:
_0 dn2 e dnn bn_
Nada a ser feito.
- 0 arn - ain by 7
0 ar—1.2 - T | b;_l
@ Caso 2: Entrada: . -
arl arn s din b1
linha do pivo da etapa
L dn1 danp .. dnn bn .
m=an=:r=R_-11=0 ¥

pivo da etapa




Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

1. Guarda-se a informacdaoem p = (p;..... P,-1) € permuta-se as linhas 1 e £:
| £, se houve troca de Iinhas.T
=11, caso contrario,

L ]

z 5 13:43
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® Caso 2: Entrada

Sistemas Lineares
do piv apa
Método de Eliminacio de Gauss I o ol
|
! ’ pwO da etapa
1. Guarda-se a informacaoem p = (p;..... p,—1) € permuta-se as linhas 1 e £:
" {[ se houve troca de linhas,
1 — 7 .
| caso contrario, i b1 linha do pivé
a’l af2 et afn [
da etapa
= _J ! ! 7
11 12 =g aln 1
I " " bll
, 21 8 2n 2 B e s Wes. Mg
Saida: | | o , 1= =5 o = .
: : : : : 0 a,, a,, b, | « era linha 1
1" /1 /4 1"
g, a; s« a& B
3, e e A b, |

2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:

i1 a
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® Caso 2: Entrada

Sistemas Lineares
do piv apa
Método de Eliminagdo de Gauss .. - -
|
i . bW ja etapa
1. Guarda-se a informacaoem p = (p;..... p,-1) € permuta-se as linhas 1 e ¢:
5 {[’. se houve troca de linhas,
1 = o
1 caso contrario, i g 9 linha do pivé
aJl al2 S afn [}
da etapa
=/ / !/ /=
11 12 ot aln 1
1/ " " bfl
: 21 2 " 2n 2 B Beaw s s b{_1

Saida: | . ) , = ' ' _

. K : : 0 - VT b, | « era linha 1

1" 1 " "

B A == 9L B : :
|-anl | an2 s ann bn -
2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:
7/’ )
m.. L j=2,..., n
11 a




Sistemas Lineares

Método de Eliminacdo de Gauss

linha do pivo
da etapa

era linha 1

1. Guarda-se a informacaoem p = (p;,.... p,-1) € permuta-se as linhas 1 e £:
¢, se houve troca de linhas,
= ‘
1, caso contrario, i
-~ a,, a,, b,
a, a, ... a, b
aH 1 aH bl!
i 21 2 2n 2 B Howe eve . B
Saida: | | _ _ _ | = ‘ ‘
e _ y . 0 a d1n bl
" 1l " 1
" nl n2 e ann bn - : "
-anl anz i ann bn -

2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:




Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

1. Guarda-se a informacao em p = (p,
se houve troca de linhas.
caso contrario.

(e
PL =11,

-y

a11
"

21

Saida:

4

12
"

22
"
n2

Sistemas Lineares

a,

af—l.n

a

=)

nn

4

pP,—1) € permuta-se as linhas 1 e £:

linha do pivo
da etapa

era linha 1




Sistemas Lineares

Método de Eliminacdao de Gauss

1. Guarda-se a informagaoem p = (p;..... pP,-1) € permuta-se as linhas 1 e /:
¢, se houve troca de linhas,
j — P
P 3, caso contrario, e linha do pivé
B A - A b,
da etapa
=__F / / /9
o o Y
. 9 2 °°° - b2 0 12 g, b_, 1
Saida: ] _ . ) | = * ~ b linh
: : . : : 0 g wox @ |« era linha 1
alf al! e a” bl!
—- " nl n2 nn n
F T VT b, |

2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:

a

m., i, ..., n.
n
= _J ! !/ r= = _J ! !/ ’
a,, a}:, e a}n b} a, ) - M / - ) a,, ’ ) b, ’
0 a,, cee Ay, b2 0 a,, —m,a, cee @y — My a bz — My, b:
!/ !/ / 11 / /" /
0 a, ... a_ b)] LO a,-mua, ... a_ —m,a,




Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

1. Guarda-se a informagao em p = (p;..... pP,-1) € permuta-se as linhas 1 e £:
" {[ se houve troca de linhas.
1 — s o
1. caso contrario, i 5 5 linha do pivd
ar 312 afn £
2 3 ! , P da etapa
o % b : 1
a b
Saida' “ - o . 0 9, 1 a, 1.,n br 1
, - 0 s a,, b, era linha 1
" 'l " 1/
-anl a4r12 9nn bn - .
.an1 an:_) ann bn -
. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:
2. Calcula-se os multiplicad da p t c leta-s t
-}/F
m. el =2,..., n
1
= _/ / ! /= = _J / !/ /
a, aP a}n b} e ) a, , ) a, , ) b, ’
0 a, cee Ay, bz a,, —mya, cee @, — My a bz — my bl
/ / / r / I / "
L9 &2 = B B _OO a,—-mga, ... a_—-—mua b -

Sistemas Lineares
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Método de Eliminacdo de Gauss 21

1. Guarda-se a informagdao em p = (p;... ., Pn-1) € permuta-sgm

. {[ se houve troca de linhas, \
) — ‘

caso contrario, i p. 7 ¢ linha do pivé |

B W e B A
P ’ . da etapa ‘

= #o e &y 5 3
) n 9p - &, bz 0 a,_,, 1. Dy
Saida: | . . _ I E_ ~ ~ , linh

: : : : : 0 a, a,, b, | «— eralinhal ‘
aH af/ I a” bH : 1
- nl n2 nn n . X }
|
3, a, WO W b, . |

2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa: 1

a i
m, =-,1=2,..., n
1
= _J / / I = _/ ! !/ /
a,, 332 a}n b} a, ) - 4 ’ ) a,, ' ) b1 ’
0 O b:, 0 By — My, ... 3 —Myua b2 - m,, bl
/ / ! 1 1 !
| 0 a, a b | |0 a,-m,a, ... a_-m,a




Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ Armazenamento

E conveniente guardar os multiplicadores m_, nos locais dos zeros (da primeira coluna,

na etapa 1):
=/ ! !/ /M =
a, .;:}2 . 3},, b} a,,
m, a, ... ¥ b2 m,,
! / 4
-mnl anz ol ann bn_ -mnl

Computacionalmente, é conveniente armazenar na mesma matriz aumentada o resultado

a
"o

a22

"

anZ

obtido passo a passo, economizando espaco:

L JON |

/ / / <
" ’ o " alﬂ ’ I’ bl /
m, a,, a, —myua_ b, —m,b
! " / " /
-mya, ... a,—mza, b —m,b |

\&| Alerta — Editado v~

@ Alerta:

Nas outras etapas, ao fazer troca de linhas, trocar a “linha toda”
(com os multiplicadores armazenados), e ndo apenas “a parte da
linha que estd na submatriz associada aquele passo”.

g




Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ k-ésima etapa:

0 \
Entrada: 0 0

U 0

U 0

x, “1- 1
rl. 1 A 1
Xk C}

Sistemas Lineares
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Sistemas Lineares

Método de Eliminacdao de Gauss

@ k-ésima etapa:

O (1 1 |
Entrada: 0 0 O O 4a1 . ‘f_ —_ .
0 0 |n O QO )
0 0 | O QO QO 3
0 \ .
...—>Sa|’da: 0 0 O O O )
0 0 | 0 a a 1
i O Q | O k k41 > &b o o) — *)))




Sistemas Lineares

Método de Eliminac3ao de Gauss

@ Detalhes da k-ésima etapa:

O Oy 4t o, ),
ez Mposney oo . T
Submatriz de entrada: ; . _ , _ — ..
| &, - o k|
[, O aus .. ey
O O 1 (! ) 1
. — Submatriz de saida:
1 0 o S & 3 i
1. Calcula-se a linha do pivd, digamos, linha u, guarda-se a informag3o em
p=1(pi.....pn-1) e permuta-se as linhas 1 e u:
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Sistemas Lineares
Método de Eliminagcdo de Gauss

@ Detalhes da k-ésima etapa:

IR B ise (R B, T
. Reas Msass oov Cauna Paas
Submatriz de entrada: _ _ _ _ _ — ...
= (lnn (\nk-l (lnn 'j,n -
[ 0% aca o % 1
= 5 (lk 1, k+1 (‘. 1.n .),A 1
... — Submatriz de saida:
| 0 B o Db 3
1. Calcula-se a linha do pivé, digamos, linha u, guarda-se a informagdo em
p=ipy,..., pn-1) € permuta-se as linhas 1 e u:

u. se houve troca de linhas.
g = g
P k. caso contrario,
2. Calcula-se os multiplicadores da etapa k:

e obtém-se a submatriz e também a matriz aumentada escalonadas.

| Sitemas Lineares /2



Sistemas Lineares

Condensacao Pivotal

@ “solugao aproximada” x = (x1, x2,..., Xn) pode ser muito diferente
da “solugdo exata” x = (x1,X2, ..., Xpn) (devido a aritmética de ponto
flutuante).

@ Condensacao pivotal: Artificio usado para tentar minimizar a
influéncia dos erros de arredondamento.

com trés algarismos n‘y\xﬁcmvos.' - com lrcs algarismos significativos,

X+ 4dxy+ 52x;= 57

27x; + 110x; Ixy = 134 solugdo obtida é x = (4.5,0.0, 1.01) | solugdo obtida ¢ x = (1.0,0.998, 1.0)

2%, + 2x3+ l4x,= 38

Sem condensacao pivotal Com condensacao pivotal

solugio exata x = (1, 1, 1).

| Sistemas Lineares
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Sistemas Lineares

Método de Eliminacao de Gauss

@ Detalhes da primeira etapa

0 a2 ... awm b Condensacéo Pivotal:
0 a2 ... an b
@ Caso 1: Entrada: |. _ ) _ , Em cada etapa, em vez de
. . ’ x . escolher linha do pivo usando
0 aw ... awm b, o critério de que o pivd seja
Nad P _ ‘ nao nulo, usar o critério de que
ada a ser . ) 0 pivo tenha o maior médulo
0 a2 . d ain b1 7 possivel.
0 ay ag—1 b(_l
@ Caso 2: Entrada: N e
arl ar2 ... din b[ '\
L dn1
dll = a1 =" =ad-1,1 =

Sistemas Lineares




Com Condensacao Pivotal:

Sistemas Lineares

Escolha de linha do pivo de

Método de Eliminagao de Gauss outra forma! Escolher para que
o valor absoluto seja maximo!
1. Guarda-se a informagdaoem p = (p;.. ... P, 1) € permuta-se as linhas 1 e /:
¢, se houve troca de linhas,
P = £,
1, caso contrario, ) L e
B 3 e B, b,
= _J / / 7 = . . |
% % o [Pt T G a—
utro criterio!!
, 9 9 .- 2n bz U Wi ee ves B ia Dia
Saida: : ) . ) o] = ' ' , .
: : : : : 0 - W b, ||« ertrbat
" /1 " 1"
& @ «x AL B : : :
e B e B b, |

2. Calcula-se os multiplicadores da primeira etapa e completa-se a etapa:

a - 4
m, = ’11 _r AP n. e - FICAM COM MODULO = 1
=-_J ! !/ = = _/ ’ !/ !
a, .av}2 - a}n b} e ) a, ’ . ) a, , ) b, ’
0 a, cee Ay, bz 0 a,, —mya, cee Ay — My a bz — my b1
!/ / !/ 1 / r / n
|0 a, ... &, o] LO &, -mua, ... a_—-ma D -

ES———— Sistemas Lineares



