SEGUNDA PROVA - EDP - MAP 5712 (MAP 0413)

A prova é individual. A soma de pontos ¢ 10,5 (tem 0,5 extra). Utilize somente resultados dados em sala de
aula. Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragdo, a nao ser, claro, quando
estamos pedindo para que sejam demonstrados.

Boa Prova!

Exercicio 1. (1,25 ponto) a) Resolva a seguinte equagao:

ou ou
—%(x,y) + ;y(x, y) = —zu(z,y), u(r,r) = .

(1,25 ponto) b) Resolva a seguinte equagao:
0 0
uly) 50 () + (e y) 5o (@) = 1, u(e,0) = 1

(1,0 ponto) ¢) Seja u : R? — R uma solugdo da equagao:

ou

ou
—(x,y) —dz—(x =0.
Y5, (@) 6y( Y)
Ache curvas em R? sobre as quais a solucdo u da equacdo acima é constante.

Exercicio 2. (1,2 ponto) a) Resolva a equagao:

gi(x t) — 3o (x,t) — 4‘?%;‘(37,75) = 0, zeR",t>0
u(z,0) = 0, x € R"
‘?;; (z,0) = z, xeR"

Dica: Procure solugoes com a forma abaixo, em que « e 3 s@o constantes reais distintas:
u(z,t) = f(z + at) + g(z + Bt).

(1,2 ponto) b) Considere o problema abaixo:

Pu(r,t) = Aulw,t), z€R"t>0
u(z,0) = 0, zeR"
%u(z,0) = h(z), x € R

Suponha que h € C°(R"™) seja igual a 0 fora de B(0,1) = {z € R"; |z| < 1} e h(z) > 0 para « € B(0,1). Seja
2o ¢ B(0,1). Ache os valores de t > 0 para os quais u(zg,t) # 0 nos casos em que n =1, n =2 en = 3. Qual a
diferenca entre as dimensoes 1 e 2 e a dimensdo 37 (Dica: Use as formulas de d’Alembert, Poisson e Kirchoft)

(1,1 ponto) ¢) Sejam dadas fungdes a;; : R™ — R de classe C? tais que a;j(z) = aj;(z) para todo z € R", f e
g fungdes em C°(R™). Suponha também que exista ag > 0 tal que >, a5 (2) &€ > ao €] para todo = € R™ e
& € R™. Considere a equagao

2 n n u n
Th@t) = LT (@)@ @,t) - Gie,t), zeR" >0
(0.1) w(z,0) = g(z), z € R"
u(z,0) = h(x), r € R

Suponha que u : R™ x [0, T] — R seja uma solugao de suporte compacto, ou seja, existe R > 0 tal que u(z,t) =0
para todo |z| > R. Mostre que a funcdo E : [0, 7] — R definida abaixo é nao-crescente (E’(t) < 0):

E(t):%/n <§;xt> —l—ZZa” xt)gzz(x t)| dx, t € [0, 7).

i=1 j=1

Conclua que existe no maximo uma solugéo de suporte compacto da Equagao (0.1).
1
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Exercicio 3. Considere o seguinte problema:

u/(t) f()u(t)

u(0) co

em que ¢g € R e f é uma fungdo real-analitica numa vizinhanca de 0, ou seja, f(t) = Z;io fit?, em que f; €R, e
Yoo |fil B < oo, para um certo R > 0.

(1 ponto) a) Procure uma solucao da Equagao (0.2) da forma u(t) = Z?io cjt! e determine cj;1 em termos de
cr e fr, com k < j. (Dica: Substitua as séries de f e u e iguale os coeficientes multiplicados pela mesma poténcia
de t).

(0,5 ponto) b) Considere o problema abaixo:

U@®) = FU(®)
U = Co '

Suponha que F(t) = 372, FitJ, em que F; > 0, e > ieo |Fjl rJ < oo, para um certo 0 < r < R. Suponha que a

(0.2)

(0.3)

Equacao (0.3) tenha uma solugao real analitica numa vizinhanca do zero da forma U(t) = Z‘;O:O C;t7. Mostre por
indugao que, se |co| < Cy e |f;| < F; para todo j € Ny, entdo |¢;| < C; para todo j € Ny.
(1 ponto) ¢) Mostre que existe uma constante C' > 0 e uma fungao F(t) = % tal que f << F, ou seja, | f;| < Fj
para todo j € Ny.
(1 ponto) d) Ache uma solugao do tipo U(t) = B (R — t)* (essas fungdes sio reais-analiticas!) da equagao abaixo:
Uty = gEU®)
uo) = el
e use os resultados dos itens anteriores para provar o seguinte resultado: Existe uma fungao u real-analitica numa
vizinhanca de zero que resolve a Equagao (0.2).
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FORMULARIO. (NEM TUDO E NECESSARIO)
Algumas solucdes de EDO: Se f/ = gf = f(z) = Celo 9()ds,

Definigao 4. (Teorema da Divergéncia) Seja U C R™ um aberto limitado de classe C' ¢ F' : U — R™ uma funcéo de classe
C*. Logo

F(z).v(z)dS(z) = / V.F (z)dz,
U U
em que v : QU — R™ é o vetor normal unitario que aponta para fora de U.

Proposicao 5. Seja U C R™ um aberto limitado de classe C* e f e g duas fungées em C* (U) Logo

(0.4) OF ()g(e)de = - /U F@ 2 @i+ [ f@g@vi(@)ds(a),

v 0z Oz; oU

em que i € {1,...,n} ev(z) = (vi(x),...,vn(x)) é a normal a OU no ponto x e que aponta para fora de U.
Defini¢do 6. Uma curva integral do campo V : U C R® — R™ dado por V = (a1(x),...,a,(z)) é um caminho
@ : [a,b] = R™ que satisfaz a equagdo diferencial «'(t) = V(x(t)). Assim, se x (¢t) = (21(t), ..., xx(t)), entdo

2 (t) = ar(@1(t), ., wn(t))

26 = an (@), zn(t)

Proposicao 7. Seja x : [a,b] = R™ uma curva integral com imagem no aberto W C U eu : W — R uma solugio de
> i1 aj(x)%(x) = f(z,u(x)), z € W. Logo v =uox: [a,b] = R é uma solugdo da equagio v'(t) = f(x(t),v(t)).
Em particular, se f =0, entdo uox € constante.

Teorema 8. Considere a equagio abaizo:

%% (z,t) = Au(z,t), zeR", t>0
(0.5) u(z,0) = g(x), z eR”
(2,00 = h(z), z €R"

Suponha que g e h estejam em C*°(R™). Logo, temos
i) n =1 Formula de d’Alembert:
u(z,t) =

(g =0)+gla+)+5 [ by

N =

1) n =2 Fdrmula de Poisson:

1 h(y) +tg(y) +tVg(y). (y — x)
u(z,t) = 3 7{9@@ ( N ) dy.

i) n =3 Formula de Kirchoff:
ula,t) = me( , (90) + Va(0)- (s =) + (1) dS(0).

Teorema 9. (Cauchy-Kowaleski) Seja U C R™ um aberto, T' C U uma superficie real-analitica. Consideremos o
sequinte problema:

2 aj=m Ga(@, Ou(z), Oy (2)0%u(z) = f(x,0u(x),..,0m tu(x)), zeU
%(m) = gi(z), rel je€{0,.m—1} "
Vamos supor que:
i) ag : U x R x RYN x . x RN 5 RVNXN ¢ ymgq fungao real analitica.
i) f: U x R x RYN x . xRN 5 RN ¢ uma funcao real analitica.
iii) g; : T — RN € uma fungdo real analitica, para todo j € {0,...,m — 1}.
Assim, se xg € U for tal que det <Z|a\:m aa(xo,alu(xOL..,8m*1u(x0))uo‘(xo)> # 0, entdo existe um aberto

V C U que contém zo e uma fungdo real analitica v :V — RN que ¢ solu¢io do problema em V.



