PQI-5884 - Programacao Inteira Mista Aplicada a

Otimizacao de Processos

3¢ Periodo 2020
Data Atividade Contetudo
17/09 Aula 1 Introdug@o, formulagéo, classes, representagdo
24/09 Aula 2 Condigdes de otimalidade
01/10 Aula 3 Condigdes KKT, multiplicadores
08/10 Aula 4 Otimizagdo irrestrita
15/10 Aula5 |LP
22/10 Aula6 | NLP
29/10 Aula7 |MILP
05/10 Aula 8 MILP, problemas classicos
12/11 Aula 9 MILP, problema de scheduling
19/11 Aula 10 | MINLP, problema de sintese
26/11 - -
03/12 Aula 11 Apresentagdes

MILP: Mixed Integer Linear Programming

min  z=¢,T.x +¢c,Ly

sa.  Ax+ By =4
Cx+Dy=<d
X € R"
y € {0, 1}"

y; = § 1 se a proposi¢do Y; for verdadeira

0 caso contrario
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Técnicas de solucao MILP

ENUMERACAO EXAUSTIVA

LP1
LP2
LP3
L —> 1p
LP5
LP6
LP7
LP8

m 10 [ 20 30 [ 40 50 60 70
2" | 1,0E03 | 10E06 | LIE0Y | LIEI2 | LIEI5 | 12EI8 | 12E21

tempo | 6E-T7s 6E—4 s 0,6s I1lmin | 7,7 dias | 21 anos | 22 milénios

RELAXACAO

Vie {01} ——) 3?{;1

% *
Zrelax <z
_ % k
gap =7 — Zrelax
MILP MILP relaxado como LP
min  ==-23y1-20.2 min - Zreler = -2.3.01 - 2,002
sa: ity =1 sa: wntm =l
1,231 + 040221 1,231+ 04221
vi,v2 € {0.1} O=syLm=1
v eR!
Solugio: Solugéo: Arredondamento
w* =0 wr o =075 ndlo garante
wF o =1 ¥ =025 iabilidad
»2 —_1.00 To% = 533 viabilidade nem
- : Sl = otimalidade
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BRANCH-AND-BOUND

Resolugdo sequencial de
problemas relaxados com
especificagdo de varidveis
binarias

Exemplo: N6 B consistes
do problema relaxado com

y, =0 fixo
y,=1 fixo
Estratégias de exploragdo da arvore
. ,/”/- ®
T S T m
- Se inviavel em ‘r’, entdo inviavel em ‘s’.
- Sendo ‘r’ e ‘S’ problemas Viaveis: Zya, > Zgax ®
- Sendo ‘m’ um no final viavel: z,,, "™ >z
| | | | |
T T T T T
*0 *(r *(s * *(m z
Zrelax © Zrelax ® Zrelax © z7? Zrelax m

Estratégia depth-first ou LIFO (last in first out): a busca é realizada em
profundidade.

Estratégia breadth-first: a busca é realizada em amplitude (largura),
expandindo ramos a partir de nos selecionados.
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Exemplo de busca depth-first

passo 3

Passo | Zigia ™
o | -
1 -
passo 1 2 -
3 12,5
4 12,5
5 12,5
6 12,5
7 12,5
passo 6 8 12,5
9 11,0
"

Yi Y, Y3

Exemplo de busca breadth-first

passo 3a

passo | Zpga @

passo la 0 0,0
1 52/17,1
2 7,1/10,7 /inv
3 10,7/11,2/12,7 / inv
4 1,2/12,7/14,1 /inv

passo 1b

Y Y2 Y3




METODOS RIGOROSOS MILP

a) Branch-and-Bound (Land, Doig, 1960) — método classico de busca implicita em

uma arvore binaria resolvendo uma sequéncia de MILPs relaxados.

b) Decomposi¢@o de Benders (Benders, 1962) — decomposi¢do do problema baseada

na parti¢do entre varidveis bindrias e continuas.

¢) Branch-and-Cut (Crowder, Johnson, Padberg, 1983) — combinagdo do método
Branch-and-Bound com o de planos cortantes (cutting planes) melhorando a

solucdo do problema relaxado a cada iteragdo.

CASO MILP: PROGRAMACAO DE PRODUCAO EM
UNIDADES DE BATELADA (PAG.26)

Mendez, Henning, Cerda (2000)

Objetivo: Sequenciamento de n ordens de produgdo em
uma planta multiproduto com m unidades em batelada

e

Unidades em paralelo
Estagio tnico de produgéo
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Objetivo: Diagrama de Gantt

Unidades Ordens
1
2 T s

3 6 4]

Varidveis binarias de decisdo:
WF;; ordem i € a primeira processada na unidade j
W, ordem i é processada na unidade j e ndo éa 1?

ij
Xi;»  ordem I’ € processada logo apds ordem |

Variaveis reais de decisao:

C, instante de conclusdo da ordem i
Parametros:

t tempo de processamento de i na unidade |
S;-  tempo de preparagdo para processar I’ apos |
d; data para entrega da ordem i




Exemplo:
. Ordens makespan
Unidades MK
1
2| I e
3 6 | 4 |
-
5 10 15 tempo
Variaveis binarias verdadeiras: Variaveis reais
WE,,, WF,,, WF, C,=58 C,=10,9
Wiy, We,, W, C,=153 C,=116

Informagdes sobre incompatibilidades

Define-se como FS o grupo de sequéncias que nao
podem ser feitas.

Xii»=0 para (i,i’) € FS (1)

Define-se como FP o grupo das alocagdes proibidas
de ordem i em unidade j.

WF; +W;=0 para (i,)) € FP (2)
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Modelagem

Cada ordem i deve ser alocada a uma unica unidade de
processamento | :

> WF + > W, =1 V ordem i ()
| ]

Uma ordem, e sua sucessora direta, devem ser processadas na

mesma unidade. Sempre que a ordem i for sucedida pela ordem i’
(X;;-= 1), ambas devem ser processadas na mesma unidade:

[(WE; v Wy ) X [ W (4)

l

WE;; + Wy < Wiy + 1 = X vV, (i) 5)

Cada unidade j s6 pode ter no maximo uma ordem inicial:

D WF,; <1 V unidade (6)

Toda ordem deve: ser a primeira a ser processada, ou entao ser
precedida por outra ordem na sequéncia:

WE., +) X..=1 V ordem I’ (7)
i'j ii
j i
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Toda ordem i deve ser sucedida por no maximo uma ordem na
sequéncia de processamento:

D> X <1

V ordem i (8)

Uma ordem i’ s6 pode ser processada ap6s a conclusao da
ordem anterior i

CizCi+ Z(Sii' +ty Wiy |+ M (Xii' _1) v (@i,T17) )
j

O processamento da ordem i na unidade j s6 pode ser iniciada se as

duas estiverem disponiveis:

C > Z(max{ruj,roi}ﬂij)-(\NFij +Wij) V ordem i (10)
j

Parametros adicionais:
ro. instante de liberacdo da ordem i

I
ru; instante de liberag@o da unidade j

J

11/11/2020



Medidas de desempenho

1) Adiantamento da ordem:
E,>d -C, Vi (11)

2) Atraso da ordem:
T.>C —d Vi (12)

d; = data de entrega da ordem i (parametro)

C; = instante de conclusdo da ordem i

t;
j —i{ | n
Ci dI
| él—«ti'
] ] t
dI CI
3) Numero de atrasos:
T, <M.NT, Vi (13)

M = parametro big M
NT, = variavel bindria para existéncia de atraso na ordem |

4) Makespan (MK)
MK > C; Vi (14)
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Funcoes objetivo

1) Minimizag¢do do adiantamento ponderado

Min 2. p;E; (15)

2) Minimizag¢ao do atraso ponderado

Min Z T, (16)

p; = peso da ordem 1

Funcoes objetivo

3) Minimizag¢ao do niimero de ordens atrasadas:
Min D _NT, (17)

4) Minimizacao de desvios ponderados: este objetivo visa manter
valores razodveis de adiantamento e estoque intermediario.

E.
i ol ——+T.
Min Z,IO. (n+1 .j (18)
5) Minimizagao do makespan
Min MK (19)
MK > C; Vi MK = max {C;}
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EM RESUMO

Variaveis

instante de conclusdo da ordem i (dias)

E adiantamento da ordem i (dias)

T, atrasado da ordem i (dias)

MK tempo total de conclusao das ordens, makespan (dias)

WEF;; binaria, vale 1 se a ordem i € a primeira a ser processada na unidade j

W; binaria, vale 1 se a ordem i é processada na unidade j, ndo sendo a primeira
Xii bindria, vale 1 se a ordem i’ ¢ processada apds a ordem i na mesma unidade
NT; bindria, vale 1 se a ordem i est4 atrasada

Parametros

n numero de ordens

m nimero de unidades

t tempo de processamento da ordem i na unidade j (dias)

d; data para entrega da ordem i (dias)

M parametro big-M (dias)

pi peso relativo da ordem i (prioridade)

ro tempo para libera¢do da ordem i (dias)

ry; tempo para liberagéo da unidade j para a programagao(dias)

Siiv tempo de setup para processar a ordem i’ apos a ordem i (dias)

Exemplo Numérico

Tempo para Tempo de ‘ Tempo de
o P Data de e OCess '
Ordem 7 liberagao treea (dias processamento na | processamento na Peso p;
(dias) | entrega (dias) | unidade 1 (dias) | unidade 2 (dias)
1 0.0 _ 14 _ 6.8 _ 6.1 1
2 5.0 _ 14 _ 7.0 _ 7.0 1
3 0,0 21 5.0 X 1
4 6.0 _ 14 _ X _ 5.1 2
5 0,0 21 4.9 5.0 1
Setup
(Fop I 3 3 2 | 5 Unidades:
1 . | X X 1) r, =0dias
2 X - 11 0.7 2) r.,=3dias
3 10 _| 015 [ = ) T
4 [ X [ - X
5 1.4 0.3 =
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Minimizagdao do Makespan

Unidade | Ordem Tempo de Tempo de Inicio da Final da Data de Atraso Adiant.
proces. (dias) | setup (dias) | ordem (dias) | ordem (dias) | entrega (dias) (dias) (dias)
3 5.0 - 0.0 5.0 21 - 16.0
1 5 49 0 [ 50 9.9 21 - 11,1
2 7.0 0 | 99 16.9 14 29 -
. 1 6.1 - 30 9.1 14 - 49
- 4 5.1 0 | 118 16.9° 14 29 -
unidade MK = 16,9 dias
3 5 2
1 I i
. 4 atraso na ordem 4
7 — { «— pode ser evitado
L A B o o e S S S N M —+ 1
0 5 10 15 20 35 dias
3 processamento N nio disponivel C— setup
desvio = 14,0 dias
Minimizag¢ao do Desvio
Unidade | Ordem Data de Atraso
entrega
5 21 -14
1 2 14 0
3 21 0
) 1 14 —-4.9
4 14 +0,2
uniflade .
MK = 21,0 dias
5 2 3
1 [ I ] I ]
1 4
2 I I
T T T I N Y N A N B [ [
T T T T 1 T T T 1 1 1 1 T T 1 1 1 1 1 1 T T T o
0 5 10 15 20 25 dias
T processamento EEE nio disponivel O setup

desvio = 3,56
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Minimizag¢dao do Makespan

unidade
3 5 2
1 : ; MK = 16,9
1 4 desvio = 14,0
2 I 1
1 "t iI | 1
0 5 0 15 10 35 dias
unidade ~ Minimizacao do Desvio
5 2
1 [ [ 1 [ ! MK =21,0
1 4 .
2 p— | i desvio = 3,56
bbb
0 5 10 15 20 35 dias
C— sedip

0 processamento N nio disponivel
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