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Espacos de Sistemas MIMO 1

m Um sistema LIT MIMO é um operador que transforma um
sinal de entrada u : [—00,+00] — R™ em um sinal de saida
y : [-00, +00] = R";

m Este € uma transformacdo linear entre dois espacos vetorias
G : Lp'[—00,+00] = L}[~00,+00], ambos de dimensdo
infinita;

m Sabemos, da Algebra Linear, que transformacdes lineares entre
espacos de dimens3o finita s3o representados por matrizes, e
que as matrizes de um determinado tamanho também
pertencem a espacos vetoriais.

m Como os espacos vetoriais de sinais Lp[—00, +0c] tém
dimens3o infinita, é razoavel supor que os sistemas LIT (que
sdo transformacdes lineares) também pertencam a espacos
vetoriais de dimens3o infinita.



Espacos de Sistemas MIMO 2

De fato, sabemos que a relacdo entre entrada e saida em um
sistema LIT MIMO é dada pela convolucio:

y(t):/:o G(t— 7)u(r)dr = G xu, (1)

de modo que podemos pensar que a convolu¢do de G(t) (resposta
ao impulso do sistema, que é uma funcdo com valores matriciais)
com o sinal de entrada u(t) corresponde a uma transformagéo
linear L. Como G(t) também é um sinal, o espago dos sistemas
LIT é também de dimens&o infinita.



Espacos de Sistemas MIMO 3

Para definir as duas normas mais importantes para controle
robusto, precisamos falar dos espacos:

m L7 (jR): espaco de Hilbert das matrizes de fun¢des de
transferéncia n x m, que tém produto interno:

(F.G) = 21/00 trace (F (ju)G(w)) dw,  (2)

ﬂ——OO

e cuja norma é entdo:

1> = \/% /jo trace (F(jw)F(jw)) dw.  (3)

Para que esta norma seja finita, € necessario que as funcdes de
transferéncia sejam estritament préprias.



Espacos de Sistemas MIMO 4

m O espaco RL;™"(jR) C Ly™(jR) é o subespaco das matrizes
de funcdes racionais estritamente préprias e que ndo tem pélos
em JR.

m L32"(jR), que é o espaco de Banach das matrizes de funcdes
de transferéncia G(jw) com norma:

IFlleo = esssup,era(F(jw))- (4)

m O espaco RLY"(JR) C L (JR) é o espaco das matrizes de
funcdes de transferéncia racionais e préprias e que n3o tem
pélos em jR.



Espacos de Hardy Hy e Hyo - 1

Para definir os chamados espacos de Hardy, é necessario apresentar
o conceito de:

Definicdo (Funcdo Analitica)

Uma funcdo f : S € C — C é analitica em zy € S se f for
diferencidvel em zy e em alguma vizinhanca deste ponto. Ela é
analitica em S se for analitica em todos os pontos de S.

Uma fungdo analitica em S pode ser representada unicamente por
série de Taylor em S. Da mesma forma, uma matriz de funcdes
complexas F : S € C — C"*™ é analitica se todas as funcoes
componentes Fj;(s) forem analiticas.



Espacos de Hardy Hy e Hoo - 2

Teorema (Teorema do Médulo Maximo)

Se f(s) é uma funcdo analitica ndo constante em um conjunto
aberto e conexo S C C, entdo |f(s)| ndo pode ter um maximo em

S:

Este teorema é importante para nés porque as funcdes de
transferéncia estaveis sdo analiticas no semiplano direito aberto.
Deste modo, o teorema garante que o maximo do médulo destas
funcBes ndo pode ser no semiplano direito aberto.



Espacos de Hardy Hy e Hoo - 3

Entretanto, os sistemas que estamos interessados fazem parte de
subespacos. Mais especificamente, estamos interessados nos
chamados espacos de Hardy:

m Hy C L7™(JR), que é o espaco das matrizes de funces de
transferéncia que s3o analiticas no semiplano direito e tal que
|Fll2 < co. O subespagco RH> C Ho € o das matrizes de
funcdes de transferéncia racionais, estritamente préprias e
analiticas no semiplano direito.

m Hoo C LY"(JR) € o espaco das matrizes de funcdes de
transferéncia analiticas no semiplano direito e limitadas em jR.
O subespaco RH o C Hoo € 0 espaco das matrizes de funcdes
de transferéncia analiticas no semiplano direito, racionais e
proprias (ndo necessariamente estritamente prépias).



Espacos de Hardy Hy e Hoo - 4

Finalmente, cabe destacar algumas propriedades:

O espaco RH é fechado por multiplicacdo por escalar, soma
e produto.

A norma H, do sistema F(s) vale:

Yi2
[Floo= ~sup 1¥ll2, (5)
0<|lullz<oc llUll2

ou seja, esta norma representa o ganho maximo de energia do
sinal (que ocorre para alguma direco).



Espacos de Hardy Hy e Hoo - 5

O sistema LIT MIMO dado pela matriz de fungdes de transferéncia:

2.188 0
_ s24+6.9735+2.021
G(S) - —0.0467352—1.0075+11.63 —1.06254-8.846 (6)
s44+13.8153+53.4152465.71s+7.14  s2+10.835+20.82

m Sabemos de antem3o que este sistema é estavel;

m Usando a funcdo hinfnorm do MATLAB, achamos que
|G|lcc = 1.988, que é 5.97 dB.

m Isto significa que este sistema tem um ganho de energia que
pode chegar até quase dois (poderia ter sido usada
norm(.,inf))

m Usando norm(.,2), achamos que ||G||2 = 0.7379
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 1

Sistemas lineares e invariantes no tempo s3o representados por
sistemas de equacdes diferenciais lineares com coeficientes
constantes. Na representacdo em espaco de estados, as equagdes
diferenciais sdo todas de primeira ordem, e as saidas sdo dadas
como combinacdes lineares das entradas e dos estados:

)'(1(t) = 311X1(t)+"'+31an(t)+b11U1(t)+"'+b1mUm(t)
x(t) = anxa(t)+ -+ axa(t) + barur(t) + -+ + bamum(t)
X,,(t) = a,,1x1(t)+ —i—a,,,,x,,(t)—i— bnlul(t)+ —|—bnmum(t)
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 2

que poderia ainda ser colocada na forma matricial, que é:

bll e blm

. t
x2(t) a - ax b1 -+ bam UI_()

Xn(t) an et dnn bnl e bnm Um(t)
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 3

Definem-se ent3o as matrizes

aiy ar - an bi1 b -+ bim
a1 ax -+ ax b1 by -+ bm

A= . . . B = . . .
dnl an2 - dnn bnl bn2 e bnm

Teorema

No dominio do tempo, pode-se provar que x(t) é dado por:

t
x(t) = e*x(0) + / eAt=" Bu(r) dr (7)
N~—— 0 ,
ta li A
XgRRosta livre resposta forcada



Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 4

m Se u(t) = 0, tem-se simplesmente que x(t) = e**x(0)

m As saidas de um sistema representam as variaveis que podem
ser medidas diretamente.

m Em sistemas de controle, as saidas sdo as leituras fornecidas
pelos sensores.

m Os estados, ao contrario, ndo sdo em geral mensuréaveis
(muitas vezes, sdo varidveis que nem sequer tem significado
fisico).
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 5

Definicdo (Equagdes de Saida de um Sistema)

Supondo que o sistema possua p saidas, elas sdo calculadas por:

yi(t)
ya(t)

YP-(t)

C11
C21

Cp1

Definem-se ent3o as matrizes

C =

C11
C21

Cp1

d.
Xl(t) d;:
: o )
Xn(t) d;;l
dui
da1
D= .
dp1

dlm
d2m

U1(t)

um(?)



Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 6

Definicdo (Representacdo em Espaco de Estados)

Um sistema linear e invariante no tempo em espaco de estados é
entdo um sistema de equacées diferenciais lineares de primeira
ordem da forma:

Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)+ Du(t)

-
—~
~
N—r

|

Teorema (Solugdo Geral no Dominio do Tempo)

A solucdo geral, no dominio do tempo, para o sistema (??) é dada
por

y(t) = Ce™*x(0) + / t CeAt=") Bu(r)dr + Du(t)  (8)
0
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 7

Fica claro entdo que, para condi¢des iniciais nulas, isto é x(0) =0,
tem-se que e relacdo entre estrada e saida é dada por um operador
que relaciona y(t) e u(t). Aplicando-se a Transforma de Laplace
nas equacdes de estado, tem-se:

sX(s) — AX(s) = (sl = A)X(s) = BU(s) + x(0)
Para os valores de s onde a inversa de (s/ — A) existe, tem-se que

X(s) = (sl — A)"1BU(s) + (sl — A)~!x(0) (9)

resposta forcada resposta livre

Substituindo-se X(s) na segunda equagdo do sistema (equacdo de
saida) tem-se que:

Y(s) = [C(s/ — A)"*B + D] U(s) + C(sl — A)~*x(0) (10)

G(s)
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 8

G(s) & uma matriz p x m (deve ter obviamente as mesmas
dimensdes da matriz D) conhecida como matriz de funcées de
transferéncia do SLIT. Deste modo, representamos o sistema

MIMO como:
Gii(s) Gia(s) -+ Gim(s)
G(s) = G21:(5) Gzz:(s) Gam(s)
Ga(s) Guals) - Gonls)

onde Gjj(s) relaciona a entrada uj com a saida y;
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 9

Exemplo

O sistema a seguir representa uma planta de controle de
temperatura e vazdo de ar, onde um termopar, que corresponde a
saida 2, mede a temperatura (de 0 a 10 volts) e um sensor de
vazdo massica, que corresponde a saida 1, mede a vaz&o (de 0 a 10
V). As entradas s3o a tensdo aplicada em uma resisténcia (para
aquecimento), que é a entrada 2, e a tens3o aplicada em um
ventilador, que é a entrada 1 (tudo de 0 a 10 V). Atrasos de
transporte foram aproximados por Pade.
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 1

A representacdo em espaco de estados é dada por:

—47.48 —17.57 —2.284 0 0 0 0 0 0 05 0
32.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 2.0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 —5.910 —2.013 —0.7554 0 0 0 0 0.25
A= 0 0 0 4.0 0 0 0 0 0 B=1]0 o
0 0 0 0 0.5 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0  —25.8 —11.64 —5.288 0 8.0
0 0 0 0 0 0 160 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 4.0 0 0 0
(11)
C = [o —0.05956 0.6204 0 —0.04276 0.3421 0 0 0 ] D=1[%9]
= lo 0 0o o 0 0 0 —4.0138.36 =loo

Os autovalores deste sistema sdo: A\; = —26.3852, A2 = —20.8333,

A3 = —0.2660, A\a = —4.0000, \s = —1.6961, \¢ = —0.2227, \; = —14.7059,
As = —8.3333 e \g = —2.7617, 0 que mostra que se trata de um sistema
estavel.
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 11

Este sistema também é controlavel e observavel, e a correspondente
matriz de funcdes de transferéncia é:

—0.9355419.85 0
_ | $F4728521562351146.2
G(s) = | =T 8ites0 131 _513.65+4280 (12)

s345.919524+8.0535+1.511  s34+25.852+186.25+338.4
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 12

Singular Values
40 T T

20 [

Singular Values (dB)
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Frequency (rad/s)

Figura: Valores Singulares da Matriz de G(jw)
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 13

Usando a funcdo hinfnorm do MATLAB, achamos que

||Glloc = 12.6475, que é 22.0401dB. A resposta ao degrau unitario
em cada entrada é apresentada na Fig. 2. Vé-se claramente que o
sistema é de fase ndo-minima. Nota-se que resposta da entrada
dois para a saida um & nula, isto porque a funcio de transferéncia
relacionando estes sinais é nula. Isto porque a resisténcia de
aquecimento ndo afeta a vazdo de forma perceptivel.
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Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo MIMO - 14

Step Response
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Figura: Resposta ao Degrau
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Sistema em Malha Fechada MIMO -1

Um sistema em malha fechada MIMO tem um diagrama de blocos
apresentado na Fig. 3. Este diagrama de blocos é similiar ao usado
para sistemas SISO. Entretanto, a ordem da multiplicacdo de
matrizes importa. Ou seja, tem-se que GK # KG. Deste modo, a
expressido que relaciona saida com sinais de entrada é dada por:

Y = GU + G4D = GKE + G4,D = GK(R — N — FY) + G,D

considerando F =/ (identidade), tem-se que
(I + GK)Y = GKR — GKN + G4D de modo que, se multiplicarmos
a esquerda nos dois lados da igualdade por (/ + GK)™1:

Y =(+GK)'GKR ~ (I + GK) " 'GKN + (I + GK) ' G,D

T T S

25



Sistema em Malha Fechada MIMO - 2

D(s)—* Gd(s)

Es) Y(s)
R(s) K(S) U(s; G(S) B

Q F(s)
N(s)

Figura: Diagrama de Blocos MIMO Usado em Controle Robusto

A
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 3

Para o caso do erro teérico em funcio das entradas, temos que:

E=R-Y=R—(TR— TN + SG,D) =
(I— T)R+TN—SG4D = SR — SG,D + TN (13)

Deste modo, supondo, por facilidade que Gy = 1, entdo temos que:

E=SR-SD+ TN
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 4

Sabemos que a norma induzida da matriz S(jw) é dada por:

onde U é um vetor arbtrario em funcdo da frequéncia. Em
particular, R(jw) poderia ser um vetor de exponenciais complexas
do tipo A;e/@tT¢) — A;ei®ei¥t que é simplesmente um vetor
complexo multiplicado por e/*t:

IEGW)ll2 < 3(SUw))IRGw)]2

VY B2 <a(s(w) /3 R

28



Sistema em Malha Fechada MIMO - 5

m O maximo valor singular fornece, para cada frequéncia, o
maximo ganho, que corresponde a uma determinada direc3o.

m Deste modo, as amplitudes de erro E; ficardo bastante
reduzidas se 5(S(jw)) for pequeno.

m Se o projeto do controlador K(jw) for tal que (S(jw)) seja
pequeno nas baixas frequéncias, significa que se r(t) for um
vetor de senéides de frequéncia w que esta nesta faixa, entdo o
vetor R(jw) tem norma pequena nesta faixa,

m As amplitudes dos nimeros complexos também s3o pequenas
nesta faixa. Isto singifica que o vetor de erros nesta faixa de
frequéncia também tem amplitude pequena.
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 6

N&o costuma se usar, em sistemas MIMO, nada parecido com o
Método do Lugar das Raizes do Controle Classico. Primeiramente
porque os controladores MIMO do tipo K(s) em geral dependem
de muitos pardmetros a serem determinados pelo projetista. Além
disso, até onde vai o conhecimento deste autor, ndo ha regras
simples para se esbogar esta lugar geométrico, mesmo que o
controlador s6 dependesse de um parametro (o que ja o limitaria
muito).
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 7

Exemplos Para o caso do sistema que estamos analisando,
podemos plotar os valores singulares da matriz de funcdes de
transferéncia S(jw) para o caso de um controlador K(s) = kl, que
é apresentado na Fig. 4. Este controlador é equivalente a
realimentar a saida / na entrada / com ganho k. Os valores de k
variam de 0.02 a 0.24 em intevalo de 0.02. Para o valor k = 0.24,
temos que [|S|lcc = 26.1542 (em decibéis), e para k = 0.25, o
sistema ja fica instavel. Neste Gltimo caso estavel, teriamos
(S(jw)) = —0.277dB, o que representa uma atenuacdo muito
pequena. Entdo, o erro estacionario deve ser grande nesta situacdo.
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 8

Singular Values
T T

Singular Values (dB)
w
T

o

-5 -~

-10 E

15 | | | |
1072 10t 10° 10* 102 10°
Frequency (rad/s)

Figura: Valores Singulares da Matriz de S(jw)
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 9

O pico de ressonincia indica a presenca de um pélo préximo do
eixo imaginario, como pode ser verificado na resposta ao degrau
unitario, apresentado em Fig. 77.

Step Response
From: In(1) From: In(2)

0.03

Amplitude

0 10 20 30 400 5 10 15 20
Time (seconds)
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 10

De modo a ter baixo erro estacionario e menor sobressinal (além de
maior roubustez) é necessério que 5(S(jw)) seja pequeno nas
baixas frequéncias e que ||S||« = esssup,d(S(jw)) ndo seja alto
(tipicamente, menor que 2). Pela definicdo de T e S, claramente se
véque S+ T =1/, e como &(S) & uma norma, ent3o:

5(S)—a(T)|<a(S+T)=0a()=1<3(S5)+a(T)

U



Sistema em Malha Fechada MIMO - 11

L(jw) = G(jw)K(jw) tipicamente tende a zero para w — 00, 0 que
faz com que S(jw) — I, o que faz com que 5(T)(jw) — 0. Ainda
existe uma identidade tal que:

1
o(l)—1< —<g(L)+1
ol ~ 1< =5 < all)
deste modo, se queremos erro estacionario pequeno em baixas
frequéncias, temos que fazer g(L) alto nestas frequéncias, ou seja,
o menor ganho deve ser suficientemente grande. Ndo basta entdo
que o(L), porque isso ndo garante que g(L) também o seja.
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Sistema em Malha Fechada MIMO - 12

Podemos também lancar mao do conceito de fungdo peso w;(s),
que aqui usaremos em letra mindscula para ndo confundir com
matriz de peso Wj(s). Deste modo, podemos impér, como
condicdo de desempenho:

o
wp(jw)]

Por fim, podemos definir a banda-passante wg como sendo a
frequéncia onde &(S)(jw) cruza 0.707 (ou —3dB) na subida.

7(5)(w) <
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