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Nas aulas que se seguem pretendemos discutir os conceitos de controlabilidade e
observabilidade de sistemas de controle lineares da forma

{Mﬁ:A@Aﬁ+Bmum

y(1) = Cx(¢) + D(t) u(t) *)

onde x(¢) é um vetor de estado n x 1; u(t) vetor de controle r x 1; y(z) vetor de
saidam X 1;A(r) € R™", B(r) € R™", C(r) € R"*" e D(t) € R™*" constantes.

@ Inicialmente trataremos controlabilidade de estado auténomo, ie. assumindo
que as fungdes matriciais A e B sdo constantes.
e Em seguida veremos controlabilidade de saida e assim do sistema de controle.

@ Posteriormente veremos observabilidade também de sistemas autonomos
discutindo em seguida controlabilidade e observabilidade do nfao auténomo.
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Controlabilidade e observabilidade

Controlabilidade

@ Dizemos que o sistema () é controlavel em [y, 1], se for possivel, por meio de
um vetor de controle admissivel u, transferir o sistema de qualquer estado
inicial x(fo) € R" para qualquer outro estado x(¢;) € R".

@ Se o sistema de estado for controldvel para todo intervalo finito [fo, #1], dizemos
que o sistema € completamente controldvel.

Observabilidade

Dizemos que um sistema é observavel no instante 7y, se for possivel determinar o
estado inicial x(#) a partir da observacédo da saida também durante um intervalo de
tempo finito [, #1].

| \

Tais conceitos foram introduzidos por Kalman e tem um papel importante no projeto
de sistemas. De fato, a controlabilidade e observabilidade de um sistema podem ditar
a existéncia de uma solugdo completa para o projeto validando sua execucio.
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Controlabilidade de estado - controle escalar

Teorema

O sistema de estado
x(t) = Ax(t) + Bu(t)

com x(f) € R", u(f) € R, A € R"™" ¢ B € R"™' matrizes constantes & controldvel,
se e somente se, 0 posto da matriz n X n

B AB .. A"'B
[ ]

¢é n. Assim, o sistema de estado € controldvel se e s6 se ¢ completamente controldvel.
”

@ Lembramos que posto de uma matriz corresponde ao nimero de linhas ou
colunas linearmente independentes dela. Nesse caso particular, como se trata
de uma matriz n X n, posto igual a n é equivalente a determinante nao nulo.

@ Veja que aqui o controle ¢ realizado por uma fungéo escalar vezes uma matriz
coluna B de tamanho n x 1.

@ Note que a condicdo de controlabilidade néo depende do intervalo [fy, 1]. Por
isso podemos concluir que os conceitos de controlabilidade e controlabilidade
completa neste caso sdo equivalentes.
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Prova do teorema

Dem. Inicialmente notamos que o sistema de estado

x(t) = Ax(t) + Bu(t) (1)
é controlédvel em [fo, #1] se e s6 se o sistema

(1) = e T Bu(r) )

é controlavel em [, 7,]. Com efeito, temos que as solucdes x(7) e z(7) de (1) e (2)
respectivamente, se relacionam pela expressao

2(f) = e A0T0)x(). 3)

Logo, z(t1) = z(t) + ft;‘ e~ A6~ By (s) ds se e somente se

1
x(n) = eA(t‘ftO)z(tl) — A=) <Z(t0)+/ eiA(X*t")Bu(s) ds)
0]

il
T2 (10) + / I Bu(s) ds

fo

que € solugdo de (1) com condi¢do inicial x(f9) = z(#) avalidada em z = ¢,.
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Prova do teorema

@ Assim, existe controle u cuja solugéo z(¢) evolui z(z) a z(t1), se e s6 se, para o
mesmo «, a solucio x(r) associada evolui x(fy) = z(t) a ¢*“' =) z(1;) com
M=) € R™" invertivel.

e Portanto, (1) é controldvel em [fo, #;] se e s6 se (2) também o é.

Note que (2) é controldvel em [z, ;] se e s6 se existe controle u tal que (2) evolui

qualquer estado inicial z(z) € R" a origem z(#;) = 0. Assim, devido a (3), temos
que (1) é controldvel, se e s6 se (1) evolui qualquer estado inicial x(7) 2 origem.

A ida é clara. Basta verificarmos a volta. Suponha entdo que (2) evolui qualquer
estado inicial a origem em [fo, #;]. Em particular, (2) evolui z(7) — z(#1) & origem.
Assim, existe controle u tal que

il
0 = z(to) — z(n) + / e AT Bu(s) ds
fo

1
= z(t) = z(t) -l-/ e 6T By (s) ds.

)
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Prova do teorema

@ Desta forma, podemos supor, sem perda de generalidade, que (1) é controlavel,
se e s6 se, evolui qualquer condigdo inicial x(#) & origem.

Entéo, dado qualquer x(7) € R", existe u(r) tal que
!
0=e""1"x(1) + / I Bu(s) ds
fo

n
—  x(n) = f/ OB u(s) ds.

fo

Agora, pelo Teorema de Cayley-Hamilton existem funcdes o () tais que

n—1
eA(to—t) — Zak(t)Ak. )
k=0

Dai,

fo

x(t0) = —/to <; o (s)A > Bu(s)ds = —;A B/ au(s) u(s) ds

n—1 f
=- ZA" BB se chamamos [ = / o (s) u(s) ds.
k=0 fo
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Prova do teorema

Portanto, existem constantes Sy tais que

n—1
x(to) = —ZAkB/Bk
k=0
Bo
: B
= —[B AB .. A" B] :
Bn.—l

Como x(f) é um estado arbitrario em R" concluimos que o posto da matriz
B aB .. 4]

deve ser n provando a ida do Teorema.
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Prova do teorema

Vejamos agora a volta. Suponha [B AB .. A"’IB} de posto n. Inicialmente
veremos que a matriz W € R"*" abaixo € invertivel

W= / ! A=) gt A (0=5) g
fo
Para tanto, seja x um vetor no niicleo de W. Entdo
0 = XWi=yx (/tl eA(to—s)BB/eA’(to—s) ds> P
fo

- / " ¥ M0 R 09 g

fo

f ,
/ |B'e" 0=9x||* ds

fo

que nos da
|B'e* x| =0 Vs € [t,n]

pela continuidade da fungdo exponencial.
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Prova do teorema

Dai,
A/2 3 A/k B
0 = B <I+A/(to —s)+ 7(1‘0 —5) 4.+ F(to —s)" + ) x
/A2 / Atk
= B'x+BAx(to—s)+ BA x(to — ) 4.+ B}j' x(to —5) 4 ...

para todo s € [fo, #1]. Logo

0=Bx=BAx=BA’x=..=BA"'x
e assim o vetor x pertence ao nicleo da matriz

1 /
B aB .. a5

Como [B AB ... A""'B] possui posto n, temos que [B AB ... A""'B]’

também € de posto n e portanto € uma matriz invertivel. Desta forma temos x = 0, de
onde podemos concluir que a matriz W ¢ invertivel.
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Prova do teorema

Agora concluiremos que o sistema de estado (1) é controlavel. Para tanto, vamos
definir um controle u que satisfaca a equacdo

1
x(to) = —/ I B u(s) ds.
fo

Tomamos ,
u(t) = —B'¢" 07 W x(1o)

onde W = ft;‘ M=) BB/ A" (0=9) 4 Entio

f 1 ,
—/ eA(tO_x)Bu(s) ds = / A=) pp’ g4 (=) W_lx(to) ds

fo fo

1 ,
_ (/ A=) gt A (0=5) ds) W x(10)
fo

= WW 'x(n)
= x(to).
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Observacoes e exercicios

a) Note que a prova do teorema exibe um controle u# que executa a operacao
desejada.

b) O resultado pode ser estendido ao caso em que o vetor de controle u seja de
dimens@o r. Nesse caso o sistema de estado é descrito por

x(t) = Ax(t) + Bu(t) ©)

comA € R™" Bec R ey c R™!

Mostre que o sistema de estado (5) é controldvel em [1y, 71], se e somente se, a matriz

B AB .. A"'B
[ ]

de tamanho n X nr possui posto 7.

¢) A matriz [B AB ... A"_lB] é comumente denominada matriz de
controlabilidade.
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Observacoes e exercicios

Exercicio 2 (Um satélite simples)

Retornamos aqui ao sistema \
linearizado associado ao modelo de

uma particula de massa unitaria sob - ‘
acdo de um campo de aceleragdo

central newtoniano. \ /

Sabe-se que sua equacdo linearizada sobre 6rbitas circulares é dada por

X1 0 1 0 0 X1 0 0

X2 . 3w? 0 0 2w X2 1 0 U

H T 0o 0 o 1 w |7l oo (m >
X4 0 2w 0 0 X4 0 1

Aplique aqui o resultado do Exercicio 1 para mostrar que tal sistema é controldvel.
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Observacoes e exercicios

3. Um oscilador harmonico

Considere o seguinte oscilador harmoénico com controle u:

.561 _ 0 1 X1 0
(5)=C2 o) (8)+ ()
Queremos evoluir este sistema do estado (1,0) ao estado (0,0) em 27 unidades de
tempo.

i) Existe um controle u(t) que pode fazer essa transferéncia? Se sim, exiba-o.
ii) Considere agora a seguinte funcéo continua por partes:
up  se tel0,2m/3)

u(t) =4 w se t€|[2n/3,47/3)
uz se t€ [dr/3,2m)

Existem u1, u> e u3 € R que faga com que o sistema de estado evolua de (1,0)
a (0,0) em 27 unidades de tempo?
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