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EXERCíCIO AULA ANTERIOR:

Encontre a solução para o problema

com:

E condição inicial 

𝑓 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/4
𝐿

2
, 𝐿/4 ≤ 𝑥 < 3𝐿/4

0, 3𝐿/4 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

e    𝛼 = 1

Construa um script python para visualizar e verificar sua solução.

L/4 L

L/2

x3L/4
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Os coeficientes da solução são os coeficientes da série de senos da condição inicial.

𝑐𝑛 = 2 ∗
𝐿

2
∗ 𝑏𝑛 𝑓1

4,
3
4

0
, 𝐿

Série de 
senos constante no 

intervalo [1/4,3/4]

SOLUÇÃO:

𝑓 𝑥 =

0, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/4
𝐿

2
, 𝐿/4 ≤ 𝑥 < 3𝐿/4

0, 3𝐿/4 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

L/4 L

L/2

x3L/4
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Da tabela temos:

𝑏𝑛 𝑓1
4
,
3

4

0
, 𝐿 = −

1

𝑛𝜋
cos

3𝑛𝜋

4
− cos

𝑛𝜋

4
=

1

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

4
− cos

3𝑛𝜋

4

Logo:

𝑐𝑛 = 2 ∗
𝐿

2
∗ 𝑏𝑛 𝑓1

4
,
3

4

0
, 𝐿 = 

𝐿

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

4
− cos

3𝑛𝜋

4

Substituindo:

𝑐𝑛 =
𝐿

𝜋
∗
1

𝑛
cos

𝑛𝜋

4
− cos

3𝑛𝜋

4

Separando a dependência de n:

Não existe uma simplificação simples (do tipo par ou ímpar).
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A solução:

𝑢 𝑥, 𝑡 = 

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡

Tem a forma:

𝑢 𝑥, 𝑡 =
𝐿

𝜋
.

𝑛=1

∞
1

𝑛
cos

𝑛𝜋

4
− cos

3𝑛𝜋

4
∗ sin

𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡



MAP2320t=0 t=0.0005 t=0.005

t=0.010 t=0.050 t=0.250

N = 50

∆𝑥 = 𝐿/200

A solução transiente tende no estado estacionário ao 
valor das condições de contorno homogêneas
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Combined One-Dimensional Heat Conduction 

Equation

n = 0 for a plane wall

n = 1 for a cylinder 

n = 2 for a sphere 

• Specified Temperature Boundary Condition

• Specified Heat Flux Boundary Condition

Boundary Conditions

Jean-Baptiste Joseph Fourier



MAP2320



MAP2320

Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
homogêneas

Separação 
de 

Variáveis

Análise 
das 

Soluções 
Viáveis

Forma 
Geral da 
Solução

Aplicação da 
Condição 

Inicial

Condições 
de 

Contorno

Séries de 
Fourier
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No caso de condições iniciais polinomiais pode-se utilizar a tabela



MAP2320

Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
homogêneas

Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
não-homogêneas



MAP2320Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
não-homogêneas

Considerando a solução para o problema em regime permanente:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 0 𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 0

𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝐶1 𝑣 𝑥 = 𝐶1𝑥 + 𝐶2

Aplicando as condições de contorno:

𝑣 0 = 𝐶2 = 𝑇1

𝑣 𝐿 = 𝐶1𝐿 + 𝑇1 = 𝑇2 𝐶1 =
𝑇2 − 𝑇1

𝐿

𝑣 𝑥 =
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
𝑥 + 𝑇1
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g(x)

{
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Problema: Encontrar solução para a EDP com as condições de contorno não-homogêneas:

A condição inicial tem a forma:

E é dada pela relação:

𝑓 𝑥 =
𝑇1 +

2 𝑇𝑚 − 𝑇1 𝑥

𝐿
, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/2

𝑇𝑚 +
2 𝑇2 − 𝑇𝑚 𝑥 − 𝐿/2

𝐿
, 𝐿/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

com   𝛼 = 1

L/2 L x

𝑇1

𝑇2

𝑇𝑚



MAP2320

A solução estacionária é dada por:

𝑣 𝑥, 𝑡 = 𝑇1 +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
𝑥

A solução do problema transiente é obtida encontrando os 
coeficientes da série de senos da condições inicial subtraída a solução 
estacionária

𝑔 𝑥 = 𝑓 𝑥 − 𝑣(𝑥, 𝑡)

A função g(x) para o problema é dada por:

𝑔 𝑥 = ቊ
𝑘1𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/2
𝑘2𝑥 + 𝑘3, 𝐿/2 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿

onde

𝑘1 =
2𝑇𝑚 − 𝑇2 + 𝑇1

𝐿

𝑘2 =
2 𝑇2 − 𝑇𝑚 − 𝑇2 + 𝑇1

𝐿
𝑘3 = 2 𝑇𝑚 − 𝑇2 − 𝑇1 −

𝑇2 − 𝑇1
𝐿

Verifique !
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Os coeficientes da série de senos são obtidos fazendo:

𝑐𝑛 = 2 ∗ 𝑘1 ∗ 𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 + 𝑘2 ∗ 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿 + 𝑘3 ∗ 𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿

Série de 
senos Linear no 

intervalo [0,1/2]
Linear no 
intervalo [1/2,1]

constante no 
intervalo [1/2,1]

Identificando as expressões necessárias da tabela:



𝑏𝑛 𝑓0,1/2
(1)

, 𝐿 =
𝐿

𝑛2𝜋2
−

𝑛𝜋

2
. cos

𝑛𝜋

2
+ sin

𝑛𝜋

2

𝑏𝑛 𝑓1/2,1
0

, 𝐿 = −
1

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋 − cos

𝑛𝜋

2

𝑏𝑛 𝑓1/2,1
(1)

, 𝐿 = 
𝐿

𝑛2𝜋2
−𝑛𝜋. cos 𝑛𝜋 +

𝑛𝜋

2
. cos

𝑛𝜋

2
− sin

𝑛𝜋

2

Calculando os coeficientes

Combinando na expressão para o coeficiente (após as simplificações):

𝑐𝑛 =
𝑘2 − 𝑘1 𝐿 + 2𝑘3

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋

2

+
2 𝑘2 + 𝑘1 𝐿

𝑛2𝜋2
sin

𝑛𝜋

2

−
2 𝑘2𝐿+𝑘3

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋

Existem oportunidades de simplificação para valores ímpares e pares.



A solução é obtida combinado o termo estacionário como o transiente:

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑇1 +
𝑇2 − 𝑇1

𝐿
𝑥 +

𝑛=1

∞

𝑐𝑛 sin
𝑛𝜋𝑥

𝐿
𝑒
−
𝑛2𝜋2

𝐿2
𝑡

A referência apresenta os resultados com valores numéricos:

Que equivale a: 𝑇1 = 10 𝑇2 = 30 𝑇𝑚 = 50
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L = 100 cm
T1 = 10°C
T2 = 20°C
Tm = 80°C

Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
não-homogêneas

Com condição inicial

𝑓 𝑥 = ቐ

𝑇1, 0 ≤ 𝑥 < 𝐿/3
𝑇𝑚, 𝐿/3 ≤ 𝑥 < 2𝐿/3
𝑇2, 2𝐿/3 ≤ 𝑥 < 𝐿

7.1



Separação 
de 

Variáveis

Análise 
das 

Soluções 
Viáveis

Forma 
Geral da 
Solução

Aplicação da 
Condição 

Inicial

Condições 
de 

Contorno

Séries de 
Fourier

7.2
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Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
homogêneas

Problema Homogêneo
C.C. de Dirichlet
não-homogêneas

Problema Homogêneo
C.C. de Neumann
homogêneas

Próxima aula
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Roteiro do curso

• Introdução

• Séries de Fourier

• Método de Diferenças Finitas

• Equação do calor transiente (parabólica)

• Equação de Poisson (elíptica)

• Equação da onda (hiperbólica)


