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EXERCiCIO AULA ANTERIOR:

Encontre a solugdo para o problema ( B_H _ 2 o%u
ot dx?
u(x,0) = f(x), 0<x <L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =Tp

com: I7 = T, = 0, e a=1

E condicao inicial

(0, 0<x<L/4

f(x)=<=, L/4<x<3L/4

0, 3L/4<x<L

N~

\

L/4 3L/4 L

Construa um script python para visualizar e verificar sua solucao.

v



SOLUCAO: MAP2320

Os coeficientes da solugao sao os coeficientes da série de senos da condicao inicial.

/2 |
(0, 0<x<L/4
L
fx) =A > L/4<x<3L/4
| 0 3L/4<x<lL

L/4 3L/4 L X

L
CnZZ*E*bn(l(OE)’L)

/o

Série de

Senos constante no

intervalo [1/4,3/4]

v
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Da tabela temos:

(0)

1 .
bu(fﬁf; ) = — 57 €OS

oy

Logo:

(0) 1 3nm nm 3nm
f13,L cCoOS— — cos—| = COS— — COS—
nm 4 nm 4 4

Substituindo:

Cp =2 *b (ff?,L) 7Tlcos——cos?ﬂfTﬂ

Separando a dependéncia de n:

L 1 nm 3nm
Ch =% COS—/ — COS—
T n 4 4

Nao existe uma simplificacdo simples (do tipo par ou impar).
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A solucao:
® 2.2

onnx 1o,
u(x, t) = cnsmTe L?

n=1

Tem a forma:

3nm) | nmx T,
u(x, t)—[]z [cos——cos 4| *sin— e L
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A solucdo transiente tende no estado estacionario ao
valor das condi¢cdes de contorno homogéneas
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Combined One-Dimensional Heat Conduction

Equation
Lo [, 0T\, , _ T
T (kr k o ) + €gen = PC o

n = 0 for a plane wall
n =1 for a cylinder
n = 2 for a sphere

Boundary Conditions

« Specified Temperature Boundary Condition

« Specified Heat Flux Boundary Condition

Jean-Baptiste Joseph Fourier
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abela de Coeficientes de Series de Fourier

No caso de condicdes iniciais polinomiais pode-se utilizar a tabela

Coeficientes das Séries de Fourier de Fung¢ies Elementares

f:|-LL =R -1<c<d=<1

1 L
an(f,L) = Ef_Lf[r]u:m”der

1 4L ot
bu(f,L) = 1 [, £(¢)sen =t

= d—¢ d
© 1, set ¢ [cL,dL] aolf g L) © 1 .
g (1) = { ) . nnd b | — == (085
0, casocontrdrio iy f_fm,L] _ :n]T*“s:ME fea L) =~ |J1m:
{1
aolfig,L) = 5(d® - c?) 1) 7y
) set € [cL,dL] i) bu(fed L) =
Wiy = { . AL an(fyg.L) = o
0, caso contrario L o L. (—scoss + sens)
—= (3 sens + coss) | o nac
e " lnme
L 'f_fm L) =@ -&) (2)
@) — 2, setc [cL,dL] ﬂn[}f[ bu(fq, L) = d
cA¥T | 0, caso contrdrio e n e L° (2ssens + (2 —s?) coes) I™
4 (5 —E]sun5+25|:nss}| e nc

L
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/

Problema Homogéneo Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet C.C. de Dirichlet
homogéneas ndo-homogéneas

du  ,0%u du 07U

_ T — —_— = X 9

dt dx? ot dx=
uix,0)=f(x), 0 <x <L u(x,0)=f(x),0<x<1L

u(0,t) =0, u(L,t)=0 w(0,t) =Ty, u(L,t)=T>



Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

du L 0%u
— = =
ot dx=
u(x,0)=f(x),0<x<L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;

Considerando a solugao para o problema em regime permanente:

0°u d2v dv
ﬁ=0 # __0 —

T — E—Cl m) v(x) =Cix+ G

Aplicando as condicdes de contorno:
U(O) = CZ = Tl
U(L) = C]_L + Tl = TZ q Cl =

I, —T

v(x) = 3

x+T;

MAP2320
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3.1.2 Condicoes de Fronieira Nao Homogéneas

du  ,d%u

o " az

u(x,0)=fi(x),0<x<L

u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
Observe que uma funcao somente de x (derivada parcial em relacao a t nula), tal que
a segunda derivada (em relacdo a x) é igual a zero satisfaz a equacao do calor. Assim,

v(x,t) =Ty + (TEE:H)I

satisfaz a equacao do calor e as condi¢des de fronteira u(0,t) = Ty e u(L,t) = Ta.

O que sugere como solucao do problema inicial a funcao
u(x, t) =v(x, t)+uglx,t),

em que up(x,t) é a solucdo do problema com 1 condigdes homogéneas,
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, T, —T o nmwx _afnlxl
ou seja, ulx,t) =T + ( = 3 1).1’—|— Z Cp Sen TE 2

n=1

Para satisfazer a condicao inicial u#(x, 0) = f(x), precisamos que

. oo
_f[:1}=T1—|—(T‘j' Tl)x-l— c,;senE

L n=1 L
ou ainda,
. T, —T e nix
f[,l’]'—Tl—( ZL 1)I=Ec,zﬁen—f_ .
' n=1 '
Esta é a série de Fourier de senos de f(x) —T; — (LE—TL) x. Assim, pelo Corolario 2.5

na pagina 184, sea fungdo f : [0, L] — R é continua por partes tal que a sua derivada
f' também seja continua por partes, entdo os coeficientes da série de Fourier de senos
de f(x)—T7 — (I{—Tl) x sdo dados por

2 L
Cnp = I/i;l

flx)—T1 — (TE E Tl) I} sen ”?Idx, n=1223...

S

g(x)
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Observe que

lim u(x, t)=T7 +

—0o

(TZ—T1

i ) x, paraxe [0,L]

ou seja, quando t tende a mais infinito, a solucao u(x, ) tende a solucao

v(x,t) =Ty + (TEETI)I

chamada solucao estacionaria ou solucao de equilibrio. Observe que a solucao
estaciondria € solucdo do problema

d a*
L

a "t
u(x,0)=flx), 0<x=<L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T,
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Problema: Encontrar solucao para a EDP com as condicdes de contorno nao-homogéneas:

([ ou Izazu com a=1
ot " o2

u(x,0) = f(x), 0<x <L

u(0,t) =Ty, u(L,t) =Ty

.

A condicgao inicial tem a forma:

L/2 L X

E é dada pela relacao:
( 2(T,, — Ty)x
Ty + (mL ) 0<x<L/2
FOO=1 o, — T - 1/2)
Km+ 7 ) L/2<x<L
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A solucao estacionaria é dada por:

(T =T1) y

t) =T
v(x,t) 1+ 7

A solucdo do problema transiente é obtida encontrando os
coeficientes da série de senos da condicOes inicial subtraida a solucao
estacionaria

g(x) = f(x) —v(x,t)

A funcao g(x) para o problema é dada por:

(x) = kqix, 0<x<L/2
IV TV kyx + ks, L/2<x<L
onde
2T, — (T, + Ty)
k1=
L
2(T, — — (T, +T (T, — Ty)
, = (2 m)L (2 1) k3=2(Tm_T2)_T1_ zL 1

Verifique !



MAP2320

Os coeficientes da série de senos sao obtidos fazendo:

cn=2*lk1*b (foq)/z' )+k2*b (fl(/12)1'l‘)+k3*b (f(/02)1’ )]

Série de

senos Linear no Linear no
intervalo [0,1/2] intervalo [1/2,1]

constante no
intervalo [1/2,1]

Identificando as expressdes necessarias da tabela:

) ‘ 1
b(f%, L) = — L coss|" bu(foq. L) =

c,d”’ nt




Calculando os coeficientes

(f(i)/z' ) nZLnZ —nz—n cos—+sm ]

bn (fif9arL)= -

(1) -_L I nn M sin2*
by, (]‘1/2,1,L =— | ~MT.cosnm + —-.cos— — sin—

1 nm
[COS nm — CoS —]
nmw 2

Combinando na expressao para o coeficiente (apds as simplificagdes):

COS—

2

(kz — kl)L + 2k3 nr
nm

SIN——

N [2(1(2 + kl)L] . nzn

n2mn?

2(koL+k
_ [M] COS T
nt

Existem oportunidades de simplificacao para valores impares e pares.



A solucao é obtida combinado o termo estacionario como o transiente:

2.2
(T, nmx _n°m7,
— 2
u(x,t) =T, + x + cn sm—e L
A referéncia apresenta os resultados com valores numéricos:
Exemplo 3.2, Vamos considerar uma barra de 40 cm de comprimento, isolada nos

lados, com coeficiente & = 1, com as extremidades mantidas a temperaturas de 10°
C e 30° Ce tal que a temperatura inicial é dada por

f(x) = 104+2x, se0D<x <20
S 70—x, se20<x <40

Que equivalea: Ty =10 T, =30 T.,, = 50
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Temos que resolver o pmblema de valor inicial e de fronteira

([ du  u

o oa?
u(x,0) = f(x), 0 <x < 40
| u(0,¢t) =10, u(40,t) =30

A solucao éentao

e e
u(x, t) = 11]—|—%—|— E Cp Sen %E‘Wf

n=1

em que cp sdo os coeficientes da série de senos de

T EI, sel<x <20
g[r]—ftl’l—lﬂ—g—{ .5{}-%1’, se 20 < x <40
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HTx 1 0 1
Eﬂ[ E{I)S'@n_dx—z( brz(fniﬂxzr J"‘Eﬂbrz':f][;;]r 0) — E;H(f]'ﬁ,:é],-iﬂ})

120 n/2 120 M T 120 M T
(—scoss +sens) — ——COs§ — (—scoss+ sens)
nm> 0 ni n/2  HEm? n/2

240 Nt 120
o (_T cos(nm/2) +Sem[fm,-’2]) + — cos(nm/2)
240 sen &L

2 n=123...

nlmo?
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Portanto a solucao ¢ dada por

. x 240 = sen’F NITX  nls?
u(x, t) = m+z+?z1 senﬁf Teoo !
i
_ { 240 & Z =" 1||:2n+1]| . _ny1tet
b N En—l—l]2 40 |

Observe que
lim u(x, t) =10+ % parax € [0,L]

| —ro0

ou seja, quando t tende a mais infinito a solucao tende a solucado estaciondria

o(x,t) =10+ %



X
| |-
20 40
le'
50—+ t=160
404
X
| | =
20 40

Figura 3.2 — Solucao, u

50 t=20

X
| |-
20 40
by
50—+ t=320
40+

X
I |-
20 40

MAP2320

t=380

b
| | -
| |

20 40
by
50+ t=640
40+
3.D_
E.D_
10

X

| | =
20 40

t), do PVIF do Exemplo 3.2 tomando apenas 3 termos nao nulos da série.



Problema Homogéneo
7.1 C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

du L d%u
FT . dx?
u(x,0)=f(x), 0 <x<1L
u(0,t) =Ty, u(L,t) =T;

Com condicao inicial

T, 0<x<L/3
fx)={T,  L/3<x<2L/3
T,, 2L/3<x<L

L=100cm
T,=10°C
T,=20°C
T.,=80°C

MAP2320



Exercicios
7.2

1.3. Resolva o problema de valor inicial e de fronteira usando o método de separacao de varidveis

i i i

- 2_
o o2 ox

u(x,0) = f(x), 0 <x <L
u(0,6) =0, u(L,t)=20

Separacao Ar:jahse Forma Aplicacao da
de & Geral da Condicao

Solucgao Inicial

Solucgdes

VERENVES o
Viaveis

Condicoes Séries de

de Fourier
Contorno
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Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet

homogéneas
du 2 % u
ot dx2

u(x,0)=f(x), 0 <x<L
u(0,t) =0, u(L,t)=0

/

Problema Homogéneo
C.C. de Dirichlet
nao-homogéneas

Ju ,d*u

o Yo
u(x,0)=fi(x),0<x<L
u(0,t) =Tq, u(L,t) =T;

MAP2320

Problema Homogéneo
C.C. de Neumann

homogéneas

du ,d%u

J—— ﬂ: [

ot dx?
u(x,0)=f(x), 0<x<L
dii i du i
E{[I,t__l =0, E|[j‘_.,t__| =0

Proxima aula
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