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onde limx→x∗
o(‖x − x∗‖2)/‖x − x∗‖2 = 0 e ‖ · ‖ é uma norma qualquer em

IRn. Como ∇2f(x∗) > 0, existe a > 0 tal que, para todo x $= x∗,

(x− x∗)
T∇2f(x∗)(x− x∗) ≥ a‖x− x∗‖2 > 0 .

Logo, f(x) ≥ f(x∗) + a
2‖x− x∗‖2 + o(‖x − x∗‖2). Portanto, para x $= x∗,

f(x)− f(x∗)

‖x− x∗‖2
≥ a

2
+ o(1),

onde o(1) ≡ o(‖x−x∗‖2)
‖x−x∗‖2 tende a 0 quando x→ x∗. Em conseqüência, para x

suficientemente próximo e diferente de x∗,

f(x)− f(x∗)

‖x− x∗‖2
≥ a

4
> 0.

Logo, f(x) > f(x∗) para todo x numa vizinhança de x∗, x $= x∗. QED

Exerćıcio 2.4: Encontrar exemplos onde:

(a) x∗ é minimizador local de f em Ω, mas ∇f(x∗) $= 0.

(b) x∗ é minimizador local de f em Ω, ∇f(x∗) = 0 mas ∇2f(x∗) não é
semidefinida positiva.

(c) Ω é aberto, ∇f(x∗) = 0 mas x∗ não é minimizador local.

(d) Ω é aberto, ∇f(x∗) = 0,∇2f(x∗) ≥ 0 mas x∗ não é minimizador
local.

(e) Ω é aberto, x∗ é minimizador local estrito mas ∇2f(x∗) não é definida
positiva.

2.2 Restrições de igualdade

Consideremos o problema de minimização com restrições gerais de igual-
dade:

Minimizar f(x)
h(x) = 0

(2.2.1)

onde h : IRn → IRm. Como sempre, chamamos Ω ao conjunto fact́ıvel do
problema. Neste caso Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0}.
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Definição 2.2.1 Se x ∈ Ω, chamamos conjunto tangente a Ω por x (deno-
tado por M(x)) ao conjunto dos vetores tangentes a curvas em Ω passando
por x, ou seja:

M(x) = {v ∈ IRn | v = γ′(0) para alguma curva γ passando por x} .

Utilizando a notação

h′(x) =





∂h1

∂x1
(x) . . . ∂h1

∂xn
(x)

...
∂hm
∂x1

(x) . . . ∂hm
∂xn

(x)



 =





h′
1(x)

...
h′

m(x)



 =





∇h1(x)T

...
∇hm(x)T



 ,

podemos relacionar M(x) com o núcleo do Jacobiano de h(x), denotado por
N (h′(x)), pelo seguinte lema:

Lema 2.2.2
Para todo x ∈ Ω, M(x) ⊂ N (h′(x)).

Prova: Seja v ∈ M(x) e γ : [−ε, ε] → Ω tal que γ ′(0) = v, γ(0) = x.
Definimos Φ(t) = h(γ(t)), para todo t ∈ [−ε, ε]. Portanto, Φ(t) = 0 para
todo t ∈ [−ε, ε]. Logo, Φ′(t) ≡ (Φ1(t), . . . ,Φm(t))T = 0 para todo t ∈
(−ε, ε). Mas, pela regra da cadeia, Φ′(t) = h′(γ(t))γ′(t), portanto

h′(γ(t))γ′(t) = 0

para todo t ∈ (−ε, ε). Logo, 0 = h′(x)γ′(0) = h′(x)v, ou seja, v ∈ N (h′(x)).
QED

É natural que nos indaguemos sobre a validade da rećıproca do Lema 2.2.2:
N (h′(x)) ⊂ M(x) ? Em geral esta relação não é verdadeira, conforme ilus-
tra o seguinte exemplo. Consideremos h(x1, x2) = x1x2 , x = ( 0, 0 )T .
Então M(x) = {v ∈ IR2 | v1v2 = 0}, mas h′(x) = (0, 0) e, claramente,
N (h′(x)) = IR2.

Definição 2.2.3
Dizemos que x ∈ Ω ≡ {x ∈ IRn | h(x) = 0} é um ponto regular se o posto de
h′(x) é igual a m ({∇h1(x), . . . ,∇hm(x)} é um conjunto linearmente inde-
pendente).

Teorema 2.2.4
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Seja Ω = {x ∈ IRn | h(x) = 0}, h ∈ Ck, x ∈ Ω um ponto regular. Então,
para todo v ∈ N (h′(x)), existe uma curva γ de classe Ck passando por x tal
que γ′(0) = v. Portanto, M(x) = N (h′(x)).

Prova: Seja v ∈ N (h′(x)). Então h′(x)v = 0. Queremos encontrar uma
curva γ em Ω passando por x tal que γ ′(0) = v. Consideramos o sistema de
equações

h(x + tv + h′(x)T u) = 0 , (2.2.2)

Para x e v fixos, este é um sistema de m equações com m + 1 variáveis (u ∈
IRm e t ∈ IR). Colocando u = 0, t = 0 temos uma solução particular deste
sistema. O Jacobiano de (2.2.2) em relação a u em t = 0 é h′(x)h′(x)T ∈
IRm×m e é não singular pela regularidade de x. Logo, pelo Teorema da
Função Impĺıcita, existe γ̄ ∈ Ck, definida em [−ε, ε], ε > 0, tal que (2.2.2)
se verifica se e somente se u = γ̄(t). Portanto

h(x + tv + h′(x)T γ̄(t)) = 0 para todo t ∈ [−ε, ε] . (2.2.3)

Derivando (2.2.3) em relação a t, para t = 0 temos h′(x)(v+h′(x)T γ̄′(0)) = 0.
Como h′(x)v = 0, segue que h′(x)h′(x)T γ̄′(0) = 0. Mas h′(x)h′(x)T é não
singular, logo γ̄ ′(0) = 0.
Em conseqüência, definindo γ : [−ε, ε]→ Ω por

γ(t) = x + tv + h′(x)T γ̄(t),

temos que

γ′(0) = v + h′(x)T γ̄′(0) = v.

Assim, γ é a curva procurada. Como v é arbitrário, temos que N (h′(x)) ⊂
M(x). Portanto, M(x) = N (h′(x)). QED

Como conseqüência do Teorema 2.2.4 temos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.5
Se x∗ é minimizador local regular de (2.2.1), então ∇f(x∗) ⊥ N (h′(x∗)).

Prova: Seja v ∈ N (h′(x∗)). Como x∗ é regular, existe γ em Ω passando
por x∗ tal que γ′(0) = v. Pelo Lema 2.1.8, ∇f(x∗)T v = 0. QED

Teorema 2.2.6 - Multiplicadores de Lagrange
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