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Prefacio

Por intermédio de equacgoes diferenciais ordindrias, é possivel construir relagoes
entre grandezas e suas respectivas variagoes em relacao a um parametro indepen-
dente (e.g. o tempo). Obter tais relagoes é uma tarefa de modelagem matemadtica
e estd fora do escopo destas notas. Aqui, parte-se diretamente de modelos ma-
temadticos ja estabelecidos, representados por equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem com valor inicial. A partir das equagoes discretizadas, estudam-se
os erros de discretizagao local e global, a consisténcia de tais discretizagoes com o
modelo matematico, sua estabilidade e a convergéncia da solugao numérica para a
solugao exata do problema colocado.

Pressupoe-se que o aluno saiba programar em alguma linguagem de alto nivel
aprendida numa disciplina introdutéria de programagao cientifica e que tenha cur-
sado ao menos duas disciplinas de calculo diferencial e integral. Intimidade com
equagoes diferenciais ordindrias é desejavel mas nao essencial para o aprendizado.
Para uma “leitura suave” dos temas abordados, recomendam-se fortemente revisoes
prévias de alguns resultados tedricos tais como o desenvolvimento em série de Tay-
lor de uma fungao de uma e de vérias varidveis e de teoremas primeiros como o
do confronto e o do valor médio [12]. Os conceitos de limite e de convergéncia sao
fundamentais. H4 uma grande influéncia na maneira de como se conduziu o fluxo
do texto de excelentes livros na temdtica abordada, como o de Lambert [I6], e de
outros, de cardter mais geral, como os de Burden e Faires [3], Stoer e Bulirsch [24],
Schwarz [21], dentre muitos outros.

Este texto compreende grande parte das notas de aula revisadas da disciplina
Tratamento Numérico de Equacgdes Diferenciais, oferecida pelo Instituto de Ma-
temdtica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo (IME-USP) em seus progra-
mas de Verao hd mais de dez anos. Embora tal disciplina tenha como ptblico
alvo candidatos ao programa de pés-graduacdao em Matemadtica Aplicada, nao é
incomum alunos de iniciacao cientifica cursarem a disciplina devido a abordagem
introdutéria dada ao tema. Além disso, ao longo dos anos, o texto original mostrou-
se um excelente material de apoio a disciplinas de graduagao com foco em métodos
numéricos para equagoes diferenciais ordinarias, oferecidas no IME-USP a alunos
do Bacharelado em Matemaética Aplicada e Matematica Aplicada e Computacional.
Esperam-se resultados ainda melhores com o presente texto.

Sao Paulo, 30 de setembro de 2014.

Alexandre Megiorin Roma
Joyce da Silva Bevilacqua
Rudimar Luiz Nés






Capitulo 1

O Problema de Cauchy

O corpo humano utiliza a glicose como principal fonte de energia. A glicose é
um tipo de agticar cuja concentracao sanguinea deve estar entre 70 e 110 mg/dl em
individuos normais. A insulina e o glucagon, hormoénios produzidos no pancreas,
sao liberados sempre que a concentragao de glicose aumenta, como ocorre apos a
ingestao de alimentos.

Quando os niveis de glicose estdo acima de 110 ml/dl (hiperglicemia) por um
periodo prolongado, o individuo é diagnosticado com diabetes mellitus, doenga do
sistema regulatdrio da glicose-insulina. Os sintomas do diabetes sao sede excessiva
(polidipsia), exacerbada produgao urindria (poliuria), desidratacao, cansago e perda
de peso. O diabetes é classificado em dois tipos: o Tipo I ou juvenil, que é insulino-
dependente, e o Tipo II, mais comum em adultos, tratado em casos mais criticos
com drogas ou insulina. Independentemente do tipo, o controle da concentragao da
glicose no sangue é imprescindivel para evitar, ou no minimo retardar, a evolugao
da doenca a qual compromete a microcirculagao podendo ocorrer retinopatia, neu-
ropatias e nefropatia, entre outras complicagoes.

Estudos mostram que a liberacao da insulina pelo pancreas ocorre em diferentes
escalas de tempo. As taxas mais rapidas duram em torno de dezenas de segundos e
estao vinculadas a concentracao de fons de célcio (Ca2+). As taxas médias ocorrem
entre 5 e 15 minutos e as liberagoes lentas entre 50 e 120 minutos. O diagnédstico
do diabetes é feito pelo Teste de Tolerancia a Glicose (GTT). Neste, o individuo
ingere em jejum uma dose elevada de glicose e por um periodo de trés a cinco
horas colhem-se amostras sucessivas de sangue as quais sao utilizadas para avaliar
a variagao da concentracao de glicose no tempo.

Viérios modelos matematicos foram desenvolvidos para representar o mecanismo
do sistema regulatério glicose-insulina. Segundo Bergman [Il [19], o modelo que
contém o menor numero de parametros, denominado modelo minimo, é representado
pelo sistema de equagoes diferenciais ordinarias

L6(0) =~ by + X (W) G(0) + by

d

X0 =X bl 1 , (1.0.1)

@I(t) = by [G(t) = bs] "t — bg [1(t) — )]

com condigdes iniciais G(0) = by, X(0) = 0 e I(0) = by + I, nas quais G(t) e I(t)
representam a concentracao de glicose e de insulina no sangue, respectivamente,
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X (t) é uma fungao auxiliar que modela o tempo de retardo do consumo da insulina
em relagao ao consumo de glicose e

+ G(t) - b5, se G(t) > b5

[G(t) = bs]" = { 0, caso contririo
Os parametros b;, i = 1,...,7, sdo constantes positivas asim como os valores basais
de glicose G} de insulina Iy,

Discutir a modelagem matematica deste processo estd fora do escopo deste texto.
No caso do mecanismo regulatoria glicose-insulina, modelos mais realistas devem
incluir as variagoes das taxas de produgao de insulina e do consumo de glicose. O
modelo é aceito como uma boa aproximacao para a area médica. Contudo,
para uma primeira abordagem, é possivel utilizar modelos ainda mais simples. Se-
jam G(t) e I(t) fungbes continuas e definidas num intervalo [0, Ty] que representam
a concentracdo de glicose e de insulina no sangue, respectivamente. O intervalo
[0, 7] representa o tempo de duragéo do teste que tem ininicio em ¢ = 0, apds 12
horas de jejum, com a tomada de medidas G(0) e I(0) as quais correspondem a va-
lores de equilibrio para o paciente. Uma dose de glicose é administrada no paciente
e os valores G(t) e I(t) sdo medidos em vérios momentos do tempo até o término
do teste em ¢ = T, que dura aproximadamente 5 horas. As dindmicas de G(t) e
I(t) podem ser representadas pelo sistema de equagdes diferenciais ordindrias

d
%G(t) = —k1G(t) — k21(1) (1.0.2)
%I(t) = +ksG(t) — kal(t) (1.0.3)

com condigdo inicial G(0) = Gy e I(0) = Iy, t € [0,T}], onde k; > 0, 1 < i < 4 séo
constantes positivas.

Quando um aumento na concentracao desvia a glicose de seu nivel de equilibrio,
parte dela é absorvida pelos tecidos e parte é armazenada no figado, forcando as-
sim um decréscimo em sua concentragao no sangue. Similarmente, um aumento
na concentragao de insulina também acarreta um decréscimo nos niveis da glicose
sanguinea pois o hormoénio facilita seu armazenamento nos tecidos e no figado. Este
processo é descrito pela primeira equagao, (1.0.2)). Por outro lado, um aumento na
concentragao de glicose faz com que mais insulina seja secretada, aumentando a con-
centragao desta na corrente sanguinea. O organismo, ao identificar este aumento
na concentragao hormonal, tende a fazé-la baixar novamente. Este mecanismo de
autorregulacao é descrito pela segunda equagao, .

Na prética, elimina-se a fungéo I(t) do modelo matemético derivando-se (|1.0.2))
e substituindo-se o resultado em . Chega-se assim a equagao diferencial or-
dindria linear de segunda ordem homogénea

d2

ﬁG(t) +2a%G(t) +w?G(t) = 0, (1.0.4)

k1 + kg

onde o« = e w? = kiks + koks sdo parametros a serem determinados com

o auxilio das medidas efetuadas no teste GTT. Neste caso, as condigGes iniciais

d . d
passam a ser dadas por G(0) = Gy e %G(O) = Go, onde G(0) e %G(O) s80,
respectivamente, a concentracao de glicose no inicio do teste e a velocidade com

que esta concentragao se modifica.
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1.1 Definicao do Problema de Cauchy

Um problema de valor inicial (p.v.i.) definido por uma equagao diferencial
ordinaria de primeira ordem com condigao inicial é chamado Problema de Cauchy

Il (10, [16], 22].

Defini¢ao 1.1 (Problema de Cauchy).

d
—y(t) = f(t,y(t)), te€a,b],
Sy(t) = F(ty(0), 1€ o) .

y(to) = y(a) = yo

Considerando f uma fungao continua em ambas varidveis (f € C([a,b] x R™, R™)),
desejamos encontrar solugbes (cldssicas) do p.v.i., que sdo funges continuamente
diferencidveis no tempo (y € C*([a,b], R™)). Para abreviar a notacio, consideramos

y(0) = () = u).

No modelo glicose-insulina (1.0.2))-(1.0.3),

fit, G(t),1(t)) —k1G(t) — ko (t)
ft() = £ G, 1) = [ Fa(t, G(0), (1) ] - [ ThaG(E) — kal(t) |

Além dos modelos descritos por sistemas de equagoes diferenciais ordinérias de
primeira ordem, um equacao diferencial ordinaria de ordem m > 1 pode ser reescrita
como um sistema de m equacgoes diferenciais ordinarias de primeira ordem quando
tal equacdo puder ser colocada na forma

y "™ () = f(tyt),yM @),y P (1), ...,y D))

com condicao inicial dada por (y(to),y(l)(to),y@) (to),. - ,y(mfl)(to)). Para isto,
faz-se a substituicao de varidveis definida por

a1 (t) = y(t)
2y (1) = wo(t) = o/ (t
wy(t) = w3(t) = y"(t)

e colocam-se x1(tg) = y(to), x2(to) = yél)(to), o Zm(to) = y™ D (ty). Como se vé,
nas condicgoes anteriores, a defini¢ao é valida para um sistema de equacoes.

Da teoria de equagoes diferenciais [2, 8, [22] sabe-se que para uma equacao di-
ferencial ordinaria de ordem m ou para um sistema de m equacoes diferenciais
ordinarias de primeira ordem sao necessarias exatamente m condigoes para garantir
a unicidade de solugao. No caso do Problema de Cauchy para sistemas de equagoes
diferenciais, sao necessarias m condicoes iniciais.
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1.2 Existéncia e unicidade de solucao

As condigoes para a existéncia e unicidade de solugdo do Problema de Cauchy
(1.1.5) sdo dadas pelo Teorema (1.1]), abaixo. Entre tais condigdes, encontra-se o
conceito condi¢cao de Lipschitz.

Definigao 1.2 (Condigéo de Lipschitz). Uma funcdo f(t,y) satisfaz a Condigao de
Lipschitz na varidvel y, (t,y) € & C R xR™, se e somente se existir uma constante
L >0 tal que

Lf(t 1) = f(&y2)ll < Ly — 2|l (1.2.6)

para quaisquer par de pontos (t,y1) e (t,y2) em Q e ||| € uma norma do R™.

Teorema 1.1 (Existéncia e unicidade). Seja o problema de valor inicial
d
(@) = f(ty(®)
, (1.2.7)
y(a) =yo

onde f : [a,b] x R™ — R™ é continua em t e satisfaz a Condigdo de Lipschitz em y.
Nestas condigdes, existe uma unica solug¢do para o p.v.i. .

A demonstracao do teorema de existéncia e unicidade de solugdo do Problema
de Cauchy pode ser encontrada em Butcher [5]. Note que verificar as condigbes que
garantem a existéncia e unicidade de solugao nao implica em encontrar a solugao
exata propriamente dita. Pode-se, em alguns casos, mostrar a desigualdade de
Lipschitz (1.2.6) empregando-se do Teorema do Valor Médio [14], mas isto apenas
determina um valor para L, a constante de Lipschitz, como ilustra o Exemplo .

Exemplo 1.1 (Constante de Lipschitz). Sejam

Q = {(ty); 1<t<2 yeR}e
fty) = tlyl.
Assim:
1f(Ey) = fEy)ll = [ltlya] = tlye] ||
= [t] |[lya] = lyo! Il
< 2y — y2l|-

Portanto, f(t,y) satisfaz a Condicao de Lipschitz com constante L = 2.

Quando f (¢,y(t)) é continua, o Problema de Cauchy (|1.1.5) também pode ser

colocado em uma forma integral, ou seja,

u(t) — y(to) = / F(s,y(s))ds. (12.8)
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A forma é obtida aplicando-se o Teorema Fundamental do Caélculo a
([T.1.5).

Outro resultado importante, que pode ser encontrados em livros classicos de
equagoes diferenciais (e.g. [10]), diz respeito a dependéncia continua da solu¢do em
relagao a condicao inicial. Mais precisamente, considerando o problema de valor
inicial,

y'(t) = f(t,yt), tEla,b]
(1.2.9)

yla) =s

sob as mesmas hipéteses para f do teorema de existéncia e unicidade, e portanto
com solugdo unica denotada por y(t; s), temos que

ly(ts 51) = y(t, s2)|| < "5y — 52, (1.2.10)

para t € [a,b]. Consequentemente, as solugdes dos p.v.i., Gnicas para cada s, variam
continuamente com as condicoes iniciais (s).

1.3 Solucao do Problema de Cauchy

Em algumas situacoes especiais é possivel determinar a solugao exata da equagao
diferencial sendo considerada. Existem vérias técnicas para tal como a separagdo de
varidveis e o uso de fatores de integra¢do, dentre outras. Contudo sdo pouquissimas
as equagoes para as quais se sabe que tais técnicas podem ser empregadas.

Exemplo 1.2. Solucione o p.v.i.
d
Sut) = 3ty(0), 1> 0
t . (1.3.11)
y(0) =1

Em (1.5.11), tem-se uma equagao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
homogénea.

Syw) = sty
y(lt);lty(t) S
/ﬁ%y(t)dt = /Btdt
In|y(t)] = ;t2+cl
y(t) = Ceit’ (1.3.12)

Usando a condicdo inicial em , tem-se que
y(0)=C=C=1.

Logo,

y(t) = e2". (1.3.13)
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Exemplo 1.3. Analise a existéncia e unicidade do p.v.i.

St = 3y()*7, £ 0
(1.3.14)

y(0) =0
Primeiro note que y(t) = 0 € solugdo do p.v.i. Além disso, o p.v.i. pode
ser resolvido pelo método da separagio de varidveis para obtermos que y(t) = t3
também, é solucdo do problema. Verifique que f(t,y) = 3(y(t))?/® néao é Lipschitz
na varidvel y em t = 0, e portanto nao podemos usar o Teorema da Existéncia e
Unicidade [L1l

Exemplo 1.4. Solucione o p.v.i.
d
d—y(t) =2y(t)+e3, t>0
b . (1.3.15)
y(0) =1

Em , tem-se uma equacdo diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
nao homogénea.

Fator integrante: eJ —2dt — ¢=2t

e [u0 -] — e

o d o o _ ot

e y(t) —2e77y(t) = e

d . _

%[e Myi)] = €
/%[e‘Qty(t)] dt = /etdt
e 2y(t) = e+ C

y(t) = &+ Ce? (1.3.16)

Usando a condicao inicial em , tem-se que
y(0)=1+C=C=0.
Logo,
y(t) = et (1.3.17)
Exemplo 1.5. Reescreva o p.v.i.

Y1) + 20/ () = 3y(t) = 0, >0
y(0) = k1 (1.3.18)
y'(0) = ko

como um sistema de duas equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem.

Convengoes:

y() =yi(t); ¥'(1) = vi(t) = v2(t); y"(t) = ya(D). (1.3.19)
Substituindo (1.3.19) em (1.3.18), tem-se que:
n(t) = 2(t)
Ya(t) = —=2u2(t) + 3y (t)
y1(0) = ks
y2(0) = k2
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1.3.1 Exercicios

Exercicio 1.1. Verifique que a solugdo satisfaz de fato o p.v.i. (1.3.11]).
Exercicio 1.2. Verifique que a solugdo satisfaz de fato o p.v.i. .
Exercicio 1.3. Obtenha a partir de e (1.0.3).

Exercicio 1.4. Reescreva o modelo como um sistema de equagdes diferen-
ciais ordindrias de primeira ordem.

. d
Sugestdo: Use y1(t) = g(t) e y2(t) = ag(t).

1.4 Discretizacao do Problema de Cauchy

Com as técnicas matemaéticas conhecidas, pode-se determinar a solugéo exata de
um pequeno numero de equagoes diferenciais. Para a esmagadora maioria é possivel
apenas calcular solugoes aproximadas. Contudo, estas nao podem ser determinadas
em todos os pontos do dominio. Isto é ficil de entender quando se pensa nas res-
tricoes impostas pelo uso do computador, tais como aritmética de ponto flutuante
e limitagoes de tempo e memoria.

Ao solucionar numericamente o Problema de Cauchy , objetiva-se deter-
minar uma aproximagao da solucao exata em um conjunto discreto finito de pontos
definido por

a =1y, t1 =tog + Aty, to =t + Aty,- -+ b =1, =ty_1 + Aty,

onde cada Aty, 1 < k < n, denota o passo de integra¢do necessario para ir dety_1 a
ti. A menos de mencao em contrario, adotar-se-a neste texto um passo de integragao
uniforme, isto é,

a

b_
Aty =AMty == Aty = At=h=—,

tr = a+ kAt = a+ kh,

onde n é o nimero de particoes uniformes efetuadas no intervalo [a,b]. Uma vez
obtida a solucao aproximada nos pontos ti, pode-se utilizar as técnicas de inter-
polacao polinomial, aproximagao de fungoes por splines ou pelo método dos minimos
quadrados [3] 111, 2], 24} 25] 26] para se obter uma aproximagao continua vélida em
todo o intervalo de estudo.

A discretizagdo do Problema de Cauchy nao é uinica, podendo ser obtida pela
expansao da solugdo exata y(t) em Série de Taylor, pela integragdo numérica da
equagao integral, por extrapolagao e por interpolagao. Para ilustrar a primeira
dessas abordagens para a discretizacao do Problema de Cauchy, considere sua forma
diferencial com y : [a,b] — R. Supondo que a solucdo y(t) seja tnica e que
tenha pelo menos m derivadas continuas, pode-se escrever seu polinémio de Taylor
com resto de Lagrange

h2 hm
Yt +h) = y(te) + hy™M () + iy<2>(tk) +- Wy“”) (£), (1.4.20)

para algum ponto &, t, < £ < tg+1. Lembrando que y(tx+h) = y(tx+1), reescreve-se

(1.4.20) como
hm—l

M — D) + %y@)(tk) Foet Ty ™). (1421)
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Para valores de h suficientemente pequenos, é razoavel truncar a expansao
(1.4.21) no primeiro termo do lado direito da igualdade. A aproximagao que se
obtém define o Método de Euler:

M ~ gD () = f(t y(te)) . (1.4.22)

Método 1.1 (Euler Explicito).

vo = y(to)
(1.4.23)
Ykt1 = Yk +h @k, yr, )
b—a
com tgr1=tg+h, 0<k<n-—-1, h= - e Ok, yr,h) = f (tr,yk)-

No Método de Euler, calcula-se a aproximagao yx+1 da solugao no instante t51
conhecendo-se apenas o valor da aproximacao no instante de tempo t; imediatamen-
te anterior. Métodos numéricos com esta propriedade sao denominados de métodos
de passo unico ou métodos de um passo, traducgoes livres dos termos single step
methods e one step methods, respectivamente. Além disso, o Método de Euler é
um método explicito, isto é, nao é necessario solucionar qualquer tipo de equagao
algébrica para se determinar a aproximacao yiy1. Tal aproximagao, neste caso,
pode ser calculada diretamente pela soma das parcelas do lado direito de .

Geometricamente, o Método de Euler fornece a aproximagao Y41 por
meio da reta tangente a curva que define a solucao exata. A equagao da reta
tangente ao gréfico da solucao exata no ponto (tg,yo) é dada por

r(t) —yo = (t — to)y'(to) = (t — to) f(to, yo)-

Quando t = to+h = t1, tem-se que r(to+h) = yo+h f(to,y0) = y1. A Figura
ilustra a interpretacao geométrica.

Outros exemplos que se enquadram na classe dos métodos de passo tinico sao o
Método de Euler Implicito, o Método de Euler Aprimorado e o Método do Trapézio,
descritos a seguir.

Método 1.2 (Euler Implicito).

vo = ylto)
(1.4.24)
Yer1 = Yk +h Pk, ypa1,h)
b—a
com tpy1=tx+h, 0<k<n—-1, h= e
n

O(th, Yry1,h) = f(te + hy yri1).
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A
y(t,)
¥
¥%
—
e
t, t,-to+h >
\_V__/
h

Figura 1.1: Interpretagio geométrica do Método de Euler: solugao exata (curva)
e solucdo aproximada (reta).

Método 1.3 (Euler Aprimorado, do Trapézio explicito ou de Heun).

vo = y(to)
(1.4.25)
Y1 = Yk +h @k, Yk, h)
b—a 1
com tgy1=tr+h, 0<k<n-—-1, h= — D(tg, yk, h) = i(er/-zg) e
k1 = f(tr, yx)
ko = f(tx + h,yx + h k1)
Método 1.4 (Trapézio Implicito).
vo = ylto)
(1.4.26)
Ukr1 = Uk +h @tk Yrs Yrt1, D)
b—a
com tpy1=tp+h, 0<k<n-1, h= - e

(f(tesye) + f(te + hyyrs1)) -

N | =

(I)(tk7yk7yk+1a h) =

O Método de Euler Aprimorado (|1.4.25|), assim como o Método de Euler (1.4.23)),
é um método explicito. J4 nos Métodos de Euler Implicito (|1.4.24f) e do Trapézio
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(1.4.26]), para avancar a solucao no tempo, é necessario solucionar uma equagao
algébrica cuja incégnita é yr11. Por exemplo, se f(t,y) = sin(y + 7t), reescreve-se

o Método do Trapézio ((1.4.26)) como

h . h .
Yer1 = 5 sin(yg+1 + mtgr1) = Yk + ) sin(yx, + mtg). (1.4.27)

Em (1.4.27)), para cada instante de tempo é necessdrio empregar um método como o
de Newton [3| [T}, 211, 24] para determinar a raiz yx11. Um método como o Método
de Euler Implicito ou o Método do Trapézio é chamado método implicito.

Exemplo 1.6. Considere o Problema de Cauchy dado por
d 2t
Sylt) = ?y(t), te0,1],
(1.4.28)
y(0) = 1.
Pedem-se:
1. Discretize-o usando o Método de Euler;
2. Calcule a solugao aproximada para a particio hy = 1/2;

3. Sabendo que a solucdo exata é

92t—1

yt) =e =

calcule o erro absoluto, E4(t) = y(t) — ya, em t = 1.
Solugao:
1.

{y(O) =1
Y1 = Yp +hO(tg, Yk, h)

thyr =tk +h,0<k<n—1, h=1/n e ®(tg,yx, h) = e***ry,. Aplicacio:
k=0= Yy = (1 +h€2t0)y0
k=1=y;=(1+he*)y

k=2=y;=(1+he*)y,

2. Para h =1/2, tem-se

1 3
k=0=1y = 1+260>(1):2

1 3 3
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e2-1

3. Ea(1) =y(1) —yo = "2 — 3,539 = 24,399 — 3, 539.

Em uma outra abordagem, empregam-se na discretizacao do Problema de Cau-
chy técnicas de quadratura numérica ao invés de expansoes em Série de Taylor. Essa
abordagem é uma das formas naturais de se obter métodos de passo miltiplo (mul-
tistep methods). Nestes, para determinar yx1, devem-se conhecer aproximagoes da
solucao em p instantes anteriores yr, Yr—1, Yk—25 ---» Yk—p+1. D0 por este motivo
conhecidos também como métodos de p-passos. Como exemplo, apresentam-se a
seguir os Métodos de Adams-Bashforth e de Adams-Moulton de quatro passos.

Método 1.5 (Adams-Bashforth).

yo = ylto), yp pré-determinado, 1 <p <3
(1.4.29)
Yk + 2 (55fk — 59fk—1 + 37 fu—2 — 9fr_3)

Yk+1

b
com 3<k<n-1, h= na} fo—m = fr—m,Yk—m) € 0<m <3.

Método 1.6 (Adams-Moulton).

yo = ylto), yp pré-determinado, 1 <p <3
(1.4.30)
Yet1 = Uk + =5 (251 frp1 + 646 f5 — 264 f_1 + 106 f_o — 19f1_3)
b—a

com 3<k<n-1, h= v Jiem = f(thems Yh—m) € —1<m <3,
n

O método é apenas um dos muitos métodos pertencentes a classe dos
métodos de Adams-Bashforth. Todos eles sao explicitos e envolvem um nimero
maior ou menor de passos no tempo. O mesmo se pode dizer do método 7
com a diferenga de que é um método implicito.

Nos métodos de passo multiplo s@o necessarias as aproximacgoes da solucao em
alguns dos instantes iniciais. Por exemplo, para empregar tem que se co-
nhecer as aproximacoes y1, ¥z € ¥3, além da condigao inicial yy. Estas aproximacoes
podem ser determinadas aplicando-se um método de passo tnico.

O Método de Simpson, outro método de passo multiplo, pode ser obtido através
da forma integral do Problema de Cauchy. Considerando o intervalo de
tempo tp—1 <t < tpy1, chega-se a

te41 d

gy(s) ds = / o f(s,y(s))ds. (1.4.31)

tp—1

Y(th) — y(th—n) = /

tr—1

Aplicando-se quadratura numérica [3, 11, 2] 24], aproxima-se a integral em
(1.4.31)) pelo Método de Simpson. Dessa maneira, integra-se o polinémio de segundo
grau p2(s) que interpola f(s,y(s)) nos pontos s,_1, $p € Sp+1. O polindémio po(s)
é escrito na forma de Lagrange como

p2(s) = fltrs1,y(ter1)) Lrsa(s)
+f (e, y(te)) L (s) + f(te—1,y(te—1)) Le—1(s), (1.4.32)
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onde L;(s) sao os polinomios de Lagrange

s—1; . .
Li(s) = WZ ——F, i#], (1.4.33)
j i

paraj=k—1,kek+1.
Substituindo-se ([1.4.33)) em ([1.4.32)) e admitindo-se um passo de integracéo cons-
tante no tempo, chega-se a

(s —tk—1)(s — tk) (s —th-1)(5 — tht1)

p2(s) = f(tr+1,y(trt1)) 2 = f(te y(te)) W2
+ f(tkfl,y(tkfl))%, (1.4.34)

o qual é integrado no intervalo [tx_1,tk4+1]. Como resultado, tem-se o Método de
Simpson

h
Y(terr) —y(te-1) =~ 3 [, y(terr)) +4F (e y(t)) + F(tr-1, y(te-1))],
(1.4.35)
um método de dois passos implicito.
Método 1.7 (Simpson Implicito).
yo = ylto), w1 pré-determinado
(1.4.36)
Y1 = Yk—1 + 2(fes1 +4fk + fro1)

b_
com 1<k<n—-1, h= a7 foem = f(to—m, Yo—m) € —1<m <1
n

Exemplo 1.7. Discretize o Problema de Cauchy

Ly(t) = sinfy)
y(to) = yo

usando:
1. 0 Método de Euler Aprimorado ;

{ Yo = y(to)

Yk+1 = Yk + = [sin(yx) + sin (yx + hsin(yx))]

2. 0 Método do Trapézio )
{ Yo = y(to)

Yet1 = Yk + 2 (sin(yx) + sin(ypt1))
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1.4.1 Exercicios

Exercicio 1.5. Discretize o p.v.i. y' = y,y(0) = 1, com t € [0,1] e y(¥) € R,
usando o Método de Euler e o Euler Aprimorado. Escreva um algoritmo (ou um
programa em linguagem C [15, 20, [25] ou Fortran [26]) que forneca a solugdo apro-
zimada Yr+1 dados to, trina, 1 € y(to). Prepare um arquivo de saida do tipo

to Yo

131 Y1

tn Yn
que serd utilizado para tragar o grdfico da solu¢do aproximada.

Exercicio 1.6. Discretize o problema do exercicio anterior utilizando o Método de

Adams-Bashforth .
Exercicio 1.7. Empreque o Método do Trapézio

{ yo = y(to)
Yer1 = Y+ hP(tk, Yk, Y1, h)
_ b—a

com tpy1=tx+h, 0<k<n-1, h , €
n

O(th, Yrs Y1, h) = 5 (f (troyw) + f (Er + Dy yrg1))

N |

para discretizar o modelo bioldgico presa-predador definido por

i = 1,20—qa2 - —2Y
z+0,2

. L5zy

vo= oz Y

1.5 Suplemento tedrico

Apresentamos aqui alguns resultados cldssicos de Célculo Diferencial e Integral e
Equagoes Diferenciais facilmente encontrados na maioria dos livros texto do assunto
(e.g. [12] 221 10)).

Teorema 1.2 (Teorema do Valor Médio). Se f(t) for uma fungdo continua em
[a,b] e derivdvel em ]a,b| entao existird pelo menos um ¢ em la,b[ tal que

f®) = fla) = f'(c)(b - a).

Definigao 1.3 (Conjunto convexo). Um conjunto D C R? é convero se e somente
se para quaisquer pontos (t1,y1) e (t2,y2) pertencentes a D o ponto

(1 =Xty + Ao, (1 = N y1 + A\ya)

também pertence a D para todo A € [0,1].
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Teorema 1.3. Se f(t,y) for definida em um conjunto convezo D C R? e se existir
uma constante L > 0 tal que

‘%ﬂmWSvaweD

entao f(t,y) satisfaz a Condigdo de Lipschitz em D na varidvel y com constante de
Lipschitz L.

Definicao 1.4. O problema de valor inicial

90 = fty®)), telab]
(1.5.37)
y(a) = a
€ dito bem posto se e somente se:

1. Emistir uma dnica solugdao y(t);

2. ¥V e>03k(e) >0 com a propriedade de que, sempre que |eg] < € e 6(t) for
continua com |§(t)] < e em [a,b], a solugdo unica z(t) para o problema

() = f(t,2(6) + (1), ¢ € [a.b]
(1.5.38)

z(a) = a+ €

existe com
12(t) — y(0)] < K(c)e, V' t € [a,]

O problema de valor inicial (1.5.38) é chamado problema perturbado associado
1.5.37)

ao problema de valor inicial original (1.5.37)).

Teorema 1.4 (Problema de valor inicial bem posto). Seja D = {(t,y)|a <t <b
ey € (—o0,00) }. Se f(t,y) for uma fungdo continua que satisfaz a Condigdo de
Lipschitz na varidvel y em D entao o problema de valor inicial

S(t) = 7(t,y(1)

y(a) = a

€ bem posto.
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Teorema 1.5 (Teorema de Picard). Se f(t,y) for continua e de Lipschitz em
O =1, x By, onde I, = {t;|t — to| < a} e By = {y;|y — yo| < b}, e se satisfi-
zer ||f(t,y)|| < M em Q entao existe uma tnica solugdo de

u(t) = y() = f(t,y(t)

y(to) = Yo

em I, onde a = minf{a, %}

A demonstragdo do Teorema de Picard pode ser encontrada em Doering [§] e
em Sotomayor [22].

Teorema 1.6 (Teorema Fundamental do Célculo). Se f(z) for continua em [a, b
entao

b
[ o= F) - Fla)

onde F(x) é uma primitiva de f(x), isto é, F(x) € uma fungao tal que F' (z) = f(z).

1.5.1 Férmula de Taylor de uma fungao de uma variavel

Seja f derivavel até ordem n no intervalo I e seja tg € I. O polinémio

~ [P (to)
k!

pa(t) = (t —to)" (1.5.39)

k=0

denomina-se polindémio de Taylor de ordem n, de f, em torno de tq. Se f tiver n+1
derivadas entao

f(t) =pn(t) + Ra(t), (1.5.40)

onde R, (t) é o resto (de Lagrange) o qual tem a forma

f(n+1)(€)

(n+1)' (t_tO)n+1a

Rn(t) = f(t) _pn(t) =

com ¢ pertencente ao intervalo formado por tg e t.

Considerando-se n = 0 em (T.5.40)), tem-se que
f(t) = f(to) + Ro(t) = f(to) + f'(e)(t — to), (1.5.41)
ou seja,
ft) = f(t) = f'(e)(t —to), (1.5.42)

que é exatamente o que afirma o Teorema do Valor Médio.
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1.5.2 Férmula de Taylor de uma fungao de duas variaveis

Seja f(t,y) uma funcio de classe C"*! definida num conjunto aberto ) € R?
a valores reais e sejam (to,yo) e (to + h,yo + k), h # 0, k # 0, pontos tais que o
segmento que os une esteja completamente contido em 2. Nestas condigoes,

fto+hyo+k) = f(to,y0) +

r T

— 1 7 f .
! Z rl [ Z pl(r — p)! Otr—P) oy (0, 90) ' p)kp} +

r=1 p=0
+ Ru(h,k), (1.5.43)
onde
n+1
__ 1 (n+1)! oty f (n+1-p) 1.p
B (h, k) = (n+1)! pzz(:) pl(n+ 1 —p)! otlnt1-pr)gyr (C:m)h g

para algum ¢ € [to,to + h] e 11 € [yo, yo + k]

Corriqueiramente, serd necesséario o desenvolvimento acima para n = 2 na teoria
a ser apresentada nos capitulos a seguir. Em tal caso, a Féormula de Taylor assume
a forma

9 o
f(t0+hay0+k) = f(thy0)+ [&f(to’yo)h—i_aiyf(tmyO) k:| +
82 h2 82 82 ]f2
+ {@f(tmyo)a + %f(to,yo) hk + aiyzf(thyo) 5} n
+ Ra(Cn).

1.6 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 1.1. Mostre que o Método de Euler é um método linear
explicito e de passo unico.
Solugao:
O Método de FEuler pode ser reescrito como
Ye+1 = Yk + h@(tk, k) = Yer1 = Yk + hfi = yrt1 —yr — hfe =0,
—_— ——
F(yrk,yr+1,fx)
com
F(Yks Yrt1s fr) = Yrt1 — Yk — M.

O operador F, acima, define o Método de Euler. Para mostrar que o método é
linear, basta mostrar que o operador F € linear. Assim sendo, deve-se verificar que

F(ye + afi, Y1 + Qnsts fo + afi) = F(r, Yrsts fe) + @F (Jr, Gt fr)-
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F(yr + Ok, Yt1 + 01, fr + oufi) =
= Y1 + Q1 — Y — afs — hfx — ahfy
= Yks1 — Yk — hfr + Qe — ofix — ohfi
= Y41 — Yk — Dfe + a(Jrs1 — Gk — hf)
= F(ys, Y1, fx) + @F (G, Grs1 fr)-

Portanto, o Método de Fuler € linear. Tem-se ainda que:

o O método ¢é explicito porque ®, sua funcao de discretizacdo, nao depende de
Yk+15

e FEle € de passo tunico pois para calcular a aproximacgao no instante tyy1 sdo
necessdrias somente as informagoes do instante imediatamente anterior, tj.

Exercicio Resolvido 1.2. Seja
#(t) +0,128(8) + 22(t) = 0 (1.6.44)
com condigoes iniciais x(0) =1 e £(0) = 0.

(a) Reescreva (1.6.44) como um sistema de equagoes diferenciais ordindrias de

primeira ordem;

(b) Discretize o sistema obtido no item (a) usando o Método de Euler.
(a) Convengies adotadas:
i (t) = 2(t) = i (t) = (1), (1.6.45)
ya(t) = 1 () = (1) = 92(t) = (1) (1.6.46)
Substituindo-se (1.6.49) e (1.6.46) em (1.6.44), obtém-se:

Y2(t) +0,12y5(1) + 21 (1) = 0 = g2(t) = —0,12y2(¢) — 21(t).  (1.6.47)

Assim, tem-se o sistema de EDOs a seguir.

Y1 (t) = ya(t)
{ 2 (t) = —20, 1292 () — 2u1 (t) (1.6.48)

Como
2(0)=1=41(0) =1 e 2(0) =0 = y2(0) =0, (1.6.49)

os dados iniciais do sistema sGo

{g;ggg;l) : (1.6.50)
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(b) Discretizagdo do sistema de EDOs pelo Método de Euler.
k+1 k k
Yy Y1 Yz
[ ys ! } [ vs } [ =0, 12y — 2y }

Yik+1 | _ | Yk +h Y2,k
Y2,k+1 Y2,k —0,12y2 1 — 2y11 |~
Exercicio Resolvido 1.3. Obtenha o Método do Trapézio

{ Yo = y(to),

Yk41 = Yk + (e, Uk, Yotr1,h),  thpr =t +h, 0<k<n-—1,

1
Dty Yks Ykt1, h) = 5 (f ey yr) + f (tet1, Y1) s

usando quadratura numeérica partindo da forma integral do Problema de Cauchy.
Solugao:
Da forma integral do Problema de Cauchy,

tht1
Yk+1 = Yk +/ f(s,y)ds, (1.6.51)

tr

inicialmente aprozima-se f(s,y) pelo polinomio interpolador de Lagrange de pri-
meiro grau nos pontos ty e ty41. Depois disso, integra-se esse polinomio no intervalo
[tkytit1]. Para simplificar, denota-se f(tg,y(ty)) por fi.

Pontos de interpolagdo: (tg, fr), (tk+1, fxr1)-

p1(s) = fulr(s)+ fer1Lrsa(s)
. § — tk41 s —tk
T T T
st + 2 )
tet1 tht1 tht1
/ pi(s)ds = —% (s — tiy1)ds + fk];rl (s —tr)ds
23 ti ty
_ e [SQQW}W | fin [52 - 2stk]tk“
h 2 |, h 2 ],
_ thp1 — 2tate1 + 17 n Sra1 [tien = 2tetirs + 13
h 2 h 2
Tk Jrt1
= ﬁ(thrl - tk)2 + 2;: (tk+1 — tk)2
S o Jre1 o
= —h h
on' T o

~ o B (Fu + fk+1)] (1.6.52)
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Substituindo-se (1.6.59) em (1.6.51), tem-se que:

Ykt1 = yk+h{;(fk+fk+l):|

= y+h B (f(try yr) + f(trra, yk+1))}

D(tr, Y, Yr+1,h)
= Yr + h®(tk, Y, Yrt1, ).

Portanto, o método do Trapézio € definido por

Ykt1 = Yk + h®(te, Yo, Yrt1, M)

onde

1
O(tr, Y, Yry1, h) = 3 (f (trs yr) + f (thg1, Yrg1)) -

Note que o nome do método € herdado da técnica de quadratura empregada, o
Método do Trapézio.

Exercicio Resolvido 1.4. Obtenha o Método de Simpson
Yo = y(to),
Yk+2 = Yk + g(fk+2 +A4fkr1 + fr)y =t +h, 0<EkE<n-—1,

Jryi = f(thyir Ynga), 1=0,1,2,

usando quadratura numeérica partindo da forma integral do Problema de Cauchy.
Solugao:

Da forma integral do Problema de Cauchy,

tet2
Y42 — Yk = / f(s,y)ds. (1.6.53)

ty

Aprozima-se f(s,y) em pelo polinomio interpolador de Lagrange de grau 2
nos pontos ty, tx+1 € tpr2, sendo estes igualmente espacados. Feito isso, integra-se
no intervalo [tg,trp+2] o polinémio obtido.

Pontos de interpolagdo: (tg, fx), (tks1s frs1), (thg2, frro).

p2(s) = felik(s) + fer1Lr+1(8) + frraLrt2(s)
(5 = thg1)(s — try2)

k
(tk — thr1)(tk — thto)
S — tk)(s — tk+2)

+  Jr+1 +
Tet (thy1 — tkggthrl — try2)
+  frge (s = t)(s = tusa)
2 (tere — tr) (tera — trr)
ke
=t -t
1

B} (s —t)(s — thyo)+

f; (5= t1)(s — ti)
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tit2
/ pa(s)ds =

O Problema de Cauchy

fo [Tt
ThQ/ (s = thy1)(s — tpgo)ds +
tk
thyo
oot 77— t)ts — tugais +
tr
ty2
f;};z / (s —ti)(s — tyt1)ds (1.6.54)
tr
fk 2h3 j%+4,4h3 fk+2 2h3
oh2 3 2 3 on2 3 (1.6.55)
Jeh | Afkih | feg2h
3 3 3
h
3 (i + 4firr + frso) (1.6.56)

Observacgao: A passagem de (1.6.54)) para ndo € trivial. Ela exige con-

stderdvel manipulagao algébrica.

Vocé consegue propor uma substituicao adequada

que simplifique essa manipulacao algébrica?

Substituindo-se (1.6.56) em (1.6.55), obtém-se o Método de Simpson

h
Yk+2 = Yk + 3 (fr +4frr1 + fror2) |
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Métodos de passo unico

Para (1.1.5), um Problema de Cauchy bem posto com solucdo exata y(t), um
método de passo tinico (ou método de um passo) assume a seguinte forma.

Definicao 2.1 (Método de Passo Unico).

yo = y(to)
(2.0.1)
Yrt1 = Yk T h Otk terr, Yoy Yo, b)
b—a
com tpy1=tx+h, 0<k<n—-1 e h= .
n

Se em a funcao ® nao depende de nenhuma informacao no instante ¢y
entao é um método de passo unico explicito. Caso contrario, o método
de passo unico é implicito. Dentre os métodos de passo tnico apresenta-
dos até o momento, os Métodos de Euler e de Euler Aprimorado
sao explicitos, enquanto que os Métodos de Euler Implicito e do Trapézio
(1.4.26) sao implicitos.

Embora as definicoes e resultados tedricos a serem apresentados a seguir também
sejam validos para métodos implicitos, por simplicidade, eles serao colocados apenas
no contexto de métodos explicitos. Serd conveniente também que um método de
passo unico explicito seja reescrito como

vo = ylto)
(2.0.2)

2.1 Erro de discretizacao local

Defini¢ao 2.2 (Erro local). Dado um método numérico de passo inico explicito,
associado a um problema de valor inicial com solugdo inica y(t), o erro de discre-
tizacdo local, associado ao instante t = ty, € definido por

y(trir) — y(ty)

k= T — @(tk, y(tk), h) (213)
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E importante destacar que na definicao do erro de discretizacao local
usa-se y(t), a solugao exata do Problema de Cauchy, e ndo uma sua aproximagcao
como ¢é feito em . Além disso, dado um instante de tempo ¢, fixo, assumimos
t =ty = kh + to. Portanto, o depende implicitamente de t, tg e h. Omitimos essa

dependéncia apenas para simplificar a notacao.
Multiplicando-se (2.1.3) pelo passo de integragdo h chega-se a

hap = di = y(te1) = [y(te) + APk, y(tr), 1)) = y(tes1) — Yesr.  (2.1.4)

Em (2.1.4), a diferenca y(tx11) — yr+1, a diferenca entre a solugao exata e a
solucao aproximada, pode ser interpretada como sendo o erro produzido em uma
unica aplicacdo do método numérico partindo-se de wvalores exatos no instante de
tempo anterior. Isto confere a seu cardter local pois parte-se da solucao
exata no instante anterior e, por isso mesmo, nenhum erro é cometido anteriormente
(note em (2.1.4)), entre os colchetes, a aplicagio do método considerado ). Na
Figura @ , pode-se visualizar a interpretagao geométrica do erro de discretizagao
local d, = hay, = y(tg+1) —yr+1 quando a solucdo numérica é calculada pelo Método
de Euler.

et

<

Figura 2.1: Interpretacao geométrica do erro de discretizagao local do Método de
Euler: solugao exata (curva em verde) e solucao aproximada (reta em azul).
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2.2 Consisténcia

Supondo que a fungao de discretizagao ® seja continua como fungao do passo
de integragdo h e lembrando que y(t) é a solucdo exata do Problema de Cauchy
, podemos calcular o limite do erro de discretizacao local quando o
passo de integracao tende a zero. Porém, ao fazermos h — 0, como t; = hk + tg,
teriamos t;, — 0. Para que a nocgao de erro local de discretizacao assintético esteja
definida em todo intervalo t € [a, b], fixamos ¢ no intervalo e mantemos hk =t — ¢
fixo na convergéncia de aj com h — 0. Assim, formalmente k — oo quando h — 0,
e ai — a(t), representando o erro local de discretizagdo no tempo fixado t. Sob
essa noc¢ao de convergéncia, com hk =t — tg fixado, podemos deduzir que

lima, = lim y(tx +h) — y(tx)
h—0 h—0 h

y/ (t) - (I)(tvy t)v 0)
[t y(t) — @(t,y(t),0).

A medida que o passo de integragao h diminui, é razodvel supor que o erro local
seja cada vez menor (!) e que, no limite para h tendendo a zero, ele venha a se
anular. Assim, no limite, tem-se ®(¢,y,0) = f(¢,y). Em palavras, & medida que o
passo de integracdo tende a zero, a funcao de discretizacao deve representar cada
vez melhor a equacao diferencial que define o Problema de Cauchy. No limite, a
fungdo de discretizagdo deve ser consistente com a equagdo diferencial (ou, para
encurtar, consistente).

— ®(tg, y(tx), h)

Definicao 2.3 (Consisténcia). Supondo f e ® continuas, um método de passo inico
explicito € dito consistente com um problema de valor inicial bem posto se e somente
se

®(t,y,0) = f(t,y)
ou, equivalentemente, se e somente se

lim ay, = 0, V¢ € [a, b], (2.2.5)
h—0

com hk =t —ty fizado.

O conceito de consisténcia estd sempre associado a um dado problema de valor
inicial bem posto. Diremos que o método é consistente, de forma genérica, quando
o método for consistente para qualquer problema de valor inicial bem posto.

Exemplo 2.1. O Método de Euler Aprimorado é consistente (com qualquer pro-
blema de valor inicial bem posto):

{ Yo = y(to)

Y1 = Uk + 2 [f(tis yi) + f(trr1, ye + b f (e, yn)]

®(t,y, h) [f(t,y) + f(E+hy + hf(t,y)], (2.2.6)

[f(tvy) + f(tvy)] = f(t7y)'

DN = N =

o(t,y,0) =
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E interessante lembrar que, por hipétese, f(t,y) é continua e Lipschitziana na
varidvel y. Assim, ®(t,y,h) é continua em seu terceiro argumento pois é dada por
uma soma de fungdes continuas (a segunda parcela do lado direito de é uma
funcdo composta de fungdes continuas e, portanto, continua).

Defini¢ao 2.4 (Ordem de consisténcia). Se existirem constantes positivas C, hg e
q, independentes do tamanho do passo de integracdo h e do subindice temporal k,
tais que o erro de discretizacdo local satisfaca

maz lakl] < ChT, 0 < h < hg, (2.2.7)

entao o método numérico tem ordem de consisténcia q, sendo a ordem de con-
sisténcia atrelada a norma utilizada || - ||.

A desigualdade expressa o0 quao rapidamente o erro de discretizagao local
vai a zero a medida que h diminui, ou seja, quao préxima a solugo aproximada esta
da solugao exata.

Notagao: Nas condigoes da Definicao escreve-se

af — O(hq),
que se 1é “o erro de discretizagao local no instante t; tem ordem ¢”.

Exemplo 2.2. Qual é a ordem de consisténcia e uma estimativa do valor de C' do
Método de Euler para y(t) € R?
Solugdo:
O erro de discretizacao local para o Método de Euler é dado por
Y(trt1) — y(ts)

=T I (e, y(tr)) - (2.2.8)

Supondo-se que y(t) seja suficientemente diferencidvel ao redor de t = ti e
utilizando-se o polinomio de Taylor de primeiro grau com seu respectivo resto de
Lagrange, tem-se em t = tg41

(th1 — tr)?

Y(tesr) = y(te) + (beyr — 0y (b)) + y" (&), (2.2.9)

2!
com & € (tg, tk41). Como h = tg11 —ty, a substituicdo de em resulta
em
2
y(te) + hy' (t) + By (&) — y(t
h
= y(t) + 57O = f (o y (i)
h
= V(. (2.2.10)
Portanto,

11
= m’gzx|ak\ < hmazx v 2(€)|

2.2.11
nas ( )

ol =1 53(©

Em , supoe-se que y" (t) seja continua em todo o intervalo de estudo, o

que garante, pelo Teorema de Weierstrass, a existéncia de minimo e mdzrimo abso-

lutos naquele intervalo. De e da definicao (m, conclui-se que o Método
ly" ()]
5

de Euler tem ordem de consisténcia 1 (um) com constante C = ngwlx
€
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2.2.1 Exercicios

Exercicio 2.1. Verifique que os métodos de Fuler Implicito, de Euler Aprimorado e
do Trapézio sdo consistentes com quaisquer problemas de valores iniciais bem postos
e tém ordens de consisténcia um, dois e dois, respectivamente.

2.3 Erro de discretizacao global

Definigao 2.5 (Erro global). O erro de discretizacao global no instante t = tj, €
dado por

e(ti,h) = ex =y(tk) — Yk, (2.3.12)

onde y(t) € a solugao (inica) do problema de Cauchy associado e yi o k-ésimo
passo de integragcao do método numérico para este mesmo problema de Cauchy.

O erro global representa o erro total acumulado cometido até o k-ésimo passo
de integragao. E importante salientar que yr nao é calculado a partir de valores
exatos no instante de tempo anterior, como na definicao do erro de discretizagao
local, mas sim a partir de valores obtidos pela aplicagdo do método numérico (em
todos os instantes de tempo anteriores).

2.4 Convergéncia

Definicao 2.6 (Convergéncia). Um método numérico é convergente em t € [a, b
se e somente se

}lllgb er =0, (2.4.13)

com t — tg = kh fizado. O método numérico € convergente se for convergente para
todo t no intervalo de estudo (para qualquer Problema de Cauchy bem posto).

Para determinar quais condicOes sao suficientes para um método de passo unico
explicito convergir, analisa-se o comportamento do erro de discretizagao global. O
produto do erro de discretizacao local (2.1.3)) pelo passo de integragao h fornece

Y(tis1) = y(te) + h®(tk, y(tr), h) + hay, (2.4.14)
associada a um método de passo tnico explicito geral
Yet1 = Yk + h P(t, Y, h). (2.4.15)
Efetuando-se a subtracéo entre e (2.4.15)), tem-se
Y(tet1) — Yrt1 = y(te) — yu + 1 [R(tk, y(tr), h) — (e, yx, h)] + hay,
isto é, a evolugao do erro de discretizagao global é dada por

exk+1 =¢€r + h [(I’(tk, y(tg), h) — ®(tr, Yy, h)] + hay. (2.4.16)
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Supondo que a fungao ®(t,y, h) satisfaz a condigdo de Lipschitz na varidvel y, ou
seja,

Hq)(t7y17 h) - (b(t?yQah)H < LHZ/l - y2||a

para quaisquer t e h e para uma constante positiva L, tem-se para (2.4.16]) que

llewsall < llexll + RII1®(tr, y(tr), h) — @@k, yx, h)I| + R ||ak]|
< lewll + A Llly(tr) = yell + |||
< lewll + h Lllex]| + h o],
isto é,
llek+1]] < (L + hL)||ex|| + h||ak]|, para todo k > 0. (2.4.17)

Supondo-se que o erro de discretizagao local ay, seja limitado,

maz [|ag|| < e, (2.4.18)
é possivel reescrever (2.4.17)) como
llers1l| < (L +hL)|lex|| +ha, 0<k<n-—1 (2.4.19)

Da arbitrariedade do subindice k em ([2.4.19)), tem-se

lleal] < (A +hL)leo]| +ho
lleo| < (I+hL)llea]| +ha
lles]| < (I+hL)|le|l+ha
llek+1]] < (A +hL)||ex]| + ha. (2.4.20)

Por substituicao recursiva de (2.4.20f), obtém-se

lleall < (A +hL)lleol| +ha

llea]] < (1+hL)? el +[(1+hL)+1]ha

llesll < (L+hL)leol| + [(1+AL)* + (1L + R L) +1] ha
llell < (L+hL)[leol| +

+ [(1+hL)k_l +-+(1+hL)?+(1+hL) +1} ha. (2.4.21)

A segunda das parcelas na desigualdade (2.4.21)) é a soma dos k termos de uma
progressdo geométrica de termo inicial 1 (um) e razao (14 h L) E Logo,

k _
(L+hD)f -1

lewll < (14 ALY leol] +

(2.4.22)

LA soma S, dos n termos de uma progressio geométrica é dada por Sp, = a1 (¢" —1)/q — 1,
onde aj é o primeiro termo e g é a razao da progressao.
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Pela convexidade da fungao exponencial, pode-se mostrar que e! > (1 + t) e,
consequentemente,

(e"TYk > (1 +hL)e. (2.4.23)

Empregando-se a desigualdade (2.4.23)) em (2.4.22)), constata-se que

khL_l

e
lewll < e lJeg]] + “—

d, (2.4.24)

onde d é a constante de limitacao do erro de discretizacao local.

Teorema 2.1 (Delimitagao do erro local). Seja um método de passo inico explicito
definido por

vo = y(to)
Yer1 = Yk +h®(g,yr,h)

onde ®(t,y,h) é uma funcdo continua em seus argumentos e satisfaz a condigao de
Lipschitz para a varidvel y, isto €, existe uma constante L > 0 tal que

12, y1, h) — (¢, y2, h)|| < Lf[y1 — w2l|-

Além disso, se o erro de discretizacao local for limitado, ou seja,

maz [lol| < o,

entdo o erro de discretizacdo global satisfaz a delimitacao

KhL ekhL -1
llexll < e lleol| + —F—a.
Se |leo]] = 0 e se 0 método numérico for consistente de ordem g, isto é,

mgacHakH < Chi,

tem-se

khL _ q e(tk—to)L -1

e
< < 7= q, A.
0 < lexl| < T—Ch 7 Ch (2.4.25)

Portanto o método também sera convergente de ordem gq.

Em , o lado direito da desigualdade tende a zero quando h tende a
zero. Dessa forma, pelo Teorema do Confronto, o limite do valor absoluto do erro
de discretizagao global tende a zero quando o passo de integragao tende a zero.
Portanto, um método de passo tinico consistente é convergente (caso a fungao ® seja
continua em seus argumentos e Lipschitziana no segundo argumento). A reciproca
contudo nao é verdadeira! No segundo exercicio resolvido deste capitulo, apresenta-
se um método inconsistente e convergente [23]. O teorema a seguir resume as
observagoes anteriores.
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Teorema 2.2 (Convergéncia). Um método de passo tinico explicito com

{ Yo y(to)
Y1 = Yk +hO(tg, Yk, h)

onde ® é Lipschitziana em y e continua em seus argumentos, que seja consistente
para qualquer problema de Cauchy bem posto € convergente. Além disso, a ordem
de convergéncia € pelo menos a mesma ordem da consisténcia.

Exemplo 2.3. O Método de Euler € consistente com ordem de consisténcia
um. Nesse método, ®(t,y,h) = f(t,y). Como f(t,y) € continua e de Lipschitz (Pro-
blema de Cauchy), a fungdo ®(t,y,h) também € continua e de Lipschitz. Portanto,
o Método de Euler é convergente, isto €, para um instante de tempo fixado t, as
solugoes numéricas convergem para y(t).

2.5 Expansao do erro de discretizacao global

O comportamento exibido na pratica por um determinado método numérico
depende fortemente da regularidade da fungao f(t,y) que define o Problema de
Cauchy. O teoremal2.3][24] fornece os subsidios tedricos necessarios para determinar
computacionalmente com que ordem o método converge.

Teorema 2.3 (Expansio assintética do erro de discretizagao global). Seja uma
fungdo f(t,y) com N + 2 derivadas parciais com relagao a vy, continuas e limitadas
na faiza
{t,y);a=to <t <ty=b, yeR"}.
Além disso, seja n(t,h) a solugdo numérica obtida através de um método de passo
untico
M1 = M + h®(tk, Nk, h)

de ordem p para y(t), determinada com o passo de integracao h, onde y(t) € a
solug¢ao do Problema de Cauchy

{jtyos) R A0)

y(to) = o
Nessas condigoes, a solugdo numérica n(t,h) admite expansdo em poténcias de h
da forma
n(t,h) = y(t) + hPey(t) + P ey (t) + - + BN en(t) + RN T Enga(t, h) (2.5.26)

t—1
com ej(to) =0, j = p,p+1,..., vdlida para todo t € [a,b] e para todo h = O,

n
n=12,...

Observe que as fungdes e;(t) sdo independentes de h e o resto Enyi(t,h) é
t—t

limitado para t fixado e para todo h = 70, n =1,2,.... A expansdo em série
n
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assintotica (2.5.26)) pode ser escrita em fungao do erro de discretizagao global no
instante ¢t como

N
—e(t,h) =n(t,h) —y(t) =Y he;(t) + KN Exya(t, h). (2.5.27)

O resultado tedrico (2.5.27)) pode ser utilizado na préatica para estimar o erro
de discretizagao global e a ordem do método, sendo também extremamente 1itil no
processo de depuragao do cédigo computacional.

2.5.1 Estimativa do erro de discretizacao global

Para um dado passo de integragao h e um instante de tempo fixado ¢, calculam-
se a solugbes numéricas n(t, h) e n (t, ﬁ). Se h for suficientemente pequeno, em
(12.5.27))

primeira aproximacao, tem-se de
—e(t,h) = n(t.h) —y(t) ~ ep(t)R7, (2.5.28)
h h h\?
et = otg) w0 =eo(3) (2.5.29)

Calculando-se a diferenca entre (2.5.28)) e (2.5.29)), chega-se a

s =n (1) = el ()] =ao(3) @ -

e, portanto, a

P _ h
e, (1) <Z> ~ % (2.5.30)

Substituindo-se (2.5.30) em (2.5.29)), considerando h > 0 suficientemente pe-
queno, obtém-se

_77(757 h) - n(ta g)

e(tﬁ
2 2r —1 ’

) & (2.5.31)
uma estimativa do erro de discretizagao global em ¢, tendo sido calculadas as apro-
ximagoes n(t, h) e n (t, %) e sendo conhecida a ordem do método empregado. As
consideragoes anteriores assumem tacitamente que a ordem do método seja menor
que a regularidade de f. A ordem de convergéncia exibida na pratica por um
método numérico, p, depende fortemente do quao diferenciavel é f e pode exibir um
comportamento distinto da ordem p. Tem-se p = p apenas se f for suficientemente
diferencidvel.

2.5.2 Estimativa da ordem de convergéncia

A expansao ([2.5.26)) fornece um meio 1til para se estimar a ordem com a qual
0 método numérico em uso converge para a solu¢ao de um determinado Problema
h

de Cauchy. Para tanto, calculam-se 7(t,2h), n(t,h) e n (t, 5), as aproximagoes

numéricas no instante t empregando passos de integragao 2h, h e —, respectivamen-

te, para um passo de integracao h > 0 suficientemente pequeno. O valor absoluto
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do quociente entre as diferengas 7(t, 2h) — n(t,h) e n(t,h) — n (¢, %) fornece, em
primeira aproximacao,

n(t,2h) —n(t, h)
n(t,h) —n(t, %)

Calculando o logaritmo de base 2 de (2.5.32])

n(ta 2h) - W(t»h) ~ D\ — 5
log, (’WD ~ log, (2 ) =D,

tem-se uma estimativa para a ordem exibida pelo método.
Este procedimento deve ser executado para varias triplas de passos sucessiva-

ep(t) (20 — 1) hP

ep(t)(1—2-P)hP | 2. (2.5.32)

h h h

mente menores | 2h,h,— |, [ h,=,— ], ..., obtendo-se assim uma sequéncia de
2 274

aproximagoes p1, pa, ..., que converge para a ordem p que o método apresenta para

o Problema de Cauchy em questao.

2.5.3 Depuracao do cédigo computacional

Nas secoes anteriores, as estimativas apresentadas assumem que o método
numeérico jé tenha passado por um processo conhecido como verificagdo /validagao e
que, portanto, ele esteja implementado corretamente e funcionando perfeitamente.
Durante a programacao, entretanto, é necesséario o uso de estratégias de depuragao
para remover eventuais erros de logica ou de coeficientes ou parametros que te-
nham sido introduzidos inadvertidamente. Para isto, empregam-se a aproximacgao
do erro de discretizacao global e um Problema de Cauchy com solugao exata
conhecida. Tal estratégia é denominada verificacao por solucdo manufaturada.

Para verificar se o cédigo computacional esta correto, escolhe-se um Problema
de Cauchy com solucdo suficientemente diferencidvel (isto é, com um nimero de
derivadas superior & ordem do método). Em , o erro de discretizacao global
é conhecido uma vez que se tem & mao a solugdo exata y(t) do Problema de Cauchy.
Deseja-se entao certificar-se que o método tem, de fato, a ordem prevista na teoria, p.
Para tanto, determinam-se 7(t, h) e (t, %), as aproximacgoes numéricas do problema

h
no instante ¢, empregando-se passos de integracao h > 0 e —, respectivamente. O

valor absoluto do quociente entre (2.5.28) e (2.5.29)) fornece

es (1 hﬁ*

s ~ b )h = | = 2P (2.5.33)
ou seja,

n(t, h) — y(t
P =~ log, ( h) () . (2.5.34)
Quando }elstz}zl esitlratégia é executada para passos de integracao progressivamente
menores h, 1 obtém-se pelo uso sucessivo de (2.5.34)) uma sequéncia py,
D5, D5, D4, - - -, que converge a ordem p que a teoria prevé para o método numérico,

desde que este tenha sido implementado corretamente e aplicado a um Problema
de Cauchy com garantias de solugao tunica suficientemente diferenciavel.
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O procedimento de verificagao por solugao manufaturada nao pode, por motivo
algum, ser negligenciado. Para o bom programador, ele precede o uso regular
do método no problema que se deseja solucionar numericamente. Usualmente, o
procedimento de verificacdo deve ser efetuado para varias solugbes manufaturadas
com complexidade variada.

Exemplo 2.4. Comprove numericamente a ordem de convergéncia do Método de
FEuler aplicado a solugao do problema de valor inicial

5,000000x 102
2,500000% 102
1,250000x 102
6,250000%x 103
3,125000x 103
1,562500x 1073
7,812500% 10~*
3,906250x 1074
1,953125x10~4
9,765625x 10~

2,061154E-09
2,060244E-09
1,960019E-09
1,534787E-09
9,876378E-10
5,632015E-10
3,010566E-10
1,556782E-10
7,916378E-11
3,991780E-11

4,851652E+08
1,000441E+00
1,051135E+00
1,277063E+00
1,553998E+00
1,753614E+00
1,870749E+00
1,933839E+00
1,966533E+00
1,983170E+00

2,885390E+-01
6,367371E-04
7,194787E-02
3,528297E-01
6,359843E-01
8,103308E-01
9,036163E-01
9,514678E-01
9,756547E-01
9,878083E-01

d
{ %y(t) = —20y(t), t€(0,1] , (2.5.35)
y(0) =1
cuja solugdo exata é y(t) = e~ 2% (verifique!).
t,h)
h=n"1t e(t, h 6( ’ lo e(t,h)
| ( >| 6(75',%) 5] (t,%)
2,000000x 10~ 2,430000E+02
1,000000x10~1  9,999999E-01  2,430000E+02  7,924813E+00

Tabela 2.1: Verificagdo da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado ao
problema de valor inicial (2.5.35)) no instante ¢ = 1.

A Tabela apresenta as razoes entre erros de discretizacao global para passos
de integracao progressivamente menores (razdo de refinamento dois) em t = 1.
Observa-se que a ordem estimada, localizada na ultima coluna, tende a um, a ordem
de convergéncia prevista pela teoria para o Método de Fuler.

Exemplo 2.5. Verifique a ordem de convergéncia numérica do Método de Euler
aplicado & solugdo do problema de valor inicial [5]

d 1
%y(t) = —y(t)tan(t)—m

y(0) = 1

(2.5.36)

emt =1,292695719373 (raiz da equagio e’ cos(t) = 1), sabendo que a solugdo exata
de € y(t) = cos(t) —sin(t) (comprove!).

A Tabela apresenta a razao entre erros de discretizacao global para pas-
sos de integra¢ao progressivamente menores (razio de refinamento dois) em t =
1,292695719373. Observa-se que a ordem estimada, localizada na ultima coluna,
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t,h) h
h=n"! e(t,h e(t, log,, | <t:1)
| ( )| e(t,%) g2 e(t,%)
5,000000X1072 1,130400E-03
2,500000X10_2 2,561790E-04  4,412540E400 2,141609E400

1,250000x 102
6,250000x 103
3,125000x 103
1,562500x 1073
7,812500x 104
3,906250x 10~
1,953125x10~4
9,765625x 10

6,115026E-05
1,494962E-05
3,696597E-06
9,191362E-07
2,291629E-07
5,721340E-08
1,429410E-08
3,573300E-09

4,189336E+00
4,090422E+00
4,044157E+00
4,021816E+00
4,010842E+00
4,005406E+00
4,002588E-+00
4,000251E-+00

2,066722E+00
2,032250E+00
2,015839E+00
2,007847E+00
2,003905E+00
2,001949E+00
2,000933E+00
2,000091E+00

Tabela 2.2: Verificagao da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado ao
problema de valor inicial (2.5.36)) no instante ¢t = 1,292695719373 [5].

tende a dois, diferente da ordem de convergéncia um prevista pela teoria para
o Método de Fuler. A ordem mais elevada é justificada pelo cancelamento do
termo mais significativo na expansdo assintotica do erro de discretizagao global para
t =1,292695719373, raiz da equacao et cos(t) = 1 [5]. Para qualquer outro instante
de tempo que nao seja raiz dessa equacdao, a ordem estimada tende a um, a ordem
de convergéncia prevista pela teoria para o Método de Euler.

Exemplo 2.6. Verifique a ordem de convergéncia numérica do Método de Euler
aplicado a solucdo do problema de valor inicial

Ty = -0

y(0) = 1

em t =1, sabendo que a solucdo exata de éy(t) =v1—1t2 (comprove!).

A Tabela apresenta a razao entre erros de discretizacao global para pas-
sos de integragcdo progressivamente menores (razio de refinamento dois) em t = 1.
Observa-se que a ordem estimada, localizada na dltima coluna, tende a meio, dife-
rente da ordem de convergéncia um prevista pela teoria para o Método de Fuler. A
Justificativa para a perda de ordem é que a Condigcao de Lipschitz nao é mantida
quandot =1 ey =0 [F].

(2.5.37)

2.5.4 Exercicios

Exercicio 2.2. Estime numericamente a ordem de convergéncia do Método de

Euler Aprimorado com a estratégia de solugdo manufaturada empregando
o problema modelo no instante final t = 1.

Exercicio 2.3. Estime numericamente a ordem de convergéncia do Método de
Euler (1.4.29) com a estratégia de solu¢io manufaturada empregando o problema

2.5.36

modelo

no instante final t = 1
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h=n"1

le(t, 1)

>

e(t,
~e(t7

)
)

log,

(S

1,2500000000x 10~ 1
6,2500000000 % 102
3,1250000000 x 102
1,5625000000x 102
7,8125000000x 103
3,9062500000% 103
1,9531250000x 103
9,7656250000x 10~*
4,8828125000%x 104
2,4414062500x 104
1,2207031250x 104
6,1035156250x 10>
3,0517578125x10~°

3,012018700E-01
2,072697687E-01
1,441738248E-01
1,009724646E-01
7,100787890E-02
5,005564440E-02
3,533418900E-02
2,496156840E-02
1,764145320E-02
1,247093200E-02
8,816964600E-03
6,234037200E-03
4,407942200E-03

1,453188E+00
1,437638E+00
1,427853E+00
1,421990E+00
1,418579E+00
1,416635E+00
1,415544E400
1,414938E+00
1,414606E+00
1,414425E+00
1,414327E400
1,414274E+00

5,392210E-01
5,237004E-01
5,138473E-01
5,079109E-01
5,044464E-01
5,024680E-01
5,013562E-01
5,007392E-01
5,004001E-01
5,002153E-01
5,001153E-01
5,000615E-01
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Tabela 2.3: Verificagdo da ordem de convergéncia do Método de Euler aplicado ao
problema de valor inicial (2.5.37) no instante t = 1 [5].

Exercicio 2.4. Estime numericamente a ordem de convergéncia do Método de
Euler (1.4.23) com a estratégia de solu¢io manufaturada empregando o problema

2.5.37

modelo

no instante final t = 3

2.6 Suplemento tedrico

Teorema 2.4 (Teorema de Weierstrass). Seja f : A C R® — R wuma fungao
continua no conjunto A fechado e limitado. Entao, existem pontos de mdximo e
mimino absoluto de f em A, isto €, existem xo,x1 € A tais que

f(wo) < fla) < flan)

para todo x € A.

Teorema 2.5 (Teorema do Confronto). Se f(t) < g(t) < h(t) quando t estd
prozimo de a (exceto possivelmente em a) e

lim f(t) = lim A(t) = L,

t—a

entao

lim g(t) = L.

t—a
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2.7 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 2.1. Considere o Método do Trapézio.
(a) Calcule o erro local de discretizagdo do método;
(b) Verifique que o método é consistente;

(c) Determine um delimitante superior do erro global de discretizagdo.

Solugao:
(a) . ,
o = POV ZIO) gy, gt )
S y(ter) —y(e)  fley(te) + f (et y(tetr))
2
2hay = 2[y(te+1) —y(te)] —h [f(tkvy(tk));' St 15 y(trsn)]
2hay, = 2 [y(tk)+hy'(tk)+2!y"(tk)+3!?/"(61) y(te)| +
= by () +y (tesr)]
h? h3
s = 2 [hof(0) + o (00 + 5| +
2
= [0+ 00+ 00) + )|
3
Phaw = 2y () + B () + ey (o)
3
= 20y (t) = PPy (t) — Sy (e2)
3 3
2hay, = %y”’(sl) - Qy,,,(g2)
h2 %
ak- — Fy///(é.l) _ Zy///(82)
o = e[ V)]

Portanto, o erro local de discretizacdo ¢ dado por

(e " (e
ap = h? |:y é ) _Y 4(1 2):| , €1,€2 E]tk,tk+1[.

(b)

lim ay = lim h?
h —0 h—0

[y”’éal) _ y”’i@)] _o.

Logo, o Método do Trapézio € consistente.

(c)
Y(trr1) = y(te) + h (e, y(tr), y(ter1), h) + hay, A
Yk+1 :yk+h¢(tkayk7yk+lvh) B
Calculando-se A-B:
Y(ter1) — Y1 = y(te) —yk +
+ b [®(th, y(tr), Y(trr1), h) — @(tk, Y Yra1, h)] +
+  hoy;
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lexsall = llex +
4 g [Tl y()) + Flen y(trrn))  Feoye) + Frr1,vesn) |
2 2
+  hagl;
lewrall = llex +
h
+ 5 P yte)) = (e i) + F(er, y(ter1)) = fots, Y )] +
+  hal;
h
lewrall < llewll + S (e y(t)) — f(te, yi)ll +
h
+ §||f(tk+17y(tk+1)) = frt1s ye+) | +
+ bl
Lih Lah
lewall < llewll + == llyti) = will + == ly(re1) = vrsa | + Al
Sendo L = max{Ly, Lo} ed = max lok |-
Lh Lh
leksall < Newll + 5t lesll + = llewall + A
Lh Lh
L= — ) llexnall < {1+ =) llexll +hd;
2 2
Para h suficiente pequeno, isto é, Lh < 2,
1+ 4 hd
llens1ll < (1_L2h> llenll + [ Ih (2.7.38)
2 2

Paran =0 em (2.7.3§):

1+ Lk hd
el < 1 in lleall + [ In
g P

Paran =1 em (2.7.38):

1+ Lk hd
lle2ll < 1 i ||€1||+1_j;
g P

Lh Lh
lea| ol (e PR
= ) ) e
2
2
Lh Lh
ez PR e (1 P2 ) Rl
2=\ 0 1_Lh ) { _ Lk~
2 2 2

Paran =2 em (2.7.38):

L hd
Lh’
L=

A

A\
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Paran=%k—1 em (2.7.38):

4 Lh
lexll < ( Lh) leol| +
2

A

k
Lh
<1+2> .
14 L 1- hd
lexll < ( 2) lleoll + — Ik

14 Lo\ " 14+ L)
lexll < j lleoll + 1_i -1
2 2

que define um limitante superior para o erro global.

=l

Exercicio Resolvido 2.2. Considere o Problema de Cauchy

{ y = f(t,y), telo1],

(0) = vo, (2.7.39)

e o sequinte método para sua solucao,
Yki1 = Yk + hf (b, yr) + 287, (2.7.40)

1
onde h=—,t, =kh ek=0,1,2,....n
n

Mostre que o método € inconsistente e convergente [23].
Solugao:

O método € de passo unico, explicito, com funcdo de itera¢do

D(tr, yr, h) = f(tr yr) + 0(tx, ), (2.7.41)

ty —1
onde 0, = 0(ty, h) = ok—n — 275 Ge f for continua e de Lipschitz na varidvel y,
entdo ® também serd, pois O nao depende de y.

Para constatar a falta de consisténcia, basta verificar que ®(t,y,0) # f(t,y)
para algum t € [0,1]. Como

®(t,y,h) = f(t,y) + 27,
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para t =1 tem-se que
O(1,y,h) = f(l,y) + 1.
Logo,
®(1,y,0) = f(Ly) +1# f(Ly)

e, portanto, o método nao € consistente com a equacao diferencial ordindria.

Pode-se também verificar a falta de consisténcia com o erro local de truncamento,
supondo que a solucao € suficientemente diferencidvel. Usando a Série de Taylor
de y(tg+1) ao redor de y(tx), o erro local de truncamento em ti, serd dado por

op = W2V g, ), m)

_ylte) + by () +h’;y”(fk) —ylte) Pt y(ty)) — 26

h g —-n
_ §y,/(tk) o 2k ,

para algum ty € [0,1]. Emk=n—1,

h - 1 1 ~
| —1] = ‘Qy//(tnl) - 2’ =3 |hil/1/(tn71) - 1| .

Considerando-se n suficientemente grande (h suficientemente pequeno), tal que

h < 1
max
tef0.1] 2y (t)’
obtém-se

1
m}iix|ak| > -

4
Assim, o método (2.7.40)) nao é consistente.
Para mostrar que o método (2.7.4() é convergente, emprega-se a Série de Taylor
de y(trr+1) ao redor de y(ty). O erro global de discretizag¢do no tempo ty11 serd tal
que

lerr1] = |yrsr1 — y(tesr)l

Yk + hf (tr, yk) + hOx — y(tr) — hy' (te) + O(R®))

s + Bf (b yi) + B0 — y(t) — hf (tr, y(tx)) + O(h?)]
lex + POk + h(f (tr, yx) — f(tr, y(tr)) + O(R®)]

lex| + ROy + bl f (tr, ) — f (e, y(tx)] + O(h?)

lex| + by + hL|ey| + O(h?)

(1+ Lh)|ex| + hby + O(h?),

IN A CIA

supondo-se f de Lipschitz em y com constante L.
Observa-se que

|60| = 0,

le1] < hé; + O(h?),
|€2| < (1 + Lh)Hl + hbs + O(hQ),
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e, por fim, que
k
lensa] <D (1+ Lh)¥Tho;41 + O(h?).
j=0

Portanto, o erro global mdzimo pode ser majorado pelo erro do final da inte-
gracao numeérica. Assim,

e(tn) = pax lex] < len| < hBn + O(h?)

com

_ 22%(”25) . (2.7.42)

Logo, B, € duas vezes a soma de uma progressao geométrica de Tazdo

1+ L
W _ L+hL
2 2
A série tem somente termos positivos e, paran > 2L, q¢ € (0,1). Portanto,

existe uma constante positiva C' tal que B, < C para todo n > 2L. Consequente-
mente, para h > 0 pequeno,

q:

e(tn) < hB, + O(h*) < Ch+ O(h?),
e 0o método é convergente.
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Métodos de passo tnico de
altas ordens

Dentre os métodos apresentados até aqui, apenas métodos de passo Uinico de
no maximo segunda ordem foram vistos. Neste Capitulo, duas técnicas para se
obter métodos de passo unico de ordens mais elevadas sao apresentadas. Numa
primeira abordagem, utiliza-se a Férmula de Taylor com resto de Lagrange para
se obter os métodos da Série de Taylor, Segao Na pratica, tais métodos sao
pouco utilizados devido ao grande nimero requerido de derivagoes de f(t,y), o
que imprime a tais métodos complexidade algébrica elevada (impactando, inclu-
sive, a eficiéncia computacional). Numa segunda abordagem, substituindo-se as
derivagoes por cdlculos de f(t,y) em pontos estrategicamente posicionados, obtém-
se os métodos de Runge-Kutta, Secao [3.2] bastante difundidos e utilizados, os quais
sao relativamente simples de serem implementados. No que vem a seguir, supoe-
se que a solugdo do Problema de Cauchy tenha tantas derivadas quantas forem
necessarias para que se possa apresentar estas duas abordagens.

3.1 Meétodos da Série de Taylor

Da Férmula de Taylor de grau ¢ com centro em ¢ = ¢, tem-se a expressao para
y(te + h),

. h? ha
ylte+h) = yltenn) = ylte) +hy'(6) + Zpy" () + -+ @ (t) +
pa+l
(a+1) 3.1.1
CESVTARG] (3.1.1)

na qual & € (tx,tx + h). A substituicao y'(¢t) = f(¢,y(¢)) em (3.1.1)), fornece

h? d
Y(terr) = ylte) +h fte,y(te)) + Q%f(tmy(tk)) ot
hd da—1 hatl  qa

fltrsy(tr) + f(&y(&)) (3.1.2)

¢! dta—1 (q+ 1) dte
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Como
Gy = ZL S
- (2412 )[f](t,yu)),
st = (it G ()) -

_ (8 +f§’y)2 1t w(2)),

&
S H ()

|
7 N
| @
_|_
~

o J
ay) (),

de (3 , vem de maneira natural a proposta do método numérico da forma descrita
a seguir.

Método 3.1 (Série de Taylor).

vo = y(to),
3.1.3
{ Yk+1 = yk+hq>(tk7yk7h)7 ( )

no qual

h R, hat o

com D = gt—f—f—

Este serd denominado de Método da Série de Taylor de ordem ¢ se (3.1.3]) con-
tiver termos de ordem até ¢ — 1 (isto é, seu erro de discretizacao local é O(h9)).
Verifique!

3.2 Meétodos de Runge-Kutta explicitos

Os métodos de Runge-Kutta surgiram como uma extensao do método de Euler para
ordens mais altas, usando apenas avaliagoes de f, sem a necessidade de cédlculos de
suas derivadas [0]. Neste sentido, um método é dito de Runge-Kutta explicito se
ele:

1. for um método de passo unico explicito,

2. substituir as derivadas de f(¢,y) por célculos de f(¢,y) em pontos “conveni-
entemente escolhidos” e, por fim,

3. concordar com o Método da Série de Taylor (3.1.3)) até o termo de g-ésima
ordem, para algum ¢q > 0.

Veja um pouca da histéria dos métodos de Runge-Kutta em [4].
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3.2.1 Métodos de Runge-Kutta explicitos de 2-estagios

O método de Euler necessita de apenas uma avaliagdo de f (um estdgio). Vamos
supor um método de passo dnico explicito que use duas avaliagoes de f (2 estdgios),
da seguinte forma:

Yetr = Y+ h(bif (ks yr) + b2 f (B, ), (3.2.4)

onde by e by sdo constantes e § define uma aproximacdo para y(fy), para algum
ty € [tg,tx + k], com

ty = t,+0h,

U = ye+ORf(tr, yr). (3.2.5)

. 0 0 .
Sein i = (b 1) © D = G (i) + (00 30) 5 (t1,10). Agora, expandindo

f(tx, §r) em Série de Taylor bivariada em torno de (¢, yx), temos que (verifique!)
f(s Gr) = fr. + OhD fi. + O(R?). (3.2.6)

Para garantirmos que um método desta forma seja de segunda ordem, concor-
dando portanto com o Método da Série de Taylor até segunda ordem, precisamos
que

h
bifr + ba(fr + 0RD fr) :fk+§ka-. (3.2.7)
Portanto,
by +by=1 (328)
1
bof = 3 (3.2.9)

e entao o método terd que ter a seguinte forma

Ykt1 =Y+ h ({1 - 219] T (e, ye) + %f(tk + 0h,yx, + th(tk,yk))) . (3.2.10)

Variando 6, restrito a 6 € (0,1), obtemos diferentes métodos de Runge-Kutta
de 2 estagios, com garantia de ordem 2 de consisténcia. Tomando 6 = 1 temos
o Método de Euler Aprimorado (veja a equagao ) e com 6 = 1/2 temos o
Método de Euler Modificado, descrito no exemplo a seguir.

Método 3.2 (Euler Modificado ou do Ponto Médio Explicito).

Yo = y(to)a
3.2.11
{ Ye+1 = Yk + h(I)(tka Yk h’) ; ( )
b—a
com tpy1 =ty +h, h= , 0<k<n-1ce

n

h h
O(ty, yx, h) = f (tk 5 Ukt 2f(tkayk)> -
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Exemplo 3.1. O Método de Euler Modificado € um Método de Runge-Kutta de 2
estdagios de segunda ordem.

Por inspecao, observa-se que o método € de passo unico e explicito.
Além disso, ndao existem cdlculos de derivadas de f(t,y). Basta entao verificar se

13.2.11) concorda com o Método da Série de Taylor para alguma ordem q.
Desenvolvendo-se f (t + At,y + Ay) em Série de Taylor em torno de (ti,yr),

h h
onde At = 5 ¢ Ay = §f(t,y), tem-se

o 0
P+t 89 = fem) + [ gieon) 5o feon [[ 2]+
92 92
+ l'[ At Ay } t22f(tk7yk) atayf(tlmyk) |: ﬁt :|+
2! atayf(tk’yk) 2f(tk7yk) v
+  O(A, Ay?),
ou ainda,
B h(0fc  , Of 10 (9 fi Pfr 20 fn
Q(th,yu ) = fi+ 5 <(9t + k87y> + N4 ( 912 +2fk8t8y + fi dy? +
+  O(h?), (3.2.12)
sendo fi, = f(tk, yk).
Substituindo-se (3.2.12) em (5.2.11]), obtém-se
B O fr O fk 1A (92fk (92fk 282fk
Ye+1 = yk+hfk+7< + fe 35— ) + if(aﬁ +2fkatay+fk 2 +
+ O(hY), (3.2.13)

cujos termos concordam com os do Método da Série de Taylor até a sequnda
ordem (verifique que a partir dos termos de terceira ordem ndo hd coincidéncial).
Desta maneira, o Método de Euler Modificado € um Método de Runge-Kutta de
ordem 2.

3.2.2 Métodos de Runge-Kutta explicitos de R-estagios

Nos métodos de Runge-Kutta (ou RK), o nimero de estégios diz respeito ao ntimero
de vezes que f(t,y) deve ser calculada. Os métodos RK explicitos com R-estégios
classicos tém a forma descrita a seguir.

Método 3.3 (Rung-Kutta explicito de R-estdgios).

{ Yo y(to),
Yks1 = Yk +hO(tr, yr, h),

onde

®(t,y, h Zb Ko, (3.2.14)
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com

K1 (ta y) = f (tv y) ’

ko (t,y) = f(t+ hee,y+ hasik1),

k3 (t,y) = f(t+hes,y+ hasiki + hbsaka),
r—1

ke (tyy) = f (t + her,y + hZamfis> , 2<r<R. (3.2.15)
s=1

Os parametros a,s, b, € ¢, satisfazem as relagoes

R
i Y obe=1, (3.2.16)
r=1
r—1
() ¢ = Za 2<r<R. (3.2.17)
s=1

A primeira condigao, (i), é suficiente, e necesséria, para obtermos consisténcia.
De fato, quando h — 0, k. (t,y) — f(t,y). Portanto ®(t,y,0) = f(¢,y) Zf”:l b. e
precisamos da primeira condi¢ao para termos ®(t,y,0) = f(t,y), sendo esta também
suficiente para garantir a consisténcia.

A segunda condigao, (ii), é conveniente para garantirmos que o método concorde
com o termo de ordem 2 (referente a y” = Df) do Método de Série de Taylor. De
tal forma, um método com mais de um estdgio (R > 1) terd condigbes necessérias
para ser, pelo menos, de segunda ordem. A Série de Taylor de k,- em torno do ponto
(tk, yr) serd da forma

of = of
Er(tky Yk) = fr + her 8k +h (Z amm) 8—; + O(h?). (3.2.18)

Agora, substituimos a Série de Taylor de ks, que pode ser escrita, em primeira
ordem, como kKs(tg,yr) = fr + O(h), na série de Taylor de &, acima. Com isso,
notamos que para que o método concorde com a ® do Método da Série de Taylor
até o termo de ordem um (relativo a D f), serd necessério termos

r—1
cr% + (Zamfk> Ofk -9, <afk fkaf’“) (3.2.19)

para algum 6, > 0. Portanto, a condi¢ao (ii) em garante que, se 7 > 1, o
método resultante tem chances de ter pelo menos ordem 2, sendo esta uma condigao
necesséaria para atingir segunda ordem. Ela nao é suficiente para obtermos segunda
ordem pois, para concordar com o método da Série de Taylor até pelo menos ordem
2, temos que considerar também os valores de b,..

Os métodos Runge-Kutta podem ser expressos na forma de uma tabela, conhe-
cida por Tabela de Butcher [5]. Ela é composta pelos coeficientes a5, b, € ¢, da
seguinte forma,
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C2 | a21
C3 | 31 @32

Cq | Q41 Q42  A43

CR | ARl Aar2 Aar3 -+ AR R-1
by by b3 -+ br-1 bR

ou, na forma compacta,

c| A

bt
onde ¢ é vetor de coeficientes c,, denominados como nés. bt é a transposta do vetor
de coeficientes b,., denominados como pesosﬂ A matrix A, definida pelos coeficientes

ars, € conhecida como matriz de Runge-Kutta.
Retomando o caso de dois estigios (R = 2), de (3.2.14))-(3.2.17)) tem-se
P(tr, Yk, h) = bik1 + bakz

= bif (tk,yx) + baf (tr + hez, yr + hagy f(te, yx)) , (3.2.20)

com ¢y = as1, que é igual ao 6 da sec@o anterior (vide equagao (3.2.10)).
Exemplo 3.2. Tem-se no Método de Euler Modificado (3.2.11

®(t,y, h) = f (t + gy + gf(t, y)> . (3.2.21)

Comparando-se (3.2.21]) com , constata-se que by =0 eby = 1 (logo by+by =
1) e que co = as = 5 Assim, o Método de Euler Modificado é um Método de

Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.

Exemplo 3.3. Tem-se no Método de Euler Aprimorado ,

Bt,,h) = 3 (1.9) + 3 f (¢4 hoy + (1)) (3222

1 1
Comparando-se (3.2.22) com (3.2.2()), constata-se que by = 3 e by = 3 (logo

by +by =1) e que co = a9y = 1. Assim, o Método de Euler Aprimorado é um
M¢étodo de Runge-Kutta de sequnda ordem com 2 estdgios.

3.2.3 Métodos de Runge-Kutta de ordens mais elevadas

Método 3.4 (Runge-Kutta de Terceira Ordem com Trés Estdgios (RK33)).

1
Oty h) = & (k1 + 4Kz + K3), (3.2.23)

10 termo “pesos” vem dos pesos usados em um método de integracio numérica para equacio
em sua forma integral.
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com

K1 :f(t,y),

h h
ko = f t+§,y+§f€1 ,

k3 = f(t+ h,y — hk1 + 2hka).

Método 3.5 (Runge-Kutta de Quarta Ordem com Quatro Estdgios (RK44)).

1
— (Iil —+ 252 —+ 2/€3 —+ KZ4) s (3224)

O(t,y,h) = 5

com
k1= [(ty),
R = 2ay 2521 ’

h h
53:f t+§7y+§’%2 3

kg = f(t+h,y+ hks).

Método 3.6 (Runge-Kutta de Quarta Ordem com Cinco Estdgios (RK45)).

25 1408 2197 1
Oty h) = S 2 2 22
(b9 h) = 5r6m + 556558 + qrog"™ ~ 57 (3.2.25)
com
R1 = f<t7y)7
ko= f t—&-ﬁ —‘rﬁfi
2 = 479 4 1)
L
7y 2 1 32 Ko 9
oo (o 120 12h L 1932h - 7T200h - 7296h
- 2197 "1 2197 "2 o197 "3 )0
3680h  845h
_f(Hh * 216 Py B + 513 0 410454>

Método 3.7 (Runge-Kutta de Quinta Ordem com Seis Estdgios (RK56)).

16 6656 28561 9 2
O(t,y,h) = — — s+ =k, 3.2.26
(0:9:7) = 1355+ 195957 + 56430 ~ 50" T 55" (3.2.26)
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com

K1 :f(tay)v

ko = f

kg =[ft+ ¥+ okr+

3 3h 9K
8 32 322

kg = f

1391 2107 ™ T 9197 2 T o197 18

ks =flt+hy+ ——K1 —8hko + ———K3

439h 3680h 845h
216 513 ’

T 4104

re = f D 27 9565 "2 T o2 T 40

( 12h 1932h 7200h 7296h >

h 8h 3544h 1859h 11h
t4+ =,y — =K1 + 2hko — K5

3.2.4 Exercicios

Exercicio 3.1. Proponha um Método RK de primeira ordem e dois estdgios.

Exercicio 3.2. Mostre que o Método de Euler Aprimorado concorda com

o Método da Série de Taylor apenas até o termo de segunda ordem.

Exercicio 3.3. Interprete geometricamente o Método de Fuler Modificado e o
M¢étodo de Fuler Aprimorado.

Exercicio 3.4. Mostre que todos os métodos de ordens mais elevadas (maiores que
2), apresentados na segdom sao de fato consistentes e de, pelo menos, sequnda
ordem.

Exercicio 3.5. Encontre as condi¢coes necessarias sobre os parametros da tabela de
Butcher para que um método de 3 estagios seja de ordem 3.

Exercicio 3.6. Considere o método com a sequinte tabela de Butcher

0
2/3 | 2/3 :
| 1/4 3/4

conhecido como método de Ralston. Mostre que o método tem ordem 2 e estime o
erro local de discretizacdo. FEste método € conhecido por minimizar a constante do
erro local de discretizacao.

3.3 Controle automatico do passo de integracao

Ja sabemos que o erro dos métodos estudados dependem do tamanho do passo de
integracao h. Discutiremos nesta se¢ao uma forma de escolher h, ao longo da inte-
gracao, de tal forma a garantir que o erro associado a discretizagao seja controlado.
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A ideia consiste basicamente em usar informagoes de 2 métodos com ordens diferen-
tes para controlar o erro. Isso é computacionalmente mais eficiente se os métodos
coincidirem nas avaliagoes de f, portanto, essa forma de controle comumente faz
uso de métodos de Runge-Kutta que tenham &, iguais.

Considere dois métodos explicitos de passo inico com ordens p+ 1 e p,

g = T R (b, 2 ), (3.3.27)
y£+1 = yz =+ h’(bp(tlm yza )7 (3328)
definidos pelas funcoes de iteracdes ®P+! e ®P,
R
oty h) = Y Wk (ty, ) (3.3.29)
r=1
R
Pty h) = Y Br.(ty,h), (3.3.30)
r=1

onde R é o nimero de estdgios do método de ordem mais alta. Caso o método de
ordem mais baixa tenha nimero de estdgios, R,, menor que R, os tltimos estdgios
devem assumir valor nulo (b2 =0 parar = R, + 1, R, + 2,..., R).

Subtraindo os erros locais de discretizacoes (o e a’,é“), considerando que os

métodos tem avaliagoes de k,- iguais (mesmos ¢, e a,s), temos que

ol — Pt = ®P(ty, y(t), h) — P (tr, y(tk), h)
= > (02— 0E )k (e, y(te), ).
r=1

Como aZH tem ordem p + 1, podemos estimar o}, como base em

S

of = 3708 — W )r (te, y(te), h) + O(hPH), (33.31)
r=1
usando .
of ~ Y (0P — Pk (e, yi, ). (3.3.32)
r=1

Note que, usando as definigoes de erros locais de discretizagoes, isso também poderia
ser estimado como

1
of ~ i — o), (3.3.33)

ao custo de termos que avaliar ambos métodos. Por outro lado, usando ,
aproveitamos as contas dos kK.

A estimativa de of pode ser usada para escolhermos um passo de integracao
h dentro de uma tolerancia para o erro local de discretizacao. Seja ¢ > 0 uma
tolerancia fixada. Suponha que demos um passo de integragao, com tamanho hy,
para o qual, com base na estimativa de oy, temos

b ()| < &, (3.3.34)

Sabemos que af(h) ~ Ch}, para algum C que pode depender de t;, mas nao
depende de hj. Gostarfamos de achar hgiq de tal forma a garantir que o erro
permaneca dentro da tolerancia. Assim, precisamos que

1 (i )| = [CIRE,, < e. (3.3.35)



50 Meétodos de passo tnico de altas ordens

Portanto, uma primeira aproximagao para hy41 pode ser obtida considerando que,
tanto no passo k quanto em k + 1, temos a mesma constante C, de forma a obter

que
hP
o, (hie)| Z})H <e (3.3.36)
k

Podemos entao adotar como préximo passo de integragao

h h ¢ v 3.3.37
k+1 — k m . ( b )

Com base no hyi41 calculado, estima-se ay41(hit1). Se este for menor que a to-
lerancia, passa-se para o préximo passo de integracao, senao, deve-se diminuir o
hi+1 e re-calcular ag4q(hgs1) até obtermos a precisao desejada.

Implementagoes mais simples estimam diretamente «y(hg) a cada passo de
tempo e consideram, de forma iterativa, diferentes valores de hj até que a to-
lerancia seja atingida (|ax(hg)| < €). Uma possibilidade é, por exemplo, multiplicar
sucessivamente hy por 0 < 8 < 1 até obter a precisao desejada.

Exemplo 3.4. Tlustraremos o procedimento com os métodos de Euler Modificado (5.2.11)}
e de Runge-Kutta RK33 . Para estes métodos temos, respectivamente, 0s
sequinte erros de discretizacdo locais sao

pv _ Y1) — y(te)

oy, - — Ko (3.3.38)

4 —y(t 1
QftK33 — w _ E(Kl + 4kg + K3), (3.3.39)

para 08 quais € possivel observar que ambos métodos tem a mesma avaliacdo de ko.
Calculando-se a diferenca entre (3.3.38) e (3.3.39), chega-se a

1
QM G BE3 6(“1 + 4Ky 4 K3) = (3.3.40)

1
= g(m — 2K9 + K3). (3.3.41)
Como afK33 = O(h®), pode-se reescrever na forma
1
afM = 6(/11 — 29 + K3) + O(h?),

ou aproximadamente

EM

(673 ~ (Hl - 2I<L2 + Hg). (3342)

| =

Empregando-se como uma estimativa para o erro de discretizacao local
do Método de Euler Modificado, pode-se propor uma estratégia ingénua para con-
trolar o passo de integragdo no Método de Euler Modificado. Dados (tx,yx), h > 0
e € > 0, um passo tipico de integracao dessa estratégia, sem usar , é descrita
no Algoritmo .

O algoritmo possui duas constantes, 8 e d, que agem da seguinte forma.
B reduz o passo de integragao para que a tolerancia seja alcangada, e 6 aumenta o
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1. Calcule k;,i=1,2,3 ¢ aEM,

R1 = f(tk‘7yk‘)a
Ro = f(tk + %/yk + %"{'1)7
R3 = f(tk + ha Y — hK/l + 2h’%2>7

ozkEM = é(m — 2Ko + K3).
2. Ache um h adequado a tolerancia e.
Enquanto o > ¢ faca
- Reduza o passo de integracao, h < pBh, 0 < 8 < 1;
- Recalcule k;, i =1,2,3 e afM = %(/{1 — 2Ko + K3).

3. Avance a solugao numérica e atualize o marcador de tempo:

Yk < Yu + hPear,
t min{tk + h, tfinal}-

4. Se t, < tfinq entao

- aumente o passo de integracao, h < dh, § > 1,
e retorne a 1,

senao FIM

Algoritmo 3.3.1: Controle do passo de integragao no Método de Euler Modificado.

passo de integracao para que sempre consideremos passos suficientemente grandes
e evitarmos darmos passos pequenos demais (correndo o risco de ficarmos quase
parados!). O algoritmo pode facilmente incluir também a estimativa para o h do
préximo passo com base na equagao (3.3.37]).

A combinagao dos Métodos RK45 (3.2.25)) e RK56 é conhecida como
Meétodo de Runge-Kutta-Fehlberg [3, 24]. Essa combinagao é comumente empregada
na pratica para controlar automaticamente o passo de integracao.

3.3.1 Exercicios

Exercicio 3.7. Escreva um algoritmo que empregue o Método de Fuler com controle
automdtico do passo de integracao baseado nos erros locais de discretizagdo dos
M¢étodos de Euler e de Fuler Modificado.

Exercicio 3.8. Escreva um algoritmo que empregue o Método de Runge-Kutta 45
com controle automdtico do passo de integracao baseado mos erros locais de dis-
cretizacdo dos Métodos de Runge-Kutta 45 e de Runge-Kutta 56
(Runge-Kutta-Felhberg). Verifique que a estimativa para o erro local de discretizagdo
€ dada por

aRKFNL/f ——128ﬁ - 2197& —&-im +3/€
73600 4275 0 75240 T 50 P T 5

(Sugestio: veja o algoritmo proposto por Burden [3].)
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3.4 Suplemento tedrico

Teorema 3.1 (Barreira Explicita (Butcher)). Se um método de Runge-Kutta com
R-estagios tem ordem p, entdo R > p. Além disso, se p > 5, entdo R > p.

Este importante teorema nos diz que sao necessérios pelo menos q estégios para
obter um método de Runge-Kutta de ordem ¢q. A demonstracao exige defini¢oes
que vao além do escopo dessas notas, mas pode ser encontrada em [5].

3.5 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 3.1. Determine os pardmetros as, c¢1 e co do Método de
Runge-Kutta com 2 estdgios de modo que este tenha ordem mdrima. Mostre que a
ordem nao pode exceder dois e deduza os métodos de Euler Aprimorado

{ Yo = y(to),

Yk+1 = Yk + h®(tr, Yk, h), tipr =t +h, 0<k<n-—1,

_ K1tk k1= f(tr yk),
(b(tkaykah’) - 2 € K9 :f(tk+h,yk+hlil)7

e de Fuler Modificado

Yo = y(to),
Ye+1 = Yk + h®(te, Y, h), tep1 =t +h, 0<k<n-—1,

o b R1 = f(tkv ykf); L
tk, Y, h) =Koy €
(t, s 1) 2 ko = f(tk + 5, Yk + S K1),
2 2
h—
ambos com h = a'
n

Solucao:

O Método da Série de Taylor de ordem 3 € dado por

h? R .
v = ye +hy W (t) + 5@ (t) + 57y (1) + 00

onde as derivadas sdo dadas por
y V() = fty), D) = filtoy) + ) fty) e g0 = fult,y)+

+2fty(t> y)f(tv y) + fyy(ta y)fQ(ta y) + ft(tv y)fy(t7 y) + f;(t7 y)f(tv y)

Em uma tunica expressao, tem-se

h2
Yet1 = Y+ hf(te,ye) + o7 fe(trsyr) + fou (e, yr) f (e, ye)] +
h3
+ogr [fee (b, Yi) + 2Fey (s Y f By Y) + Fy (b y) F2 (i ui) | +
h3
+ o5y [fe(ts yn) fy (b yr) + fo (s ) f (e, )| + O(RY). (3.5.43)
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Um Método de Runge-Kutta de 2 estagios se escreve como
Yk+1 = Yk + h (1K1 + caka) , (3.5.44)
com k1 = f(tg,yr) € ke = f(tx + agh, yx + hba1k1). Como as = bay, tem-se para ks
ke = f(tx + a2h, yx + hazky). (3.5.45)

Truncando-se a erpansio de em Série de Taylor ao redor de (t,yr)
nos termos de ordem 2, obtém-se

ky = fte,yw) + a2h [fe(te, ye) + 51 fy(te, ye)] +

21,2
ah [fee(ti, yi) + 261 fry (b yi) + K3 fyy (teoye)] - (3.5.46)

2!

+

Apds reorganiza¢ao em poténcias de h, a substituicao de (3.5.40) em (3.5.44))
resulta em

Ykt1 = Yk + (c1 +c2)hf(te, ye) +
azcah® [fi(te, yr) + f(tr, yr) fy (b )] +

a3coh? 2
o1 [fee (s yi) + 2 (i i) oy (b i) + 2 (i i) oy (b )] -
(3.5.47)

- -

Comparando-se (3.5.43) e (3.5.47), conclui-se que
c1+c =
agCy =

1
Assim, se ¢y = cg = 3 entao as = 1 e tem-se o Método de Euler Aprimorado.

M| = =

1
Seci =0 ecy =1 entao ay = 3 e tem-se o Método de Euler Modificado. Nao

€ possivel estabelecer concordincia entre os termos de terceira ordem de e
. Em hd trés termos com o fator h3, enquanto que em hd

cinco termos com esse fator. Portanto, a ordem ndo pode exceder dois.

Exercicio Resolvido 3.2. Obtenha um método de Runge-Kutta de trés estdgios
de terceira ordem para o qual co = c3 e as = ag.
Solugao:

3
Yk+1 = Yg T+ hzcrﬁr =

r=1

= 1y + h(c1k1 + caka + c3K3) .

Como ¢y = c3, tem-se que

Ykt1 = Yk + h(c1m1 + caka + c2K3), (3.5.48)
sendo

R1 = f(t7 y)a

ke = f(t+ haz,y+ hbaik1),

k3 = f(t+ haz,y+ hbsik1 + hbzaka).
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r—1
De a, = me, 0<r <3, eay = as, obtém-se as = bay, ag = b3y + b3z €
s=1
as = bz + b3z, 0 que implica que byy = as — bzo.
Assim,
K1 = f(tvy)a
Ry = f(t+ha23y+ha2’{/1)a
k3 = [(t+hag,y+ h(az — bsz)k1 + hbsaks).

Considere que f(t,y) tenha derivadas parciais continuas até a ordem necessdria,
entdo expande-se ko e k3 em torno do ponto (t,y) até o termo de sequnda ordem.
Durante a expansao, todos os termos de terceira ordem sao desprezados porque na
substituicdo em esses termos acabam compondo termos de ordem quatro.

e FEzpansio de ky (com k1 = f):

h*a3 2
ke = [+ ha(fe+ ffy)+ 5 (fee +2f fry + [ foyy) =
h2a3
= [+haF+—2G, (3.5.49)

onde F = fo+ ffy e G= fu+2ffry+ [*fyy-

e Expansdo de k3 (com k1 = f):

k3 = f+h{aafi + [(a2 — b32)f + baara] fy} +
2
%{aéftt + 2as [(a2 — bs2) f + bsaka] fiy +
+  [(az — bs2) f + bsara]” Joy} =
]’L2

= f+iAl+ (B

onde = {aafi + [(a2 — bs2) f + bsara] fy } €
= {agftt + 2a3 [(ag — ba2) f + bazka] fry + [(a2 — b32) f + b32/<62]2 fyy}-

Desenvolvimento de :

= a2ft —+ [(CLQ — ng)f + b32/<'32] fy 9 9
= afe+axffy —bs2f fy +bsafy <f+ hay F' + : a2G>

2
h2a2
= agfi +axffy — baaffy +bsaf fy + hasbs2F'f, + > b32G fy
h%a?
= ax(ft + ffy) —bsaf fy + bsaf fy + hagbsa F'f, + TQb32ny

h2a§b32

= G,QF + hagbggny + B

Gf,.



Capitulo 3 55

Assim,

hQG% b32

= CLQF + hazbngfy + 9

Desenvolvimento de :

Gf,. (3.5.50)

a3 fu + 2as [(a2 — bsa) f + bsaka] fry+

I |

[(ag — bs2) f + bszra]” fiy =
a3 fir + 203 f fry — 2a2b3a f fry + 2a2bsa fry k2 +
N (3.5.51)
B
+ [(a2 — bs2) f + bsakal” fyy -
Ba
Substituindo-se em By e Bs, chega-se a:
Bi = 2asbsaf fry + 2ha3bsaF fry,

By, = angfyy + 2ha§b32Fffyy'

Em By e By, descartaram-se termos com fator hP, p > 1. Substituindo-se By

e By em (3.5.51]), obtém-se

— a2G + 2hadbsy F fry + 2ha2bsa F f £y (3.5.52)

Substituindo-se (3.5.50) e (3.5.59) em (3.5.50), tem-se

hzagbg;g
R3 = f -+ h (IQF -+ hagbggny -+ B ny

h2
+ 5 (a3G + 2ha3bsa F fry + 2ha3bsa F f fiyy) =

h2
= f+haF+ (a3G + 2a2b32 F f,) - (3.5.53)

Em , descartou-se o termo com fator h3.
Substituindo k1, Ko € kg em , tem-se

h%a2
Yk+1 Ye +h |:le+02 (f + haoF + 2G>] +

2

h2
+ hCQ |:f + h(lQF + ? (agG + 20,2[)32ny):| =

Y + hcr + 2¢2) f + 2h%aseoF + h® (a5ca + asbsacaF fy) .
(3.5.54)
O Método da Série de Taylor de terceira ordem € dado pela expressao

h? h3
Yet1 =Yk +hf + ?F + n (G+Ffy). (3.5.55)
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Para que (3.5.54)) coincida com , deve-se ter

2
C1 —+ 262 = ]. Ao = g
i 2
2&262 = b32 g
=
2. _ = 1
G/QCQ — Cl — 1
2p. = 3
a2b3202 cy = §
2 3

Com os valores anteriores, tem-se az = c3 = 3 e byy = 0. Assim, o Método

gi
de Runge-Kutta de terceira ordem, com as condi¢oes impostas, é dado por

_ +h +3 +3
Yk+1 = Yk 1 K1 2:%2 2:%3 s

2h 2h 2h 2h
Com/{lzf(tay)z R2f<t+7y+3/€1) 6%3f(t+,y+lﬁ22>.

3 3 3
Exercicio Resolvido 3.3. Mostre que o Método de Runge-Kutta 44 cldssico,
Yo = y(to),
Yk+1 :yk+hq)(tk,yk,h), Tr41 :tk+h, nggnf].,

onde ®(t,yr, h) = &(k1 + 2K2 + 2K3 + K4), com

I (tx, yk)

f (tk +3 7yk: + K/l)
K3 = f(tk + zvyk+ 2"{2)7
Kka = f (te + h,yr + hks)
(b—a . . o Lo
eh= , aplicado a equagao diferencial Y = py, p constante, fornece
Ye+1 _ ph 5
== =P 4+ O(ph)°.
Yk
Solucao:

Calculando-se k1, k2, K3 € K4 para a equacdo y = py, tém-se

k1 = f(tk,yr) = PUk,

h h
K = f(tk+§,yk+§lil) Yr + pyk p+7 Yk
Ky = f(t L0 +ﬁ/<;) + +—
3 = kQakaQ PkaP 2yk

2h 3h2

< “!‘74’ 4 >yka
2h 3h2

Ky = f(tk+hayk+hli3):p|:yk+h(p+2+4>yk:|:

3h2 4h3
= (p+p2h+p2 +5 )yk
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Aplicando-se os resultados acima no Método de Runge-Kutta de quarta ordem,

obtém-se 22 3p3 i
p p p
=1 h

Yk+1 ( + ph + 5 + 6 + o )yk,

donde
272 373 474
Yk+1 p~h= p°’h®  p°h
=1 h . 5.
" + ph + o + 3l + 1 (3.5.56)
Como
h 0 (ph)n _ p2h2 p3h3 p4h4 5
M= Y = L ph o+ P 4 e e O (00)7),

n=0

pode-se reescrever como

Yet1 _ ePh 4 O(p5h5).

Yk
Exercicio Resolvido 3.4. Considere o problema de valor inicial
{ gy = e* 0<t<l,
y(0) = 3.

(a) Estime h para que o erro de discretizacao local para o Método de Euler seja
menor que 1074,

(b) A estimativa para h obtida no item (a) pode ser usada como aproximag¢ao
inicial do passo de integragdo para o Método de Runge-Kutta-Fehlberg? Jus-

tifique.
Solucao:

(a) O Método de Euler

{ Yo = y(to)
Yk+1 = Y + hf(te, yr)
tem erro local de discretizacao dado por
t —y(t
o= W) 20 gy 00). (35.57)

Truncando-se no sequndo termo a expansao em série de Taylor de y(tg+1)
com centro em t = t, obtém-se

(tk+1 — tk‘)2 "

Y(trrr) = y(tr) + (trr — tr)y' (te) + 51 y" (&), (3.5.58)

com & € (ty, thy1).
Denotando-se h = tpy1 — t e substituindo-se em , tem-se

que
o MO U
= () + 0" (©) — (e y(0e)
= M, (3.5.59)

[\
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Assim,
h
4G
mazx || < ﬁmaa:| "(6)]
k ko= 79 cel Y ’
B mazly(©) < 1074
2 el ’
2.1074
h < m. (3~5~60)
gel y
Ainda,
I = [0,1],
o2t
) = —
y(t) 5
y/(t) — th’
y'(t) = 2. (3.5.61)

Como a fungdo (3.5.61)) € estritamente crescente no intervalo [0, 1], assumindo
o valor mdzimo 2e% em t = 1, pode-se reescrever (3.5.60) como

2.10~4
h< ™ —
2¢2
1074 s
h < —— ~1,35335210°. (3.5.62)
e

(b) Uma aproximagao para o erro local de discretizagao do Método de Runge-
Kutta-Felhberg € dada por

1 128 2197 1 2
RKF
Ny — S e — ks 4 — kg, 3.5.63
U 360" T 1275" T 75240™* T 50" T 55" ( )

1074
Calculando (3.5.63) com f(t,y(t)) = e*, to =0 e h = —5—, obtém-se
e

K1 = (thyO) = tho = 60 = 1a
ke = [t —i—ﬁ +ﬁl€
2 = 0 4790 4 1

= 2(to+E) — ¢ & 1,000006767,
ks = f|t +% —l—%m +%n
3= 0T g T g T g

= 2(o+8) — 0%~ 1,00001015,
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12h 1932h 7200h 7296h )

= f<t0+13’y°+ 2197 "~ 2107 ™2 T 2107

= 2ot HE) — oA~ 1000024985,

216 513 %7 4104

= 2toth) — 2k~ 1.000027067,

439h 3680h 845h
Ky = f<t0+h,y0—|—l-€1—8hli2—‘r )

s Bh . 854k 1850h 11h
ke = —,Y0 — —K Ko — K K4 — —K
6 0T YT o 27 o565 0T 4104 YT a0 ™0

= 2(to+3) — ch ~1,000013534,

REE 1,96784210 11, (3.5.64)

Q
S
X

Como no Método de Runge-Kutta Fehlberg tem-se que

laf ™| =1,967842107 " < e =10"", (3.5.65)

10~

como valor inicial para o passo de integra¢ao h. O mesmo
—4

pode-se usar —
e

se verifica para h < —
e



60

Meétodos de passo tinico de altas ordens



Capitulo 4

Estabilidade absoluta dos
métodos de passo tinico

Considere o Problema de Cauchy

{iy(t) = —10y(t), te[2,6], (4.0.1)
y(2) = 1000,

cuja solugdo exata é y(t) = 1000e~19+20 (verifique!). A obtengdo de uma solucio
numérica para (4.0.1) demanda, na pratica, a escolha de um passo de integragao h >
0 além, é claro, de um método numérico. Por exemplo, considere as aproximagoes

obtidas com o Método de Euler (1.4.23]),
Yer1 = Y+ hf (te,ue) =
= Yr+ h (*10yk) =
(1 —10h)yx,

com passos de integragdo h = 0,125 e h = 0,5. A Tabela mostra o erro de
discretizacao global para cada um destes passos de integragao.

h=0,125 h=0,5

123 y(te)  ly(te) =yl ly(tr) — vkl
2.0 1,000E103 0,000E1+00 0,000E+00
25 6,738E+00 2.832E+00 4,007E+03
3.0  4540E-02  3,014E-02 1,600E-+04
3,5 3,059E-04 2,463E-04  6,400E4-04
4,0 2,061 E-06 1,828E-06  2,600E+05
4.5 1,389E-08 1,298E-08  1,024E+06
50  9358E-11  9,003E-11  4,096E+06
55 6,305E-13  6,166E-13 1,638E-+07
6,0 4,248E-15  4,194E-15  6,554E+07

0 O Uik W~ O

Tabela 4.1: Erros de discretizagao global produzidos pelo Método de Euler na
solugdo numérica de (4.0.1) para dois tamanhos de passos de integracao.

Da anadlise da Tabela constata-se que o Método de Euler produz um erro
de discretizagao global aceitavel para h = 0,125, porém inadmissivel para h = 0, 5.



62 Estabilidade dos métodos de passo tinico

Qual é entao o motivo para o comportamento da solugao numérica em ambos os
casos? Como escolher, na pratica, um passo de integragao que permita uma analise
confidvel dos resultados obtidos? A escolha apropriada do passo de integracao h > 0
estd associada ao conceito de estabilidade absoluta (h > 0, fixado).

4.1 Estabilidade absoluta

Para compreender a origem dos problemas de estabilidade que se pode ter na
escolha de um passo de integracao h > 0 para um determinado método numérico,
considere o Método de Euler

{ Yo = y(tO),
Yk+1 = Yk + hf<tk7 yk)a

aplicado ao Problema de Cauchy modelo

{jty(t) = Ay,
y(to) Yo,

cuja solucio exata é dada por y(t) = yoe**=%) (verifique!). Assim, tem-se

Yht1 = Y +hf(te,ye) =
= yr+ Ny =
= (L4 M)y (4.1.2)

Estabelecendo em (4.1.2) uma dependéncia da condi¢ao inicial yg, chega-se a

y1 = (14 Ah)yo,
ys = (14 M)y,
ys = (1+ )y,
ye = (14 Ah) "y, (4.1.3)

onde o parametro A pode ser real ou complexo. O fator (1 + Ah) é denominado
fator de amplificagao.
H4 duas situacoes possiveis para A € R:

1. Se A < 0 entdo lim y(t) = lim yoe’\(t_t‘)) =0.
t—o00 t—o00

A solugdo numérica yi terd esse comportamento se, e s6 se,

1+X| <1l = —-1<1l4+M<l=-2<AI<O.

Assim, a solucdo numérica tem o mesmo comportamento da solucao exata se,

e sé se, A\h € (—2,0).
2. Se A >0,
Yo, Se€ A= 0,

tlim y(t) = tlim Yot = ¢ oo, se A>0, yo >0,
oo e -0, se A>0, o <0.
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Neste caso, o valor absoluto da solugao numérica
k
ye = (1+ Ah)" yo
apresenta sempre o mesmo comportamento da solugao exata: tende ao infinito.

Diz-se que o Método de Euler é um método condicionalmente estdvel cujo in-
tervalo de estabilidade absoluta é dado por Ah € (—2,0), A < 0.

E interessante observar que para A € C tem-se \h=z=a+bi €C, a,beR, e
que, portanto,

z = M=a+bi, a,beR
M+Mr| <1 = |z+1]<1
S la+bi+1<1
& Jla+1)+bil <1
s V0e+1)2+02<1
& (a+1) 4+ <1

& fa—(-D]P?+v” <1 (4.1.4)

Em , tem-se o conjunto dos pontos interiores a um disco centrado no ponto
(=1,0) e de raio 1. O intervalo de estabilidade é definido por Re (Ah) € (—2,0). A
parte imagindria, Im (Ah), é responsével pelo comportamento oscilatério da solugao.
Representamos a regiao de estabilidade (no plano complexo) na Figura

Definicao 4.1 (Estabilidade absoluta). Seja um método de passo inico que, apli-
cado ao Problema de Cauchy modelo

d
—y(t) = My(t AxeC
il y(t), AeC,
y(tO) = Yo,
conduz a
Yk+1 = ¥ (M) yp.
O conjunto

Q={peC| ) <1}

é denominado regido de estabilidade absoluta (h > 0, fizado) e ¥ (Ah) € o fator de
amplificacdo. A intersec¢do da regido Q2 com a reta real determina o intervalo de
estabilidade absoluta do método de passo unico.

No intervalo de estabilidade absoluta, solugao exata e numérica apresentam
qualitativamente (em algum sentido) o mesmo comportamento. A Tabela apre-
senta os intervalos de estabilidade absoluta para alguns métodos de Runge-Kutta.
E possivel mostrar que, todos os métodos com R estagios e ordem p = R tém o
mesmo intervalo de estabilidade absoluta [I6]. Por exemplo, o método do ponto
médio explicito e o método do trapézio explicito, ambos métodos de Runge-Kutta
de 2 estdgios e ordem 2, possuem o mesmo intervalo de estabilidade absoluta, des-
crito na Tabela[£:2] Verifique na Figura as regioes de estabilidade absoluta para
métodos de Runge-Kutta de R estagios e ordem R.
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Im(\h)

Figura 4.1: Regiao de estabilidade para métodos de Runge-Kutta. O interior das
curvas fechadas indicam Ah tais que |1(Ah)| < 1.

Exemplo 4.1 (Euler Implicito). Considere o método de Euler implicito, para o
qual temos iteracoes da forma

Yk+1 = Yk + hf (b1, Yra1)-

Substituindo no problema modelo y' = Ay, temos

Ye+1 = Yk + ANyry1.
Re-organizando os termos e isolando Y41 notamos que

1

V) = 5

Para A <0 e h >0, [9(Ah)] < 1, portanto o método € incondicionalmente absolu-
tamente estdvel. No plano complezo, a sua regido de estabilidade € o complementar
do circulo centrado em (1,0) com raio 1, ilustrado na Figura .

4.1.1 Exercicios

Exercicio 4.1. Expliqgue o comportamento observado para o Método de Euler apli-
cado a solucdao do p.v.i. com passos de integracio h = 0,5 e h = 0,125.
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Im(Ah)

Euler Implicito
Re(Ah)

L/

Figura 4.2: Regiao de estabilidade para o método de Euler Implicito. O interior do
circulo indica Ah tais que |[¢(Ah)| > 1, portanto a regido que garante estabilidade
absoluta é tudo que estd fora do circulo.

Exercicio 4.2. A Tabela[[.9 traz o fator de amplificagdo e o intervalo de estabi-
lidade absoluta para os Métodos de Runge-Kutta de ordem R com R estdgios [16].
Verifique que, de fato, os fatores de amplifica¢do estio corretos. Além disso, verifi-

R Fator de amplificacdo Intervalo 2

1 1+ \h (-2, 0)

2 14+ Ah 4 Q0° (-2, 0)

3 14 My 4 Q07 R (-2,51, 0)
2 3 4

4 14+ Ah4 GRE L OB OB (978, 0)

Tabela 4.2: Intervalos de estabilidade absoluta para Métodos de Runge-Kutta de
ordem R com R estagios [16].

que que o método do trapézio explicito (Euler Aprimorado) (1.4.25) e o método do
ponto médio explicito (Euler Modificado) (3.2.11)) possuem o mesmo intervalo de
estabilidade absoluta.

Exercicio 4.3. Comprove o efeito da estabilidade (ou instabilidade) usando o

Método de Runge-Kutta de quarta ordem com quatro estdgios (3.2.24) para calcular
a solucdo numérica do problema de valor inicial

d oo 51

— = — - — — <t <

{ Zy() StP(1) + 5 — 5, 1St 4, @15)
y1) = 1,

comh=0,2 eh=0,4. Sugestdo: Mostre que a solucao exata do problema de valor

1
inicial (4.1.5) € y(t) = —. Com a solugdo exata e a solu¢ao numérica, calcule o

erro global de discretizacgao.
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4.2 Suplemento tedrico

4.2.1 Instabilidade inerente

Seja o problema de valor inicial

d
—y(t)=y(t)—t, te[0,5
Sy(t) =y(t)—t, teo, o

y(0) =1

Em (4.2.6)), tem-se uma equacao diferencial ordindria linear, de primeira ordem,
nao homogénea. A solucao exata de (4.2.6) é dada por

y(t) =t+1, (4.2.7)

que se obtém usando o fator integrante e~*.
Perturbando a condigao inicial em (4.2.6]) em 1%, isto é, y(0) = 140,01, tem-se
os problemas de valor inicial

d

Syt =yt) —t, telo,5],

Gyt =y(t) 1, tefos o
y(0) = 0,99,

Loty =yt)—t, te (0,3

dt ’ o (4.2.9)
y(0) = 1,01.

As solugoes exatas de (4.2.8) e (4.2.9) sao dadas, respectivamente, por

y(t) = —0,0le' +t+1 e (4.2.10)
y(t) = 0,01’ +t+1. (4.2.11)

As solugoes (4.2.7)), (4.2.10]) e (4.2.11)) em ¢t = 5 valem, respectivamente,

y(5) = 5+1=6
y(5) = —0,0le’ +5+1~4,5
y(5) = 0,01e’ +5+1~7,5.

Como pode ser visto, perturbando-se a condicao inicial em em 1%, a
solugao varia cerca de 25%. No exemplo dado, nenhum método numérico serd
capaz de produzir um erro inferior a 25% se a condigao inicial for perturbada em
1%. Este é um problema de estabilidade intrinseco ao problema de valor inicial e,
por este motivo, denominado de instabilidade inerente.

4.3 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 4.1. Determine a regidgo de estabilidade absoluta para o
Método do Trapézio (Implicito).
Solugao:
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Tome o problema-modelo
4 @t = X A<0
{ dty Y, )
y(to) = o,
cuja solucao exata é
y(t) = yoe 710,
Aplicando-se o Método do Trapézio, obtém-se
Ykv1 = Yk +h®(tk, Yk, k1, h)
tk, + f(t ,
T yk+hf( ks Yk) 2( k15 Yk+1)
Ay + A
Y1 = +h Yk 5 Yk+1
D) Ye+1 = 2 Yk
24 Ah
= _— . 4.3.12
Yk+1 (2 — )\h) Yk (4.3.12)
Estabelecendo-se em uma dependéncia da condi¢do inicial yo,
B 2+ Ah
Y= o) Yo
(24NN (24BN (2420 (24 0R)°
o= e T o) \a—on)) T \a o) T
(24 2R\ (24BN (24207 240Rn)°
o= gm0 \a—an) T o) P
(240N (24BN (24207 /24an)"
“om o) o) \a—an)) T ) P
k
24 Ah
Y = (2_ /\h) Yo- (4.3.13)

2+ Ah
O fator de amplificagao é v (Ah) = 5 + .

Para estabelecer o intervalo de estabilidade absoluta do método € preciso analisar
as condigdes para que | (Ah)| < 1, isto ¢,

2+ Ah - 24+ Mh
2 —A\h 2—M\h
O Método do Trapézio é incondicionalmente estavel, ou seja, ndo restri¢ao

na escolha do passo de integragao.
Observagao:

<1= X <0= A€ (—00,0).

‘<1¢1
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Quando A € C, se z=Ah=a+bi, a,b € R,

2+ A\h <1 = 242 <1
2 —\h 2—z
N 2+ a+ bi 1
2—a—bi
(a+2)+bi
= |
(—a+2)—bi
9 )
N |(a + )—&-bz\' <1
|(—a + 2) — bi
(a+2)2 + b2
=

Vear o o

= V(@+22+b0</(-a+2)2+0?

= d’+da+4+0*<a®—4da+4+0°

= 8a<0

= a<0

= Re(Ah) <0. (4.3.14)

Em (4.3.14), tem-se o conjunto dos pontos do semiplano a esquerda da origem.
O intervalo de estabilidade € definido por Re (Ah) € (—00,0), enquanto que Im (Ah)
é responsdvel apenas por um comportamento oscilatdrio da solugdo (veja Schwarz

[21)]).
Exercicio Resolvido 4.2. Considere o Método de Runge-Kutta de dois estdgios
Yo = ylto),
4.3.15
{ Y1 = Yk th(cik + c2k2), ( )
com
k1= f(ty),
ke = f(t+ah,y+ hbk1),
onde a,b,cy, e co sao constantes, aplicado ao problema-modelo
d t) = Ay, A<0
y(to) = wo.

Calcule o fator de amplificacdo e o intervalo de estabilidade absoluta do método
supondo a =b e ¢y +cy = 1.
Solugao:

Na aprozimagao obtida no ponto tyy1, tem-se

Ye+1l = Yk +heiky + heako
= Yk +hef (tk, yk) + heaf (tk + ah, y, + hbf (te, yk))
= yr + hei Ayg + hea (yr + hbAyy)
=y + hcei dyg + headyg + cab ()\h)2 Yk

- (1 + (c1 + c2) A + c2b ()\h)z) n

= (1 + Ah + cob (Ah)z) Y-
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Assim, recursivamente, obtém-se

k
b1 = (1 b+ eob (Ah)2> Yo.
Denotando-se o = cob e \h = x, o fator de amplificacdo é dado por
Y(z) =1+ + ax?. (4.3.17)

Para determinar o intervalo de estabilidade absoluta do método é ne-
cessdrio analisar as condigoes para que |¥(x)| < 1, isto ¢,

1<) <l=-l<ar’+z+l<l=-2<ar’+2<0.
Para:

1. ax®’ + 2> 2= ax? +x+2 >0, hd trés casos possiveis:

(a) Se o < 0 entao

A = 1—-8a>0
-1 —+1-8«
7 = —
2w
- -1+ +/1 -8«
2 f— ——————————————————
2c

e o intervalo é dado por (x1,22);

1
(b) Se0<a< 3 entdo

A = 1—-8x>0
—1—+1 -8«
T P St
! 2¢
—14++1—-8a
Tg = ———
2a

e o intervalo € dado por (—oo,x1) U (22,00);

1
(c) Seoz>§ entdo ax® +x+2 >0, Vx € R.

2. ax® +x <0, hd dois casos possiveis:

(a) Se o> 0 entao
ar’+r<0=z(ar+1)<0

1
e o intervalo € dado por (—, 0) ;
Q
(b) Se Se oo < 0 entdo

ar’+r<0=z(ar+1)<0
) , 1
e o intervalo é dado por (—o0,0) U (—, oo>,
«

Sendo a = c3b, na andlise do problema modelo tem-se 0s seguintes
intervalos de estabilidade:
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Ezxemplos

1. Método de Euler Modificado (Método do Ponto Médio)

h h
Yet1 = Yk + hf <t+ §7y+ 2f(t,y))

1 1
a:b:i, c1 =0, czzléa:@b:iéz:/\he(—l())

2. Método de Euler Aprimorado
h
yerr =y + 5 [ (Ly) + f oy + RS (ty)]
=b=1 _! —1:> = b—1:> = Ah € (-2,0)
a= —701—2,62—2 a*CQ*Q = )
3. Método de Ralston

wer =+ [ 437 (14 3ny+ Snf @)

1

1 3
a=b= o=, 02f1:>a:02b:§:>z:)\h€(7270)
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Métodos de passo multiplo
lineares

Para se obter resultados mais precisos, em geral, aumenta-se a ordem do método
numérico ou diminui-se o passo de integracao utilizado. Ambas as estratégias resul-
tam num algoritmo mais custoso do ponto de vista computacional pois, de um lado,
na primeira abordagem requerem-se mais e mais calculos da fungao f que define o
Problema de Cauchy e, de outro, na segunda abordagem aumenta-se a quantidade
de passos de integracio para se alcangar um mesmo instante final de estudo (e,
portanto, mais e mais cdlculos de f uma vez mais). Se o custo de se calcular f é
“baixo” entao é possivel que qualquer uma das duas estratégias sejam satisfatérias,
dependendo da regiao de estabilidade dos métodos em jogo. Caso contrario, se o
custo computacional de se calcular f é alto, uma alternativa interessante é o uso
de métodos de passo multiplo os quais exigem apenas um calculo de f por passo
no tempo (em contrapartida, como serd comentado, a um custo do aumento da
demando por memdria).

5.1 Caracterizacao dos métodos de passo miltiplo

Definicao 5.1 (Método de Passo Miiltiplo). Um método de passo miltiplo linear
(ou método de n-passos linear) tem a forma

Z%ykﬂ = hZijk+j, (5.1.1)
3=0 j=0

ou seja,
QnYptn + -+ A1Yg1 + oyr = b [Bn froqn + - + Bifet1 + Bofil s

onde o e 3; sao constantes, sendo o, #0 e o + B2 #0 e fr. = f(tr,yr)-

A relagdo (5.1.1)) 6 uma equagao de diferengas linear cuja solugao é uma sequéncia
{yn}, n € N. O método numérico definido por (5.1.1)) é implicito quando 8, # 0 e
explicito quando 3, = 0. Sem perda de generalidade, assume-se que «,, = 1.
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Exemplo 5.1. Usando a notagcao empregada no Capitulo 1, o Método de Adams-
Bashforth de 4 passos se escreve como

yo =y(to), yp pré-determinado, 1 <p <3,

Y1 =Y + 25 (55fk — 59fu—1 4+ 3T fr—2 —9fk—3), 3<k<n-—1.
Na notagdo utilizada em , ele se escreve como

yo =y(to) , yp pré-determinado, 1 <p <3,
(5.1.2)

Yr+a = Yts + o5 (55 frts — 59fhr2 + 37 fos1 — 9fx) . k=10,1, ...
Comparando-se com , constata-se que

OéQZO, 041:0, O{QZO, a3=—1, 054:1

-9 37 59 55
Bo_ﬁv 51—ﬂ, 52——ﬂ, ﬁ3—ﬂ7 Ba=0.

O método é explicito (84 = 0), de 4-passos e y,, para 1 < p < 3, é obtido
numericamente por intermédio de um método de passo unico. Observe que alguma
consideragao é necesséria para a escolha do método de passo unico que se utiliza
para inicializar um método de passo multiplo pois erros introduzidos inicialmente
(e.g. introduzidos por métodos de passo tnico de ordens demasiadamente baixas)
persistem e contaminam a solugdo numeérica final. Na prética, por cautela, é co-
mum escolher-se um método de passo tinico com mesma ordem do método de passo
miultiplo em uso, embora a teoria preveja que é suficiente escolher-se um que tenha
sua ordem um a menos que a ordem do método de passo multiplo.

5.2 Deducao de métodos de passo miiltiplo

Dentre intimeras estratégias disponiveis, para se deduzir tais métodos é comum
utilizar-se:

1. a forma diferencial do Problema de Cauchy (1.1.5));

2. a forma integral do Problema de Cauchy (1.2.8)) e quadratura numérica (e.g.
Regra dos Trapézios ou de Simpson);

3. interpolagao polinomial (e.g. interpolacdo de Newton ou splines).

Exemplo 5.2 (Método de Simpson). Considere a Tabela [5.]]

t \ 143 \ Tkt \ Tet2

Fy@) =F | fr | Ferr | fese

Tabela 5.1: Valores de f em trés instantes sucessivos de tempo.

Integrando a forma diferencial do Problema de Cauchy para t € [ty t;12]

/ttk+2 %y(s)ds = /tm f(s,y(s))ds

k tr
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obtém-se

Y(tees) — y(tn) = / U Fso(s)) ds, (5.2.3)

ty

da qual, aplicando-se a quadratura definida pela Regra de Simpson e utilizando os
pontos dados pela Tabela , chega-se a aproximacdo

Y(tir2) — y(te) = g (fr +4fe+1 + frr2) (5.2.4)

A expressao dd origem ao método de 2 passos implicito

h
Ykt2 " Uk =3 (frt2 +4fk1 + fr) (5.2.5)

conhecido como Método de Simpson.
Comparando-se (5.2.5) com (5.1.1), constatam-se que

0402—1,0(1:07062:1

1

fo=3 bi=3 fa=73.

5.3 Erro de discretizacao local

Definicao 5.2 (Erro local). Dado o método numérico de passo mailtiplo linear
5.1.1), o erro de discretizacao local em relacdo a um problema de valor inicial é
definido por

Th = % Zajy(tk +jh) — Zﬂjf(tk + jh,y(te + jh)), (5.3.6)
j=0 J=0

onde y(t) é a solugcdo (dnica) de um problema de valor inicial.

Adotamos a notagao 73 para o erro local de discretizacao, ao invés de a4, usado
nos métodos de passo tUnico, apenas para evitar um conflito de notagao com os
coeficientes a;; do método.

Seja

n n
dp = hr =Y ogy(te +jh) —h Y Bif(tk + jhy(ts + jh)). (5.3.7)
j=0 §=0

Assim como nos métodos de passo tnico, di é o erro produzido pelo método
numérico para avancar a solugao um passo de integracao h partindo de valores
exatos y(tp +7h), 0 <j<mn-—1.

Considere a solucdo numérica obtida a partir da resolugdo da equagao de dife-
rengas

D ks —h Y Bif(trys ykes) = 0. (5.3.8)
=0 =0
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Calculando-se a diferenca entre ([5.3.7)) e , obtém-se

de = Yo ylte +jh) = yees] +
=0
hy Bilf(te + jh,y(te +3h)) — f(tkrjs Yrrs)] - (5.3.9)
=0

Assumindo valores exatos yiy; = y(tr + jh), 0 < j <n —1, tem-se para j =n

em que
dp = y(thrn) — Yk4n — hﬁn [f(tk + nh7 y(tk + nh)) - f(tk+nv yk+n)] . (5310)

H& duas possibilidades em ({5.3.10)):

1. B8, =0 e o método é explicito com erro de discretizagao local dado por
di. = Y(tktn) — Yrtn,

2. Bn # 0 e o método é implicito com erro de discretizacao de uma passo de
integragao dado por

dip = yY(tx +nh) — Yisn — hBn [f(tx + nh, y(ty +nh)) — f(trtn, Yotn)] =

Teorema do Valor Médio

0
5.*;; (thtns Ekan) (Y(te +1h) — Ypgn) =

y(t’f + ’I’Lh) — Yk+n — hBn

_ me%mw&mywmw%m. (5:3.11)

Em métodos explicitos, vé-se que o erro de discretizagao local é dado diretamente
pela diferencga entre a solucao exata e a aproximagao numérica obtida a partir de
valores exatos em instantes de tempo anteriores. Em métodos implicitos, tal erro é
apenas proporcional a esta diferenca.

Expandindo-se (5.3.7)

n

—w—z%twm>h2mmwmew»

Jj=0

yW (tx+jh)

em Série de Taylor ao redor de ¢t = t, tem-se

) P ) PR )
dk—ZaJ (te) + by () + 5y @) + o+ eyl £ |+

n . 27,3 ip—1pp
_ Zﬁ] |:hy(1)(tk) + thy(Z) (tk) T JTy(?ﬁ)(tk) 4+t jil'y(lﬂ)( ) + .. :| ,
= ! (p—1)
da qual

dp = hrp = Coy(tr) + Crhy D () + Coh>y@ () + - - - + CphPyP) (1) + - -(5.3.12)
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onde os coeficientes C), sao definidos por

n
CO = Zaj,
3=0
n n
Ci = > jo;=> B
§=0 §=0

n jQOz‘ n
Cy = L= B,
j=0

2!
j=0
n -3 n -2
_ Joay J°Bj
Gy = Z 31 _Z 21’
j=0 j=0
S jPoy - PR,
C, = -y : (5.3.13)
| — |
= =)

5.4 Consisténcia

Defini¢ao 5.3 (Consisténcia). Um método de passo maltiplo linear é consistente
com o problema de valor inicial associado se, e somente se,

li =
hlff}fk(t’ h) =0,

considerando o limite com t — ty = kh fixado.

Note que o conceito de consisténcia estd sempre associado a um problema de
valor inicial bem posto dado. Geralmente, quando falamos de forma geral que o
método é consistente, queremos dizer que o método é consistente para qualquer
problema de valor inicial bem posto. A seguir ilustraremos essa questao.

Teorema 5.1. Um método de passo multiplo linear € consistente com um problema
de valor inicial bem posto associado se

Co = iaj:(),
j=0

Cl = Zjaj—Zﬁj:O.
j=0

Jj=0

O teorema segue como resultado direto da equacao , na qual vemos que
para que T, va a zero com h — 0 é suficiente que Cy = 0 e C7; = 0. Aqui estamos
assumindo suficiente regularidade de f, e que portanto y®) é limitada para qualquer
p=20,1,2,3, ... no intervalo de integragao.
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Observe que a volta ndo é necessariamente verdade, isto €, existem métodos com
Co # 0 e/ou Cy # 0 que, para certos problemas de valores iniciais com f suave, sao
consistentes.

Exemplo 5.3 ([23]). Considere o problema de valor inicial y' = 0, y(0) = 0, com
solugao exata dada por y(t) =0 e o sequinte método de passo miltiplo de 2-passos
para esse problema:

Y2 = Ykt1 T Yk (5.4.14)
com yo = y1 = 0. Primeiro note que o método é exato, isto é, yr, = y(t) = 0 para
qualquer k = 0,1,2,.... O erro local de discretiza¢ao é dado por

t —y(t —y(t

= Y(te+2) y(hk+1) y( k>7 (5.4.15)
mas como a solugdo exata é y(t) =0, temos 7, = 0. Por outro lado, Cy = —1 # 0.

Porém, se exigirmos que o método seja consistente para qualquer problema de
valor inicial, entao valerd a volta também.

Teorema 5.2. Dado um método de passo maltiplo linear que seja consistente para
qualquer problema de valor inicial bem posto este terd, necessariamente,

Co = zn:aj:(),
j=0

Zjozj —Zﬁj =0.
j=0

=0

Gy

Note que o exemplo [5.3| nao cabe como contra-exemplo deste tltimo teorema,
pois 0 método ndo é consistente com o problema de valor inicial ¢ = 1, y(0) = 1
(verifique!), e portanto ndo é consistente para qualquer problema de valor inicial
bem posto, logo, pode ter Cy # 0.

Teorema 5.3 (Ordem de consisténcia). A ordem de consisténcia de um método de

[

passo maltiplo € “p”, com 7(t,h) = O(hP), se para todo o instante t se tem

C():Cl:"':Cp:O (& Cp+17é0. (5416)

Da substituigao de ([5.4.16)) em (5.3.12]), tem-se

hryp = Cpi RP Iy PTD (&) ou  hry = Cpr AP yPHD (1) + O (RPF2) L(5.4.17)

Obtém-se a segunda das formas em (5.4.17)) utilizando-se representagoes polinomiais
de Taylor de ordem apropriada e conservando-se o resto na forma de Lagrange.
De (5.3.11)) e de (5.4.17) tem-se, respectivamente,

A (- ) [N P R

hre = Cpprh?Ty@ (1) + 0 (hPF?)
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entao, a diferenca entre a solugao exata e a solugao numérica se escreve como
Y(thn) = Ykt = Cpir APy T (1) + O(hPH?). (5.4.18)

Em (5.4.18), o termo C’I’,th“'ly(p“'l)(tk) ¢ denominado erro de discretizacdo
local principal. Para métodos explicitos tem-se

-
p+1 — CP+1
e para métodos implicitos

1 CP+1

p+1 — (17}%8”24)

Y

5.5 Inicializacao

Para ser utilizado, o método de n-passos linear
n n
> ayeri=hY_Bifrss (5.5.19)
3=0 §=0

requer aproximacoes da solucao previamente calculadas em n instantes de tempo.
Por exemplo, para se obter y,, é necessario que se tenha a disposi¢ao aproximagoes
da solugao nos instantes t,,_1, t,—2, ..., to. Sendo assim, pode apenas ser
utilizado para se obter aproximagoes de yi para k > n. Como obter as aproximagoes
requeridas nos instantes anteriores t = tp, 0 < k < n?

Adotando a condicdo inicial original no Problema de Cauchy, yo = y(to), as
demais aproximacoes, y1, 42, - ,Yn—1, 520 geralmente obtidas numericamente com
um método de passo unico. Gostariamos que o método de inicializagao nao afetasse
a convergéncia global do método numérico, por isso introduzimos o seguinte conceito
de inicializagao consistente.

Defini¢ao 5.4 (Consisténcia do método de inicializacdo). Considere um método
de passo maltiplo linear com n passos inictalizado por um método de passo unico.
Dizemos que o método de inicializacdo € consistente com o problema de valor inicial
y = f(t,y), y(to) = yo, se, e somente se,

lim s, =49, k=0,1,2,....,n—1, (5.5.20)
h—0

onde s € a sequéncia de inicializacao e estamos considerando o limite com t —tg =
hk fizado.
O método de inicializagcao € consistente de ordem p se

_omax lly(t;) — si]| = O(hP), quando h — 0, (5.5.21)

onde y(t) ¢ a solugao exata do problema de valor inicial. [25)]

Alguns textos, como [5], se referem a uma inicializacdo consistente apenas como
a pré-consisténcia de um método de passo multiplo.
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Nos resta discutir qual é a ordem ideal do método de passo tnico para inicia-
lizarmos um método de n-passos lineares de ordem de consisténcia p, isto é, com
7 = O(hP). Da equagao (5.4.18)), considerando k = 0, vemos que

Y(tn) — Yo = Ch oy P Y@ (19) + O(hPT2), (5.5.22)

isto é, assumindo que os primeiros passos ¥o,, Y1, ---, Yn—1 tenham sido dados
exatamente (inicializagao exata), o erro do préximo passo serd de ordem O(hP+1).
Portanto, & primeira, deveriamos garantir que a inicializacdo nao afete a ordem
desse primeiro passo, o que pode ser obtido com um método inicializagao de ordem
p+ 1. Assim, basta termos um método de inicializacao de uma ordem a mais que
o método de n-passos para garantir que a ordem seja preservada.

Por outro lado, sabemos que os erros do método numérico se acumulam ao
avancarmos para k > n. Mais adiante vamos mostrar que o erro global do método
terd na verdade ordem p se o método tiver consisténcia de ordem p. Por hora, vamos
fazer uma andlise simplificada, baseada em [5], de como os erros se acumulam. A
consequéncia de termos o erro global tem ordem p, e nao p + 1, indica que nao
precisamos de uma inicializagao de ordem p + 1, pois basta uma ordem a menos.

Suponha que, conforme a equacao , a cada passo de tempo erramos
proporcionalmente a D;hPT! e que o método de inicializacdo seja de ordem p com
erro proporcional a DghP. Supondo que o método aproxima a solucao para qualquer
t e que 0 erro nao cresce exponencialmenteﬂ é razoavel supormos que 0s erros se
acumulam linearmente. Portanto, para atingirmos um certo tempo ¢ = tg + hk,
k > n, precisamos de k passos de integracao, sendo os n primeiros passos dados
pela inicializacao. Assim, para chegarmos em ¢ terfamos errado

y(t) — yr. ~ (k — n) D1 hP* + nDoh?.
Lembrando que h pode ser escrito como h = (t — t9)/k, temos que

t—to

y({) — Y =~ k Dlhp + nDlthrl + nl)ohp7
e como n estd fixo, pois é definido pelo nimero de passos do método, temos que
y(t) — yx = O(hP) mesmo com uma inicializagao de ordem p.

De forma resumida, como temos um nimero de passos fixados na inicializacao,
o acumulo desse erro inicial nao afeta a ordem do método de inicializagao. Porém,
o acumulo de erros da integracao derruba o erro local di de ordem p+ 1 para ordem
p. De fato, é por isso que definimos um método com ordem de consisténcia p aquele
que tem 7, = O(hP), e ndo com dy = hry, = O(hPT1).

Se a escolha do método de passo tinico que sera usado na inicializacao for menor
que a ordem de consisténcia do método de passo multiplo, entao esta associagao faz
com que o método se comporte com uma ordem menor do que aquela prevista na
teoria, restrita pela inicializacao.

E importante notar que a ordem do método depende também do grau de regu-
laridade da f. Se f € C"™, pode-se mostrar que é suficiente que o método utilizado
em sua inicializagao para gerar as condigoes iniciais numéricas tenha ordem m — 1,
pois de fato a ordem maxima atingivel para o método de passo multiplo serd teo-
ricamente também de m — 1 (veja a equagao ) Se o Problema de Cauchy
em estudo nao for suficientemente suave, o método poderd apresentar um compor-
tamento diferente daquele previsto pela teoria mesmo que se empreguem condigoes
iniciais numéricas com elevada precisdo (ou mesmo ezatas - se estas estiverem &
disposigao).

Hsto serd discutido mais adiante junto com o conceito de estabilidade.
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5.6 Convergeéncia

Definicao 5.5 (Convergéncia). Um método de passo miltiplo linear de n-passos
D ke =0 Bif (ks ki), (5.6.23)
j=0 j=0

com método de inicializagdo consistente é convergente se, e somente se, para todo
Problema de Cauchy bem posto com solugao y(t) tem-se

lim y, = y(t), Vt € [a = to, t; =), (5.6.24)
h—0

considerando o limite com kh =t — ty fizado. [16, [23]

Em um método de passo multiplo linear convergente com inicializagao consis-
tente, temos que

Ykt; — y(t), parah — 0, j=0,1,--- ,n,
para qualquer kh =t — to fixado. Equivalentemente,
y(t) = Yk+j5 + Qkyj(h), j=0,1,---,n,

na qual o erro 0y ;(h) satisfaz }lin}) Ok,i(h) = 0. A consisténcia da inicializacdo
11—

garante que exista essa funcao 6, ;(h) para k =0, 1,2, ...,n e a convergéncia garante
a existéncia para k > n.
Dessa forma,

Zajy(t) = Zajyk+j+zaj0j,k(h);
=0 =0 =0

a qual, apos rearranjo dos termos e usar-se o fato de se ter um Problema de Cauchy,
assume a forma

yt) Y oy = by Bif(tres ki) + D aib;k(h). (5.6.25)
=0 =0 =0
Considerando h — 0 em (|5.6.25)), conclui-se que

y(t)

NE
B
I
o
3
™
&
I
Q
I
o

Jj=0 J=0
Supondo-se ainda a convergéncia do método, temos também que

= Yk d
w h=9 ay(t) ,7=1,2,--- n, para kh =t — ty fixado.
J
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Equivalentemente, espera-se entao que

d Yk+j — Yk
Loy = YH Y ik
iy ih + njk(h),
10, hl0
o d .
ki = Yr = Jhoy(t) + jhngi(h),
n n n d n
>y — > e = th@jﬁy(t) +hY jon;k(h),
=0 §=0 =0 =0
n n d n n
hY Bifwri—uk )y o = h%y(f)zj%‘ +h> jagnk(h),
j=0 =0 =0 =0
——
Co=0
WY Bifrsi = hy(t) D jag > jagnk(h),
Jj=0 j=0 7=0

D Bifers = u®D jas+ > jegmikh).  (5.6.26)
j=0 j=0 j=0

(t) e njx(h) = 0 quando h — 0, pode-se concluir

d
Como fryj — f(t,y(t)) = pri

de (5.6.26) que
n d n
d_Bifty®) = Zut)d jay,
j=0 7=0

ey 8 = S0 jay,
§=0

=0

d = d N
%y(f)Zﬁj = %y(t)jgojam

§=0
n n
DB = i
§=0 §=0
Cc; = 0.
Com Cy = C7; = 0 o método de passo multiplo linear é consistente. Das

observagoes anteriores, vé-se que consisténcia é uma condi¢ao necessaria a con-
vergéncia. Seria ela também uma condigdo suficiente? Vimos que para métodos de
passo unico, consisténcia era suficiente para convergéncia. Mas para métodos de
passo multiplo isso ird depender do conceito de zero-estabilidade, a ser discutido no
préximo capitulo.

Teorema 5.4. Um método linear de passo miltiplo convergente é consistente (para
qualquer problema de valor inicial bem posto).




Capitulo 5 81

5.6.1 Exercicios

Exercicio 5.1. Mostre que o método de passo multiplo linear
Yrt2 — Ykt = 5(3fus1 — 2fk)

nao € consistente.

Exercicio 5.2. Mostre que o método de passo miltiplo linear (Adams-Bashford de
2 passos)

Ykt2 = Ykt1 = 5(3fer1 — fr)
tem ordem 2 de consisténcia.

Exercicio 5.3. Mostre que a ordem do método de passo miltiplo linear

Yrr2 + (b= Dyerr — byr = 5[0+ 3) frrz + (30 + 1) fi]

€ 3seb=—1 e 2 caso contrario.

5.7 Exercicios resolvidos
Exercicio Resolvido 5.1. Mostre que a ordem do método de passo maltiplo linear

h
Ytz = Ykt = 75 (4fir2 + 8 k1 — fi) (5.7.27)

€ zero. Mostre que o método € divergente usando a solugcdo tedrica do Problema de
Cauchy

y(t) =1, 0<t <2,
5.7.28
{ y(0) = 0. (5.7.28)
Solugao:
Para o método dado tem-se sequintes parametros:
1 2 1
ap=0, m ;o az=1, fo 3 A 36ﬂ2 3

De , para se mostrar que a ordem do método € zero, basta mostrar que
Co=0 e que C; #0:
2
CO = Zaj:a0+a1+a2:071+1:0,
j=0
2 2
G = Zj%’*Zﬂj =a1+20—fy—p1— P2 =
Jj=0 Jj=0
1 2 1 1

= 1424 ——Z_-=_—20.
U T S SR TRl

Como Cy =0 e C1 # 0, conclui-se que o método tem ordem zero.

No Problema de Cauchy (5.7.28), tem-se f(t,y(t)) =1 e solugio exata y(t) =t
(verifique!). Para se mostrar que o método considerado diverge neste caso, considere
o instante t = 1, fizo. Empregando-se o método (5.7.27) a (5.7.28), tem-se

h 11
Yk+2 — Yk+1 = E(4 +8-1)= Eh7 isto €,
11
Yk+2 = Y41+ Sh

12
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Logo,

Yo = 07

y1 = h W=y +h=0+n),
11 11 23

Y2 = y1+ﬁh—h+ﬁh—ﬁh,
11 34

Ys = Y2+ Eh = Ehv
11 45

Ya — Ys + Eh = Eh,

11
ye = h+(k—-1) 17 (5.7.29)

Assim, para kh = 2 fizado, quando h — 0 tem-se yr — 0. Porém, y(2) = 2,
isto é, o método diverge para t = 2. Graficamente, as figuras e exibem
este fato. Nelas, tracam-se simultaneamente a solucdo exata e as aproximagoes
numeéricas geradas pelo método. Os passos de integracao considerados foram, res-
pectivamente, h = 0,1, h =0,05 e h = 0,025.

h=0.1 h=0.05

— Solugéo Analitica — Solugdo Analitica
O Aproximagdes O Aproximagdes
1.8 q 181 o
fo} o
o
o OO
16 o 16t °
o
o o
1.4 o 140 o°
o
o (o}
¢}
12 (o] 1.2 [o]
o
o o
o
> 1 ° > 1 o°
[o} (o}
° o
0.8} 1 08} 50
(¢] o)
o
(o} <
0.6 - 06 “
©
(¢}
0.4 1 0.4 ©
021 ] 02}
0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2

Figura 5.1: Comparagao entre as solucoes exata e numérica do Problema de Cauchy

(5.7.28). A solucdo numérica foi obtida aplicando-se o método (5.7.27) com (a)
h=0,1¢e(b) h=0,05.

Observa-se nas Figuras e o comportamento divergente do método de
passo maltiplo linear . O refinamento do passo de integra¢do nao diminui
a diferenca entre os valores exato e numérico. Pelo fato da ordem do método ser
zero, haverd para todo passo h uwma diferenca quase que constante entre as solugdes
analitica y(tx) e numérica y, em todos os pontos ty. Firando-se o pontot =2,0, o
comportamento do erro nas aprozimagoes de y(2) com o passo h sendo reduzido pela
metade sucessivamente, por vinte vezes, a partir de h = 0,5, pode ser observado na
Figura , apresentada em escala logaritmica. Nessa figura, nota-se que o erro

quase se estabiliza para um passo de integracao h menor do que aprorimadamente
1072
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h=0.025
2 T T T T T T T T T
—— Solugéo Analitica
O Aproximagdes

1.8F
16 1
1.4 1
12 1
> 1t g
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06 4
0.4t 1
02t ]
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figura 5.2: Comparagao entre as solugoes exata e numérica do Problema de Cauchy

(5.7.28)). A solucao numérica foi obtida aplicando-se o0 método (5.7.27) com h =

0,025.

Gréfico dos Erros
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Figura 5.3: Comportamento do erro na solucao numérica do Problema de Cauchy
(5.7.28)) obtida através do método ([5.7.27)) com refinamento do passo de integragao

h.

Exercicio Resolvido 5.2. Construa um método de dois passos implicito de ordem
mdzrima contendo um parametro livre, oy = a.

obtido.
Solugao:

Determine a ordem do método
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Método de dois passos implicito:

Ykt2 + a1yrr1 +ayr = h[Bafreya + Brferr + Bofr], (5.7.30)

com B 0, as =1 e g = a.

Em tem-se quatro incognitas. Logo, sdo necessdrias quatro equacgaoes.
Para tanto, considere-se o método consistente de ordem trés, o que implica
00201202203:0 604750.

2
Co=0=)> aj=0=1l+a+a=0=a;=—(a+1) (5.7.31)
j=0

2 2
;=0 = Zjaj—Zﬂj=0=>Oé1+2—/30—ﬂ1—52=0
— =

= 1—a= B+ B+ P, (5.7.32)

= 3—a=28 +4P, (5.7.33)

2 .
8§ 1

I
o
¢

=

1 8
= -+ D]+2 =5 +206
R
(5.7.31)
= T7—a=3061+1205. (5734)

Subtraindo-se trés vezes (5.7.33) de (5.7.34), tem-se

2—-2
2a-2= -3 = B = e (5.7.35)
Substituindo (5.7.35) em (5.7.33), obtém-se
2-2 )
4y =3 —a—2 “:52:‘1;; . (5.7.36)

Substituindo (5.7.35) e (5.7.36) em (5.7.39), chega-se a

2—2a a+5 5a+ 1
= fo=— .

—1—q— _ar»
fo “T3 12 12
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Calculando Cy, obtém-se
2 .4 2 .3
B I Ji 1 16 1 8
G = ;40‘1 ;3!6J’24a1+24 671~ 5P
1 16 12—2a 8 a+5
J— P 1 - _
a5 "6 3 6 12
BT
45 — 3a + 8a — 8 — 8a — 40 a+1
= =— . 5.7.37
72 24 ( )
Em , se a # —1, entdo o método tem ordem 3 (Cy = C, =
1 4
Ca=Cy=0eCy#0);sea=—1, entioar =0, ap = =1, f = 7, b1 = 3,
1
ﬁ():g e C5 € igual a
2 .5 .
=Y A1 32 1 16
& = JZ:(:) 519 T b= 10" g0 T T
32 14 161 1
= 2f o T _ 1) 5.7.38
120 243 243 90 70, ( )
e 0 método tem ordem quatro.
Portanto, o método numérico (5.7.30}) tem a forma
a+5 2a — 2 5a+1
13 Jer2— —3 fer1 = =5 S
(5.7.39)

Yks2 — (@ + Dypg1 +ayp = h

Em , se a # —1 entdo o método tem ordem 3. Se a = —1 entdo o

método € o Método de Simpson,
h
Yer2 =Ykt 3 [fere +4fkv1 + fil,

e tem ordem 4. Se a # —5 entdo o método é implicito.
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Capitulo 6

Zero-estabilidade e
convergeéncia dos métodos de
passo multiplo lineares

Apresentam-se neste Capitulo, condi¢oes necessarias e suficientes a convergéncia
dos métodos de passo multiplo lineares. Conhecimentos sobre equacoes de dife-
rencas sao necessarios a apresentagao e, por conveniéncia, sao incluidos em seu
inicio. Maior detalhamento do contetido aqui exposto e demonstracoes de alguns
dos resultados apresentados podem ser encontrados, por exemplo, em [24], [T6], 17, [T8].

6.1 Equacoes de diferengas lineares

Uma equagao de diferencas linear é uma expressao do tipo

n

YnYk+n + Yn—1Yk+n—1 + -+ YoYr = ZFijk—O—j = ¢k ) k= 07 17 RS (611)
=0

onde v, j = 0,1,...,n, sdo constantes independentes de k, com 9 # 0 e 7y, # 0.
As solugoes desse tipo de equacao sdo sequéncias numéricas y = {yx }ren para as
quais quaisquer n + 1 elementos sucessivos se relacionem como em . A essa
equagao associamos uma equacgao de diferencas homogénea dada por

YnYk+n + Yn—1Yk+n—1 + -+ YoYk = Z’ijk+j =0 5 k= Oa 1; cee (612)
=0

Se w ={w}reny € 2z = {2k }ren s@o duas solugoes de (6.1.1)), entdo a sequéncia
dada pela diferenga § = { tren = {wr—2k }ren € solugao da equagao de diferencas
homogeénea associada, isto é,

n n

E ViUkt+s = E Vi (Whtj — 2htj) =
=0 =0

n

n
= E ViWk+5 — E Vi %k+j
3=0

=0

dp—dr=0, Vk=0,1,... (6.1.3)
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De (6.1.3)), vé-se que (qualquer) uma solugao {wy }ren de (6.1.1) decompde-se como
uma soma da solucao da equagdo homogénea com uma solugdo particular {zj}ren
a qual satisfaz

Z’szk+j:¢k7 k:07172a"'
j=0

Em outras palavras, das observagoes anteriores, conclui-se que a solucao geral de
uma equagao de diferencas linear se escreve como a soma da solugao de sua equagao
homogénea associada com uma solucao particular, isto é,

Wy =Yp+ 2k, J=0,1,2,..., (6.1.4)

onde 7 é solu¢ao da equagao homogénea e z é uma solugao particular da equacao
nao homogeénea.

Portanto, percebe-se que a equacao de diferencas nao possui solugao
Unica; de fato, possui infinitas solugoes! Para garantirmos unicidade, a equagao de n
passos deve vir acompanhada de n condicOes iniciais. Assim, dados yo, Y1, - - -, Yn—1,
podemos calcular de forma tunica y,, e consequente de forma tnica os valores yy,
k > n, usando a relagao

n—1

Yktn = Ok — Z’ijk_l,_j, k=0,1,2,... (6.1.5)
=0

Um caminho para calcularmos a solugao unica do problema nao homogéneo é:
(i) achar um conjunto de solugdes possiveis para o problema homogéneo;
(ii) achar uma solugao particular da equagao nao homogénea;

(iii) definir a solugéo geral do problema como sendo combinagao linear das solugoes
possiveis do problema homogéneo com a solugao particular;

(iv) buscar dentro do conjunto de solugdes gerais a tnica solu¢ao do problema nao
homogéneo que satisfaga as condigOes iniciais.

Definic¢ao 6.1 (Independéncia linear). Dizemos que m sequéncias y(l) = {y;(ql)}keN:
v® = {uMen, o ¥™ = {y™ }ren sdo linearmente independentes quando a
combinacdo linear

a1y,(€1) + agy,(f) + ...amyl(cm) =0, keN (6.1.6)

implicar em a; =0,1=1,2,...,;m.

Teorema 6.1 (Sistema de solugoes fundamentais). Sejam y» = {y;(cl)}keN; y® =
{y,(f)}keN, oy = {y,gn)}keN sequéncias linearmente independentes, solucoes
da equacao de diferencas homogénea com n passos . Esse conjunto de n
sequéncias linearmente independentes forma o que chamamos de um sistema fun-
damental de solugoes. Toda solucdo de € dada como combinagao linear de
sequencias desse conjunto. Portanto, w € solugdo de (6.1.9) se, e somente se,

w=3ay®,
=1
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coma; €R, 1=0,1,...,n.

A demonstragao desse teorema vem de alguns resultados de Algebra Linear. Em
particular, o espaco de solugoes de equagoes de diferengas homogéneas com n passos
tem dimensdo n. As n sequéncias y¥), [ = 1,2, ..., n sdo linearmente independentes,
portanto formam uma base para o espago. Logo, a demonstragdo desse teorema
decorre de que simplesmente qualquer solugao pode ser escrita nessa base.

O primeiro passo na busca de solugdes de uma equagao de diferengas linear
homogénea com n passos é achar as solugoes fundamentais, isto é, n sequéncias
linearmente independentes, todas solucoes da equagdo, que juntas formam uma
base para definir qualquer solugao da equacao homogénea.

Uma forma de achar uma solugdo para o problema homogéneo é supor que
a sequéncia tenha a forma y, = ¥, com k poténcia de r, para algum r € R.
Substituindo essa proposta de solugdo na equagido homogénea (6.1.2)) temos

n

Z,yjrk-ﬁ-j — ok ij -0 (6.1.7)

i=0 =0
=
r* =0=1r=0: solucdo trivial,

n
E v;77 =0 = r é uma raiz do polinémio
=0

pu(r) = r.
=0

Definicao 6.2 (Polinomio caracteristico). Definimos como polinémio caracteristico
associado a equagdo de diferencas homogénea de n passos (6.1.2)) o polinémio de
grau n dado por

pu(r) =Y . (6.1.8)
=0

Se todas as raizes do polindémio caracteristico p, (r) forem distintas, entdo acaba-
mos de achar n sequéncias que resolvem o problema homogéneo. Sejam 71,79, ...,7y
as n rafzes de p, e considere as sequéncias y!) = {y,il)}keN = {rFtren, [ =1,2,...,n.
Observe a troca de indices por poténcias para cada termo da sequéncia. y,(cl) = rlk
significa que o k-ésimo termo da [-ésima sequéncia tem valor rlk, isto é, a [-ésima
raiz de p, (r;) elevada a poténcia k. Da equacao (6.1.7), vemos que as sequéncias
y() satisfazem a equacdo de diferencas homogénea

Para que essas sequéncias formem um sistema de solugoes fundamentais (base)
para o problema homogéneo é necessario que elas sejam linearmente independentes.
Isso pode ser analisado considerando o seguinte sistema linear,

ap  + ax + + a, = 0

air1  + agrey  + + apr, = 0
air? 4+ ar3 + + anr: = 0 . (6.1.9)

+ + + o=

ary + agry + +  apry 0
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Se for possivel acharmos aq, as, ..., a,, nao todos nulos, tal que o sistema seja satis-
feito, entao as sequéncias sao linearmente dependentes, pois pode-se escrever uma
em funcao das demais. Caso contréario, as sequéncias sao linearmente independen-
tes. A matriz que forma o sistema linear é uma matriz conhecida como matriz de
Vandermonde, cujo determinante é dado por

D= J[ @ri—r. (6.1.10)

1<i<j<n

Como as raizes sdo distintas, D # 0, e portanto o sistema tem solucdo inica. Como
a solugdo trivial (nula) resolve o sistema, a tnica solugéo do sistema serd com a; = 0,
l=1,2,...,n. Logo, as sequéncias sao linearmente independentes.

Concluimos portanto que, caso o polinéomio caracteristico tenha raizes distintas,
qualquer solugao do problema homogéneo pode ser escrita como

w=>ay", (6.1.11)
=1

ou em notagao de sequéncias

n

{witken =Y ai{r} }ren. (6.1.12)

=1

Se conhecermos uma sequéncia que seja solugao particular do problema nao
homogéneo, ¥ = {i}ren, entdao a solucao geral da equacao de diferengas linear
nao homogénea serd dada por

n
k
Wy = Zalrl + V.

=1

Se o problema homogéneo estiver acompanhado de n condicoes iniciais (yo, y1,
Y2y -Yn—1), entdo podemos encontrar os coeficientes a;, de forma a obter a solugao
tnica da equagao de diferengas (6.1.1)), resolvendo o sistema (ndo singular)

a + a + -+ ap = Yo — %o
airy + asre  + + apr, = Y1 — U
arrf 4+ asry + +oanry = Y . (6.1.13)
+ + + :
ary  + agry + + anTh = Yn-1— Yn-1

Um caso particular de interesse para a teoria a ser exposta a seguir ocorre

quando 7" 7, # 0 e se tem o lado direito nao homogéneo de (6.1.1) dado por
uma sequéncia constante {¢}tren para a qual se tem ¢p = ¢, £ = 0,1,2,....

Nestas condigoes, nao é dificil de se verificar que uma solugao particular do problema

é ¢ = {Yr}ren com




Capitulo 6 91

desde que Zm # 0.

1=0
No caso de raizes multiplas, alguns ajustes sao necessarios, e usaremos o seguinte

teorema para nos auxiliar.

Teorema 6.2 (Solugao de equagoes de diferengas lineares homogéneas). Considere
a sequinte equacao de diferencas linear homogénea

n
YnYk+n T Vn—1Yk+n—1 + -+ YoYr = Zyjyk-i-j =0,k=0,1,..., (6'1'14)
=0

com vy, #0, 7% #0,v €R, j=0,1,..,n. Sejam r, | = 1,2,..,n, raizes do
polinémio caracteristico associado,

Pn (T) = Z 717’17
=0

com respectivas multiplicidades my, ma, ..., my,., satisfazendo Z?:Tl mp=n.
Se uma sequéncia {yr} de nimeros complexos satisfaz a equagdo de diferengas
homogénea, entao

ny

ye = Y _pi(k)rf, (6.1.15)
=1

onde pi(k) é um polindmio em k de grau m; — 1. Se todas as raizes forem simples
(m; = 1), entdo p; sao constantes. [9]

O caso de raizes simples ja foi demonstrado anteriormente. Ressaltamos que
caso hajam raizes complexas, é possivel que observemos solugoes também comple-
xas. Porém, dadas condicOes iniciais reais, a sequéncia tinica a ser encontrada tera
necessariamente apenas valores reais, tendo em vista que os préximos termos sao
obtidos a partir dos anteriores e os coeficiente ~y; sao reais.

Comentaremos brevemente o caso no qual as raizes tem multiplicidades maiores
ou iguais a 1.

Quando as raizes eram simples, tomavamos para cada raiz r; uma sequéncia
da forma y® = {le}keN Se r; tem agora multiplicidade m;, precisamos de my
sequéncias relacionadas a esta raiz. Podemos definir tais sequéncias da seguinte
forma:

y(l’l) = {le}keN
y?) = {krf}ren
y(h3) = {k(k — 1)rf}ren

y(l’ml) = {k‘(k‘ — 1) - (k‘ —my + Q)le}keN

E facil mostrar que as sequéncias y%)| k = 1,2,...,my, satisfazem a equacio
homogénea, pois sabemos, da multiplicidade da raiz, que p,(r;) = pl,(r;) = pii(r;) =
_ (my—-1) _ N ~ . .
co. = P (r;) = 0. Resta mostrar que as sequéncias sao linearmente indepen-

dentes. O determinante do sistema associado a analise de independéncia linear tem
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como determinante algo parecido com o caso de raizes simples, sendo este depen-
dente de um produto de diferengas entre as raizes (com poténcias relacionadas as
multiplicidades). Portanto, as sequéncias sao linearmente independentes.

Assim, as solugoes do problema homogéneo no caso de termos raizes com mul-
tiplicidade maior que um sao da forma

ny, mp

w=>">ay", (6.1.16)

1=1 j=1

onde n, é o numero de raizes do polindomio caracteristico, m; sao as respectivas
multiplicidades e a;; definem n = Z;Zl my coeficientes a serem encontrados com
base nas condicoes iniciais.

Por exemplo, se 71 for uma raiz de multiplicidade dois, e as demais raizes mul-
tiplicidade 1, tem-se como solucao geral da equagao nao homogénea

Yp = a1 7y 4 aj okt + Zalrlk + Yk, (6.1.17)
1=2

onde ;. vem de uma solugao particular da equacgao.
Explicitamente, se temos n,. raizes, com cada raiz r; tendo multiplicidade m;, a
solucao geral sera

Yk = [a171 +a172k+~~a17m1k(kf 1)(16'72)(]{377711 +2)} T]f
+ [a271 +agk+ -+ ag,kaJ(k -1k =2)...(k — ma + 2)] 7‘§

+ [an,.}l + anT»,Qk +-+ an,.,mnrk(k/’ - 1)(k - 2)(k — My, + 2)] r’f:l.,,
+  Yg. (6.1.18)

Exemplo 6.1. Considere a equacdo de diferencas
Yrt2 + Ykt — 24k = 0, (6.1.19)

com yo =0, y1 = 1. Encontre a solu¢do (inica) deste problema.
Solucao: O polinémio caracteristico,

pa(r) =ri+r—2=(r—1)(r+2), (6.1.20)
tem raizes 11 = 1, ro = —2. Portanto, toda solu¢cdo da equagdo pode ser escrita
como

yr = a1(1)* + ag(—2)". (6.1.21)

Impondo as condicdes iniciais temos,

a1’ +ax(-2)=a; +ay = yo=0, (6.1.22)
ar() +ag(=2)' =a; —2a; = y =1 (6.1.23)
(6.1.24)
Portanto, a1 = 1/3 e az = —1/3 e a solugdo unica resultante é

(—2)*. (6.1.25)



Capitulo 6 93

Exemplo 6.2 ([I6]). Encontre a solugao da equagdo de diferencas linear

Yk+a — 443 + SYkt2 — 4yrq1 + 4y = 4 (6.1.26)

satisfazendo yo =5, y1 =0, yo = —4 e y3 = —12.
Solugao:

4
pa(r) = D =t e e 0
3=0
pa(r) = rd—4r® 4 5r? —dr + 4

(2 +1)(r - 27
(r—i)(r4+14)(r —2)?
Raizes: r1 =2 ;ro=—iers=1. (6.1.27)

Solugao particular:
10) 4

T T 1-4+5—-4+4
>
j=0

Como ry = 2 € uma raiz de multiplicidade dois e a solugcao particular € i, = 2,
a solugao geral da equacdo nao homogénea € dada por

(0 =2,keN.

Yk = a1 17y 4 ay okt 4 agrh + azry + 2. (6.1.28)

Das condicoes iniciais

Yo = ai1+aztaz+2=5,

y1 = a112+a121-2+az(—i)+az(i) +2=0,

Yo = 1122 +a122- 2% + az(—i)? + az(i)?* + 2 = —4,
ys = a112° +a1232° + ax(—i)® +as(i)® + 2 = —12,

obtém-se um sistema linear de quarta ordem cujas incdgnitas sdo ai1, ai,2, a2 €
as. A solucao desse sistema €

a171=1,al,QZ—l,agzl—i,a;g:l—I—i. (6129)
Substituindo as raizes e 0s coeficientes na equagao ,
tem-se
e = 128 4 (=1)k2% + (1 — i) (=) + (1 +4) (i)~ + 2

(1—k)2F + (1 =) (=) +Q+i)@(@)*+2,k=0,1,.... (6.1.30)
(Verifique que de fato essa sequéncia resolve a equacdo de diferengas!)

6.1.1 Exercicios

Exercicio 6.1. Calcule os termos ys, ys € yg da solucdo (6.1.30) empregando
(a) a propria solugao (6.1.30);
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(b) a equagao de diferencas linear nao homogenéa .

Exercicio 6.2. Como os coeficientes de sdo reais e as condigoes iniciais
também, yi ¢ necessariamente real. Mostre que (1 —i)(—4)* + (1 +i)(4)* € um
numero real para qualquer natural k ou, equivalentemente, mostre que

Y = 2 [cos (T) — sen (k;)] + (1 - k)Qk 49

. s Y . v
lembrando que i = €'z = cos (5) + isen (5)

Exercicio 6.3. A sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia de nimeros inteiros onde
yo =0, y1 = 1 e cada um dos demais termos € dado pela soma dos dois termos
precedentes.

(a) Escreva a equagdo de diferencas linear que define a sequéncia de Fibonacci.
(b) Determine a solugdo empregando a teoria estudada.

(¢) Determine os dez primeiros termos da sequéncia de Fibonacci.

(d) Determine yi00, usando a solug¢ao analitica calculada.

(e) Determine y101/y100 € analise o limite de yx+1/yx quando k — co.

6.2 Exemplo de divergéncia

Discutiremos aqui um exemplo de um método de terceira ordem de consisténcia
que nao converge para a solugao esperada do problema de Cauchy. Partes deste
exemplo estao descritas em detalhes em [24].

6.2.1 Consisténcia e divergéncia

Considere o método de 2-passos explicito

Ykto + 01yrt1 + oYk = h[B1frr1 + Bofx] - (6.2.31)
Calculando-se os coeficientes do erro de discretizacao local obtém-se

Co=ag+a;+1=0,

Ci=0-a0+1-a14+2-1-Fy—p1 =0,

02-ap+12-a;+22-1 0-Bo+1-0 (6.2.32)
Cy = - =0,
2! 1!
0 ap+1%-a14+2%-1 02-Bp+12-5
Cs = - = 0.

3! 2!
A solugao do sistema linear (6.2.32)) é ag = =5, a1 =4, fp =2 e 5, = 4. Com
os coeficientes determinados, o método resultante,

Yk+2 + 4Yk+1 — Sy = h [Afrp1 + 2fx), (6.2.33)

assume a maior ordem possivel. Portanto, obtivemos um método de terceira ordem
de consisténcia, mas que possui apenas 2 passos. Para ser 1til, este método deveria
funcionar para qualquer problema de valor inicial que tenha f suficientemente suave.
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Exemplo 6.3. Solucione o Problema de Cauchy

d
{ d&g),)(t):o, te[o,1], (6.2.34)
Yy =Y

utilizando o método de terceira ordem com inicializacao consistente dada
por y1 = h.

Solugao: O problema de valor inicial estd bem posto e tem como solucdo unica a
soluga y(t) = 0. O método pode ser escrito para este problema como

Yk+2 + 4Yk41 — dyr = 0, (6.2.35)
que € uma equacgado de diferencas linear homogénea. O polinomio caracteristico tem
raizes 11 = 1 e ro9 = =5, portanto as solugdo devem ser da forma

Yo = a1 (1)* + aa(—5)F. (6.2.36)

Imponto as condigoes iniciais temos que

a1 +ay =0
a1—5a2 :h,

que definem a; = —h/6 e ag = h/6. Assumindo um t € [0,1] fizado, e portanto que
t — 0 = kh € constante, temos que a solugao unica serd dada por
t t

Y=g T 6?(—5)@ (6.2.37)

Agora note que, por exemplo em t = 1, temos

. o 1 (=5 . (=B
Jm ye = Jim (—or + g ) = m —r

£0, (6.2.38)

portanto o método, apesar de ser consistente com o problema, ndo converge para
solucao analitica do mesmo com h — 0. O pequeno erro cometido na inicializacao,
ainda que esta tenha sido feita de forma consistente, é exponencialmente amplificado
pelo termo (—5)F da solugdo, que também fard com que a solu¢io numérica oscile
em torno do zero. Note também que isso vale para qualquer t > 0 fizado.

O exemplo anterior mostra que o método apresentado aqui nao serd 1til mesmo
para um problema muito simples (este serd instével) se tivermos pequenos erros na
inicializagao. Se a condicao inicial tivesse sido imposta de forma exata no exemplo
anterior, com y; = 0, entao o método seria exato, sem erro algum, com y; = 0,
Vk > 0. Para compreender melhor esse fendomeno, vamos dar um exemplo menos
trivial com inicializagao sem erro.

Exemplo 6.4. Solucione o Problema de Cauchy

d

{ %y(t) = _y(t)v te [Oa 1]7 (6239)
y(0) =1,

utilizando o método de terceira ordem com inicializacdo yo = 1, y; = e~ "

e h=0,01.
Solugao:
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A solugdo exata do problema € y(t) = e™t, portanto a inicializagdo estd sendo
feita de forma analitica. A discretizagao de (0.2.39) por (6.2.35) é dada por
Yryz = —Aypy1r +5yp +h[Afr +2fi] =
= —Aypy1 +5yr + b [—dyppr — 2y] =
= —(4+4h)ykt1 + (5 — 2h)yx,

ou, reescrevendo-a, por

Yk4+2 + (4 + 4h)yk+1 + (—5 + 2h)yk =0. (6240)
A equagdo é uma equagdo de diferencas linear homogénea com v =1,

v1 =4+ 4h e v = =5+ 2h, cuja solu¢ao (exata) se escreve como
Yk = alr’f + agré“, (6.2.41)

onde r; sdo as raizes do polinomio

2
pa(r) = D yrd =ver? +yrt + 90 =7 + (4 4+ 4h)r + (=5 + 2h)
=0

e as contantes aj, j = 1,2, sdo calculadas a partir das condigoes iniciais da equagdo
de diferencas

yto) =yo=1 e y1=ylto+h) =y(0+h)=e"

Calculando-se as raizes de ps(r), obtém-se

2 4
r=-2—-2h+3/1+ -h+ -h?

3 9

/ 2 4
=—-2—-2h—34/1+ =h+ -h?
T2 +3 +9 )

e calculando-se ay e as chega-se a

l=yo=a1+as rog —eh e~ —r
—h __ _ = @1 = [ a2 = — .
e " =y =a1r1 + agre ro — 1T ro — 711
Assim,
—h —h
T9g — € (& -7
Yk = i+ i (6.2.42)

ro—r1 ' re—1y

é a solugdo exata da equagdo de diferencas (0.2.40), resultante da aplicagdo do
esquema numMerico ao Problema de C.

As diferencas entre a solu¢ao numérica e a solucao exata, para vdrios
valores de instantes de tempo, encontram-se na Tabela [6.1. Observa-se que o
método de passo miltiplo linear consistente diverge da solucdo do problema
EZ7).

E importante destacar que o resultado exibido pela Tabela nao melhora
fazendo-se com que o passo de integra¢ao h diminua. No limite para h tendendo a
zero, 1 tende a um e Ty tende a -5. O cardter ilimitado do erro de discretizag¢do glo-
bal € devido a raiz com mddulo maior que um, associada ao polinémio caracteristico
da equagdo de diferencgas quando h = 0. Como conclusao, vé-se que, mesmo
consistentes e com ordem mdzrima, métodos de passo miltiplo lineares podem ser
divergentes. O que falta para a convergéncia € o estudo da zero-estabilidade de tais
esquUemas nUmMericos.
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k Y — etr

2 | —1,4x107°
3 | +5,01 x107°?
4 [ —-3,00x 1078
5

+1,44 x 1077

98 | —2,57 x 10°®
99 | +1,29 x 10°
100 | —6,52 x 10°°

Tabela 6.1: Erro de discretizagao global obtido na solugao do problema de valor

inicial (6.2.39) com o método (6.2.33)) e h = 0,01.[24]

6.2.2 Exercicios

Exercicio 6.4. Calcule ys,- - ,y100 usando a solu¢do exata da equagdo de dife-

rencas, , e usando a prépria equacao de diferencas, .

6.2.3 Relagao com as raizes do polindmio caracteristico

Os resultados presentes na Tabela mostram que consisténcia e alta ordem nao

bastam a convergéncia. Usando a solugao (6.2.41f)-(6.2.42)) da equagao de diferengas,

pode-se explicar as causas desse comportamento.
Ao se expandir as raizes r1 e ro, assim como das constantes a; e as, em Série de
Taylor como fung¢ao de h em torno de h = 0, tem-se

[ 2 4 1 1 1
—2 -2 1+ h+-h2=1—h+=-h2—=hd 4+ =n* Ko
+3 +3h+g +5 = + O(h?)

1 ==
2 4 1 1 1
= —2-2h—34/1+-h+-h2=-5-3h— -h*+ -h® — —h* + O(K®
"2 Vi3 Ty " m g Tow)
pois
2 4 1 1 1 1
1+ =h+-h2 = 14+ -h+=-h>— >+ _—n* h).
Tty t3htght g agh T O

Lembrando-se de que a func¢ao exponencial tem desenvolvimento em série de Taylor
dado por

7h7m(*h)n7 B 12713 i4 5
e _; =1 ht oh? = 2B 4 okt O(R?),

para as constantes aj e as, obtém-se

_—h
alz& = 1+0(h?),
e —T1
~h _
a= T L omsy.

ro —T1 216
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Dessa forma, das observagoes anteriores, tém-se a solugao para o tempo t = hk

k k
Y = ai1r] + asry

Ho((;)z)

(6.2.43)

onde y; representa a solugao numeérica, ou seja, a solucao da equacao de diferencgas
linear.

Lembrando-se que kh = t — 0 permanece fixado, a medida que k tende a infinito,
observa-se que a primeira parcela do lado direito de (6.2.43)) tende a e™t, a solugao
exata do Problema de Cauchy . Entretanto, a segunda parcela comporta-se
como

A )
216 k4

Nas consideragoes anteriores, empregam-se os limites fundamentais

119
AL
i (14) =

lim (14 k)% =e
k—0

(6.2.44)

Em (6.2.44),

lim = 00, (6.2.45)
k—o0

[

uma vez que 5* >> k* quando k — oo.

Portanto, o limite (6.2.45)) explica o comportamento oscilatério e ilimitado da
solucdo yi quando k — oo (k — 0o <= h — 0).

De , conclui-se entao que o comportamento da solugao da equagao de
diferencas é controlado pela maior raiz do polinébmio

pa(r) =% + (44 4h)r + (=5 + 2h),

ouseja, 11 = —2—2h+3,/1+ %h + %h? Com h tendendo a zero, tem-se

pa(r) — r?+4r —5,

cujas raizes sao r; =1 e rg = —5.
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6.3 Primeiro e segundo polinomios caracteristicos

Considere o método de passo miltiplo linear

n—1 n
Yk+n T Z OjYk+s = hz Bj frtj- (6.3.46)
j=0 j=0

O primeiro e o segundo polinémios caracteristicos associados ao método sao defini-
dos, respectivamente, por p e o,

p(r) = Z a1’ (6.3.47)
§=0

a(r)=>_ B, (6.3.48)
3=0

onde «,, é tomado como sendo um.

Observe que, em relagdo aos polinémios caracteristicos (6.3.47) e (6.3.48), um
método de passo muiltiplo linear é consistente para qualquer problema de
valor inicial bem posto se, e somente se,

p(1) =0
e
#(1) = a(1) = 0.
Veja
pr) = > il =agr® +oanrt +asr® +agr® £+ apr”,
J=0
p(l) = ag+oar+ax+az+---+a, :Zaj = Co.
J=0

Portanto,

p(1) =0= Cy =0.

Além disso,

P’(r) = i+ 2asrt + 3&37“2 +dagrd 4+ na"rnfl’
/ n )
p(1) = a1+2a2+3a3+4a4+...+nan:Z]ajo(r)’
=0
o(r) = Zﬂj'rj = ﬁoTO +517”1 +ﬁ27"2 —‘rﬁg?“?’ Foe ot Bar™,
=0

o(1) = Bo+Pi+PatBst +Bu=) B
5=0

P)—o(l) = Y jaj— =0
j=0 j=0
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portanto,
pP(1)—c(1)=0= C; =0.

Em um método de passo miiltiplo linear, o primeiro polinémio caracteristico p(r)
tem sempre uma raiz igual a 1. Esta raiz é denominada raiz principal e geralmente
denotada por r;. Assim, a consisténcia de um método de passo miltiplo linear
depende apenas da raiz principal ry = 1.

6.4 Zero-estabilidade

A zero-estabilidade de um método de passo multiplo linear diz respeito ao estudo
da estabilidade para no limite para h tendendo a zero. Esta pode ser analisado com
base no seguinte problema de valor inicial,

d

Lyt)=0 telty,T
") ok , (6.4.49)
y(to) =0

cuja solucdo exata é dada por y(t) = 0. Ao se aplicar o método de passo multiplo
linear

Z%’ykﬂ = hZijk+j (6.4.50)
=0 =0

para resolver (6.4.49)), tem-se
QnYk+tn T Cn—1Yk+n—1 + -+ + aoyr = 0, (6.4.51)

uma vez que f(t,y(t)) = 0. A relagdo (6.4.51)) é uma equacdo de diferengas linear
homogénea.
Se 0 método ([6.4.50)) for convergente entao

lim y, =0, kh=t—1ty fixado, VtE€ [to,T].
h—0

Para simplificar a andlise num primeiro momento, suponha que as raizes do
polinémio caracteristico da equagao de diferencas ((6.4.51)

n

pal(r) =Y a;rd, (6.4.52)

=0

o qual coincide com o primeiro polinomio caracteristico do método de passo muiltiplo
(16.4.50]), sejam reais e distintas, denotadas por r;, [ = 1,2,...,n. Neste contexto, a
solugao de (6.4.51]) pode ser escrita como

Yk = a1y + aory +azry + -+ a1k, (6.4.53)
onde as constantes a;, [ = 1,2,..., n, sao obtidas a partir das n primeiras aproxi-
magoes da solucao exata yo,y1,¥y2,--., Yn—1, NOS instantes tg,t1,to,..., th_1. E

natural que se utilize yo = y(tp) = 0 (a condi¢do inicial dada para o problema
estudado). As aproximagoes nos outros n — 1 instantes de tempo devem ser obtidas
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numericamente, por exemplo e para fixar ideias, por um método de passo tinico de
primeira ordem, isto é,

Yy =0+0(h), k=1,2,....,n—1 (6.4.54)

Buscamos solugoes da forma ((6.4.53]) que respeitem as condigoes iniciais ((6.4.54)),
portanto

arr¥ 4 agrh +azrk +-- Farh =0(0), k=1,2,...,n—1. (6.4.55)

E simples ver que as solucdo desse problema sao da forma a; = hd;, para que a
igualdade seja verificada com h — 0. Logo, pode-se escrever a solucao do problema
homogéneo como yg, k > n, da forma

Y = h(dﬂ“’f +d27“§ +"'+dn7”]n€).

Considerando a convergéncia do método para a solucao exata do problema (no
caso, a solugdo trivial), tem-se

lim y, =0
h—0
kh=t—to
e, portanto, para cada parcela que compoe a solucao numeérica y; devemos ter

k

— 1 T
. E_ 1: 0 k _ : J
kh}gtr[l)t hri = klggo T = t—to kll}n;o = 0. (6.4.56)
=t—1o

Note que o método jamais poderd ser convergente se o modulo de qualquer uma
das raizes r; for maior do que 1. Em outras palavras, o limite em (6.4.56|) serd zero
se e somente se |r;| <1, j=1,2,..., n. Isso nos leva ao seguinte teorema.

Teorema 6.3 (Critério das raizes simples reais). Um método de passos miltiplos
linear de n passos da forma (6.4.50}), com inicializacdo consistente, que tenha o
primeiro polindomio caracteristico com raizes simples, distintas e reais € convergente
somente se

|rj|§13 j:]-,"','fl7

sendo r; as raizes do seu primeiro polinémio caracteristico.

Se o polinomio (6.4.52)) tiver uma raiz com multiplicidade maior que um, por
exemplo r; com multiplicidade m > 1, ent@o tal raiz contribuira para a solucao da
equacgao de diferencas com uma parcela da forma

[aj,l + aj,gk =+ 4 aj7mk:(k — 1) cee (k —m + 2)] T;-C.

Se |rj| > 1, o termo dominante quando k — oo (h — 0) é o termo de maior grau

em k, referente a a;,,. Analisando a forma geral da solucao do problema, descrita

na equagao , vemos que quando houver uma multiplicidade m > 1, essa raiz

sempre contribuird com uma parcela da forma hkzm_lrf, m > 1. Para tais parcelas,

tem-se, para um instante de tempo ¢ fixado, o limite

lim  hETE = im0 pmetyk =t —tg lim k™ 2%, (6.4.57)
k J k—o0

h—0 J k— oo J
kh=t—tg
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Se m = 2, entao esta equacao ((6.4.57)), e de fato a equacao geral (6.4.56)), serd

da forma

rk
lim kL. 6.4.58

Neste caso, como |r;| > 1, o limite néo vai a zero com k — co. Se |r;| = 1, o limite
serd 1, e se |r;| > 1, o limite serd too. Caso m > 2, entdo vemos que a equacgao
(6.4.57)) ird para oo quando k — oc.

Concluimos, portanto, que se m > 1 ndo hé convergéncia se |r;| > 1, mesmo que
|r;| = 1. Logo, o método poderd convergir para a solugao exata do problema-modelo
proposto somente se o limite em (6.4.57) for zero, que sé ocorre quando |r;| < 1.

Teorema 6.4 (Critério das raizes). Um método de passos miltiplos linear de n
passos da forma (6.4.50) que tenha primeiro polindémio caracteristico com raizes r;,
ji=1,2,...,n,., é convergente somente se

Ir;] <1, se r; for raiz simples,

|ri| <1, ser; for raiz com multiplicidade maior que 1.

E importante destacar que o critério das raizes é necessdrio para convergéncia,
mas nao suficiente, pois mostramos a sua necessidade para apenas um tunico pro-
blema de valor inicial. Para garantia de convergéncia para qualquer problema de
valor inicial bem posto vamos precisar de algo além desse crierio.

Definicao 6.3 (Zero-estabilidade). Um método de passo mailtiplo linear € zero-
estavel se nenhuma raiz do primeiro polinomio caracteristico

plr) = a;r (6.4.59)
=0

tiver mddulo maior que 1 e toda raiz com mddulo 1 for simples (multiplicidade
um).

Note que aqui estamos também interessados em raizes complexas. Portanto,
dizemos que o método ¢é zero-estavel se as raizes do seu primeiro polinémio carac-
teristico estiverem no interior do disco unitario fechado do plano complexo, sendo
que aquelas que estiveram no bordo (tenham médulo igual a 1) devem ter multipli-
cidade 1.

Se analisarmos o caso dos métodos de passo Unico explicitos , vemos que
estes sempre tem primeiro polinémio caracteristico dado por

p(r)=r—1, (6.4.60)

com raiz simples e igual a 1. Se o método for consistente com qualquer problema
de Cauchy bem posto, de forma a garantir que a ® do lado direito de seja de
pelo menos O(h?), p > 0, e portanto respeitando o problema modelo ¢y’ = 0 quando
h — 0, temos o seguinte resultado.
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Teorema 6.5. Todo método de passo unico explicito consistente é zero-estdvel.

O principal resultado deste capitulo relaciona zero-estabilidade com convergén-
cia, e é descrito a seguir.

Teorema 6.6 (Teorema de Equivaléncia de Dahlquist). Um método de n passos
linear consistente com a equagio diferencial y' = f(t,y), sendo f Lipschitz, com
condigoes iniciais consistentes, isto €, y; = 0;(h), j = 0,1,...,n — 1 sdo tais que
0;(h) — 0 quando h — 0, € convergente se e somente se é zero-estdvel. Além
disso, se f for suficientemente diferencidvel, e o erro local de discretiza¢do e inici-
alizagao tiverem ambas ordem p, entdo o erro global também terd ordem p.

A demonstracao da necessidade de um método ser zero-estavel para obtermos
convergéncia segue do critério das raizes. Porém, a volta, que garante que um
método consistente zero-estdvel é sempre convergente, exige outros resultados que
estao além do escopo destas notas. A prova pode ser encontrada em [I3] 24], mas
foi primeiro discutida por Dalhquilst [6].

6.5 Ordem de convergéncia

O teorema de equivaléncia de Dahlquist nos garante que para buscar métodos de
uma certa ordem de convergéncia, que sejam zero-estaveis, basta analisar a ordem
consisténcia. Com base no Teorema se os coeficientes C),, deduzidos em ,
forem nulos até o coeficiente de ordem p, isto ¢ C; =0, j = 0,1, ..., p, entao o método
é de ordem O(h?) de consisténcia. Se for zero-estdvel, entdo também tera ordem
O(h?) de convergéncia.

Suponha um método de n passos linear. Temos 2(n + 1) coeficientes (a;, 5;)
a serem determinados. Como podemos, sem perda de generalidade, multiplicar
a equagao do método por uma constante sem afetar a solucdo, temos na pratica
apenas 2n + 1 coeficientes a serem determinados. Portanto, a principio, poderiamos
tentar buscar métodos de até ordem p = 2n.

Isso significa, por exemplo, que poderiamos ter um método de 2-passos com
ordem 4. Vimos no exemplo que isso pode ser perigoso. Neste exemplo
apresentamos um método de 2 passos explicito com ordem 3, que foi definido unica-
mente, ou seja, é o inico método de 2 passos e ordem 3 explicito possivel, portanto
seria um método 6timo. Na pratica, verificamos que o método era instéavel.

As restrigoes impostas pela zero-estabilidade reduzem as possibilidade de termos
métodos de n passos com ordem 2n, de fato, temos o seguinte importante resultado
que estabelece uma barreira para a ordem.

Teorema 6.7 (Barreira de Dahlquist). Nenhum método de passo maltiplo linear
de n passos (n > 2) zero-estdvel tem ordem maior que n+ 1 se n for émpar, ou
ordem maior que n + 2 se n for par. [13, (23]

Além disso, é possivel mostrar que apenas métodos implicitos atingem a ordem
maxima definida pela barreira de Dahlquist.
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Exemplo 6.5. Quando n = 1, temos o método o método do Trapézio implicito
dado por

Yk+1 — Yk = g(fk-t,-l + fx)- (6.5.61)

Mostre que este método € consistente com qualquer problema de valor inicial bem
posto com ordem 2, zero-estdvel e convergente. Justifique porque o método nao pode
ter ordem de convergéncia maior que 2.

Solugao:

O método é um método de passo unico linear implicito. E simples ver que,
para este método temos Cy = 0, Cy = 0, Cy = 0, portanto tem consisténcia de
ordem 2 para qualquer problema de valor inicial bem posto. Como o método €
de passo tunico, pelo Teorema ele € zero-estdvel. Se inicializarmos o método
com a condigcao inicial dado do problema, entao a inicializacdo serd consistente.
Portanto, pelo teorema da equivaléncia de Dahlquist, o método é convergente de
ordem 2. Concluimos ainda que como n = 1 é impar, a maior ordem possivel de
convergéncia € 2, pelo Teorema da Barreira de Dahlquist.

6.5.1 Exercicios

Exercicio 6.5. Vimos no Teorema[6.5 que todo método de passo tnico consistente
¢ zero-estdvel. Por outro lado, vimos no Ezercicio Resolvido [2.9 que um método
de passo unico pode ser convergente e ao mesmo tempo inconsistente. Justifique
por que nao hd contradi¢ao destas observacoes com o Teorema de Equivaléncia de

Dabhlquist [6.6,

Exercicio 6.6. Verifique se o método de passo miltiplo linear

Yk+2 + 41 — dYr = h [Afrp1 + 2fi]
€ zero-estavel.

Exercicio 6.7. Analise a zero-estabilidade do método de passo miltiplo linear

s — (14 @ics oy = 5 (8= a)fiwr — (1+ )i
para
1. a=0;
2. a=—5.

Exercicio 6.8. Mostre que o método de passo maultiplo linear

sz (0= Dy — by = 1 [0+ B)fusz + 36+ DA

€ zero-instavel se b = —1.

Exercicio 6.9. Empreque o método de passo multiplo linear

Ykv2 + (0= D)yry1 — byx = g [(0+3)fry2 + (30 +1)fi],

comb=0 eb= —1, para solucionar o p.v.i.
d
—y(t) =y(t), tel0,1
Sy(t) =y(®), te 0,1

Yyo=y1 =0

Comente os resultados obtidos.
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Exercicio 6.10. Considere o sequinte método de 2 passos linear implicito
1 4 1
Yk+2 — Yk = h (3fk+2 + gfk-&-l + 3fk> .

Mostre que o método € zero-estdvel e tem ordem de consisténcia 4. Observe que
esta € a maior ordem possivel para um método de 2 passos.

Exercicio 6.11. Considere o sequinte método de 2 passos linear explicito da forma
Ykt2 + a1yrt1 + oYk = h (B1frr1 + Bofr) -

Mostre que nao € possivel acharmos coeficientes o, g, B1, Bo tais que o método seja
zero-estdvel e consistente de ordem 4, que é a maior ordem possivel para métodos
de 2 passos pela Barreira de Dahlquist.

6.6 Erro de discretizagao global

Para o método de passo miiltiplo linear
ZajykJrj = h25jfk+j, (6.6.62)
j=0 j=0

o erro de discretizagao local multiplicado pelo passo de integracao h e a solugao
numérica sao dados, respectivamente, por

hre = Y agy(ters) —hY Bif (tesgs y(tery)) (6.6.63)
i=0 =0
Ry = Zajyk"‘j_hzﬂjf(tk—&-jayk—&-j)- (6.6.64)

Observe que aqui estamos supondo que a equacao de diferengas numérica nao é
resolvida exatamente, pois esta pode acumular, por exemplo, erros de arredonda-
mento.

Efetuando-se a subtragao (6.6.63)) - (6.6.64)), tem-se
ht — Ry, Z a; (Y(tets) = Yr+s) +
- h Z B (f (bt y(thts)) — f(tors yrts)) - (6.6.65)

Considerando-se em ((6.6.65)) ¢, = h7 — Ry, e empregando-se o Teorema do Valor
Médio, chega-se a

Z% (trts) = Yrg) +

h Z @Giyf (trts> Erts) (Y(Erts) = Yrs) 5 (6.6.66)
=0
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para & entre y(tyi;) € Y ;-
Lembrando-se que o erro de discretizagao global, no instante de tempo t = 5,
é definido como sendo
€htj = Y(te+i) = Yi+so

pode-se reescrever ((6.6.66) como
(6.6.67)

n n 8
o = Zajek+j—hZBja—yf(tkﬂ,fkﬂ)ekﬂ,
Jj=0 j=0

Supondo-se que para todo k > 0 se tenha
¢ = constante,

b =~
A\ = constante,

0
;yf (tot s> Erts)

de ({6.6.67)) obtém-se a equagao de diferencas linear que descreve aproximadamente
a dindmica do comportamento do erro de discretizagao global ao longo do tempo,

> (o = hAB)) exyj = ¢ (6.6.68)
j=0

A solugao de ((6.6.68)) é determinada pelas raizes de seu polindémio caracteristico,

(6.6.69)

n

w(r) = Z (aj — hABj) 7,

=0

e pode ser escrita como,
(6.6.70)

e = Z ajr;? B ¢ )
= (aj — hAB;)
j=0

onde r; s@o as rafzes de w(r), supostas simples momentaneamente apenas para

n
simplificar a exposicao da teoria. Aqui, Zajrf é a solugao geral da equacao de

j=1
diferencas linear homogénea e
¢
(@j = hAB;)
j=0

é uma solucao particular de ([6.6.68)).
Sendo (6.6.62]) consistente, tem-se
Co = Z Qj = 0,
§=0

e denotando-se por h = h\, (6.6.70) reescreve-se como
(6.6.71)

n
e = z:dj’l“g'C +
j=1
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solugao da equagao de diferengas linear para o erro global de discretizacao ((6.6.68|).
E interessante notar que o polindmio caracteristico da equagao de diferengas que
descreve aproximadamente a dindmica do comportamento do erro de discretizagao

global, (6.6.68). Este pode ser reescrito em termos dos polinémios caracteristicos
de (6.6.62f), sendo

(aj — hp3;) !

m(r) =

NE

0

<.
I

I
NE

n
I _ pd
o hZBJT
=0

= p(r)—ho(r). (6.6.72)

De , vé-se que as raizes de mw(r) tendem as raizes do primeiro polinémio
caracteristico de , p(r) = E?:o a;jrl, quando o passo de integragao h tende
a zero. Como consequéncia, conclui-se que o comportamento do erro de discretizagao
global, no limite para h tendendo a zero, relaciona-se a zero-estabilidade do método
considerado.

No que segue, apresenta-se o conceito de estabilidade absoluta também conhecida
como estabilidade fraca. Enquanto que o conceito de zero-estabilidade relaciona-se a
convergéncia do método numérico, o conceito de estabilidade absoluta relaciona-se
a escolha de um passo de integracao h > 0 o qual, na pratica, possa ser utilizado na
obtencao de uma solugao numérica que qualitativamente preserve as caracteristicas
da solugao exata do problema, permitindo assim uma andlise e interpretacao corre-
tas do fenémeno objeto de estudo.

<
I
=)

—~

6.7 Estabilidade absoluta

Vamos considerar o problema de valor inicial adotado na parte de estabilidade
absoluta dos métodos de passo unicos,

=)\ t>0,
{y v (6.7.73)

y(0) =1,
com A € C. Vamos supor que a parte real de A seja negativa (Re(\) < 0) e que
portanto y(t) — 0 quando ¢ — oco. Substituindo esse problema na forma usual dos
métodos de passo miiltiplos temos

Zajykﬂ' = h26j)\yk+j» (6.7.74)
j=0 j=0
e portanto
> (a; = ABB;) yriy =0 (6.7.75)
j=0

que define a equacao homogénea associada a equagao ((6.6.68)) no estudo do erro
global. Portanto, o A a ser considerado no problema modelo diz respeito a variagao
de f com relagdo a y (relativo a g—g), que é uma primeira aproximacao (linear) de f.
Essa aproximagao (linearizacao) é razodvel localmente, e esperamos que um método
seja capaz de reproduzir o comportamento de convergéncia para zero do problema

16.7.73) com t — oo.
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Definigao 6.4 (Polindémio de estabilidade absoluta). Definimos como o polinémio
de estabilidade absoluta associado a um problema de n-passos mailtiplos linear o
polinémio,

n(r) = p(r) = hao(r), (6.7.76)

onde p e o sao respectivamente o primeiro e o seqgundo polinomios caracteristico do
método e h € C.

Defini¢cao 6.5 (Estabilidade Absolut@). Um método de passo miiltiplo linear é
absolutamente estdvel se e s6 se, para h = hX dado (h fizado), todas as raizes, r;,
do polinémio de estabilidade absoluta satisfizerem

A regidgo de estabilidade absoluta é definida pelo conjunto de valores de h no plano
complexo tal que o método é absolutamente estavel.

Defini¢ao 6.6 (A-estabilidade). Dizemos que um método é A-estdvel se, e somente
se, a regidgo de estabilidade absoluta contiver o todos os pontos complexos z tais que

Re(z) < 0.

Exemplo 6.6. Considere o método do Trapézio Implicito,

mﬂ—%zgm+hﬂy (6.7.78)

Sabemos que o método € consistente de sequnda ordem, pois Cy = C1 = Cy =0, e
que € zero-estdvel pois é de passo unico. O polinomio de estabilidade absoluta para
este método €

h h h
w@):r_1—2044)=<1—2)r—<1+2), (6.7.79)
cujas raiz € _
14+ R
re-t3 (6.7.80)
1-h
2

Vemos que o método é absolutamente estdvel para todo h = h\ tal que hRe()\) <
0, ou seja, método sempre respeita o comportamento de convergéncia a zero do
problema modelo (6.7.73|). Este método € portanto A-estdvel.

Na pratica, podemos estar interessados apenas em valores reais de A. Neste
caso, o intervalo (a,b) da reta real é denominado intervalo de estabilidade absoluta
se o0 método de passo miiltiplo linear for absolutamente estavel para todo h € (a, b).
Pode-se determinar o intervalo de estabilidade absoluta da seguinte forma:

1. Calculam-se as raizes de 7(r) = p(r) — ha(r), r;(h), para um conjunto de
valores de h numa vizinhanga da origem;
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2. Representam-se graficamente as fungoes ‘rj(ﬁ)

3. Observam-se os intervalos para os quais |rj (ﬁ)‘ < L

Exemplo 6.7. Considere o sequinte esquema de 2-passos lineares, conhecido como
Leap-Frog,

Ykt2 — Yk = 2hfrt1. (6.7.81)

Este método é consistente com segunda ordem, pois Cy = C1 = Cy = 0 (verifique!).
Ele também € zero-estavel, pois o seu primeiro polinomio caracteristico tem raizes
ry =1, ro = —1, distintas, simples e com mddulos iguais a 1. O seu polinémio de
estabilidade absoluta é

m(r) =r® — 1 — h2r, (6.7.82)

com raizes ro = h + vV h2 +1. Vejamos o caso em que A € R e A < 0. Neste caso,
|r£] = 1 somente se h = 0. Para h # 0, conforme podemos ver na Figura
temos que

0<ry <1 Yh <0
r_ < —1, Vh < 0.

, | r.=h+Vh+1

i

iy

Figura 6.1: Exemplo de construgao do intervalo de estabilidade absoluta para o

método descrito em ((6.7.81))

Entao a raiz vy nao afeta a estabilidade absoluta para A < 0. Porém, a raiz
r_ nunca terd modulo menor que 1 para A < 0. Portanto, o método nao € ab-
solutamente estdvel nao importa o qudo pequeno for h. Portando, como estd, o
método ndo tem utilidade prdtica. Curiosamente, este método é bastante utilizado
na prdtica, dado seu baizissimo custo computacional (apenas uma avaliagdo de f),
mas € mecessdrio usar um filtro para obtermos solugdes estdveis.
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Métodos A-estéveis sao na verdade raros. O seguinte resultado mostra o quao
dificil pode ser de se obter um método A-estavel.

Teorema 6.8 (Segunda Barreira de Dahlquist [7] [9]). Relagdes entre A-estabilidade
e métodos de passos maultiplos lineares:

(i) Nenhum método linear de passos miltiplos explicito é A-estdvel.
(ii) Nenhum método A-estdvel linear de maltiplos passos tem ordem maior que 2.

(iii) O método de sequnda ordem A-estdvel linear de passos miltiplos com menor
constante de erro é o método do Trapézio Implicito.

Exemplo 6.8. Considere o método de 2-passos implicito conhecido como BDF2
(Backwards Differentiation Formulae),

3Yk+2 — WWrt1 + Yk = 2h fryo. (6.7.83)

Este método é consistente com ordem 2, pois Cy = C1 = Cy = 0. As raizes do
primeiro polinémio caracteristico sao 1 e 1/3, portanto o método é zero-estavel. O
polinomio de estabilidade absoluta €

7(r) = (3 —2h)r? — 4r + 1,

com raizes
2++/1+2h

3—2h

Mostramos na Figura [6.8 que a regigo de estabilidade contempla todo plano
complexo negativo (esquerdo), e que portanto o método € A-estdvel. O método
BDF2 56 néo € estdvel para alguns valores de \ positivos com h prozimo de 2.

r4 =

6.7.1 Exercicios

Exercicio 6.12. Reveja as nogoes de estabilidade absoluta e de zero-estabilidade e
suas relagoes com a escolha, na prdtica, do passo de integragdo para a andlise do
problema e com a convergéncia do método numérico.

Exercicio 6.13. Considere o método de passo miltiplo linear
h
Yerz — (L + a@)yr +aye = 5[5+ @) foaz +8(1 = a) forr — (1 +50) fil
(6.7.84)

onde —1<a<1.

1. Mostre que o intervalo de estabilidade absoluta do método (6.7.84]) €

(200)
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> Tm(\h)

BDF2:
0s Re(\h)

-3.5

Figura 6.2: Exemplo de regiao de estabilidade absoluta para o método BDF2 des-
crito em (6.7.86)). O interior da curva indica regiao com médulo maior que 1, e toda
a regiao exterior & curva define a regiao onde o método é absolutamente estavel.

2. Para a = —0,9, use o método (0.7.84) para solucionar o problema de valor
iniceal
d
Ey(t) = _QOy(t)v te [07 1]7
t (6.7.85)
y(0) =1,
utilizando h = 0,01, h = 0,02 e h = 0, 04.

Exercicio 6.14. Considere o método de 3-passos implicito conhecido como BDF3
(Backwards Differentiation Formulae),

11ygss — 18ykt2 + YYp+1 — 2y = 6hfk+3- (6786)

Mostre que o método tem ordem 3 de consisténcia e que é zero-estavel. Construa a
regidgo de estabilidade absoluta do método, verificando que ele nao é A-estdvel (por
bem pouco!).
6.8 Exercicios resolvidos
Exercicio Resolvido 6.1. Use o método de passo mailtiplo linear
h
Yk+2 +4Yt1 + yr = 5 [8fk+1 + 4fk] (6.8.87)

para calcular a solucdo numérica do problema de valor inicial

{ z(g)‘i\{@’ 0<t<2, (6.8.88)
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comh=0,1, h=0,05 e h =0,025. Comente os resultados obtidos.
Solugao:
Cdlculo da solugao exata do problema de valor inicial:

dy
— = 4
dt VY
1 dy
— = = 4
V7 dt
1 dy /
—Zdt = Atdt
VY dt
3 412
?JT — 7 + C
2
) C
2 = 24 =
Y t° 4+ 5
C, 2
_ 2 ~
Yy = (t + 2)
y0)=1 = C=2
yt) = (+1)% (6.8.89)

O método foi implementado utilizando a solug¢do ezata para
obter y1, ou seja,

yi =y (to +h) = y(h) = (K> +1)°.

Este dado ¢ necessdrio para iniciar o cdlculo das aproximacdoes em um método de
dois passos (alternativamente, pode-se empregar um método de passo inico para
gerar y1).

O método nao € consistente nem zero-estdvel (verifique!). Logo, diver-
gente. A redugdo mo passo de integragdo h aumenta o erro de discretizagcdo global.
O método gera aproximagoes negativas a partir de certos valores de tempo
para as quais f(t,y) é um ndmero complezo.

Considerando-se o instante t = 0.3, pode-se perceber que a reduc¢do do passo
de integracdo h provoca aumento no erro. As tabelas e apresentam os
valores gerados até o ponto em que a solu¢do numérica torna-se negativa.

h=0,1

178 y(te) Yk ly(t) — yil
0,000 1,000000  1,000000 _ 0,000000
0,100 1,020100 1,020100 0,000000
0,200 1,081600 1,081200 0,000400
0,300 1,188100 1,189238 0,001138
0,400 1,345600 1,338866 0,006734
0,500 1,562500 1,592994 0,030494
0,600 1,849600 1,702337 0,147263
0,700 2,220100 2,913023 0,692923
0,800 2,689600 -0,602567 3,292167

Tabela 6.2: Comparagao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(16.8.88]), onde a solugao numérica foi obtida através do método ((6.8.87) com h = 0, 1.
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h=0.1

3 T T T T T

—— Solugédo Analitica
O Aproximagdes

_1 . . . . . . .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

X

Figura 6.3: Comparagao das solugbes exata e numérica do problema de valor inicial
(16.8.88]), onde a solugao numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h = 0, 1.

h=0,05

ty y(tr) Yk ly(tr) — yxl
0,000 1,000000  1,000000 _ 0,000000
0,050  1,005006  1,005006  0,000000
0,100 1,020100 1,020075 0,000025
0,150  1,045506  1,045580  0,000074
0,200 1,081600 1,081158 0,000442
0,250 1,128906 1,130988 0,002082
0,300 1,188100 1,177715 0,010385
0,350 1,260006 1,310883 0,050877
0,400  1,345600  1,095852  0,249748
0,450 1,446006 2,666284 1,220278
0,500  1,562500 -4,430548  5,993048

Tabela 6.3: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(16.8.88]), onde a solugao numérica foi obtida através do método ((6.8.87) com h =
0, 05.

Exercicio Resolvido 6.2. Verifique o efeito da falta de estabilidade (instabilidade)
do método de passo maultiplo linear

h
Ytz = Yrtt = 3 [3fer1 = 2fi] (6.8.90)

empregando-o para solucionar numericamente o Problema de Cauchy

{ z(g)‘i\{?’ 0<t<2, (6.8.91)
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h=0.05
3 T T T T T T

—— Solugao Analitica ©
O- Aproximagdes
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1 M
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X
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Figura 6.4: Comparagao das solugbes exata e numérica do problema de valor inicial

(16.8.88]), onde a solugao numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =
0, 05.

h=0,025

173 y(tr) Yk ly(tr) — yil
0,000 1,000000  1,000000 __ 0,000000
0,025 1,001250  1,001250  0,000000
0,050  1,005006  1,005005  0,000002
0,075 1,011282  1,011286  0,000005
0,100 1,020100 1,020072 0,000028
0,125 1,031494 1,031627 0,000133
0,150 1,045506 1,044835 0,000672
0,175 1,062188 1,065521 0,003334
0,200 1,081600  1,065009  0,016591
0,225 1,103813 1,186258 0,082445
0,250 1,128906 0,719318 0,409588
0,275  1,156969  3,187841  2,030872
0,300 1,188100 -8,915969 10,104069

Tabela 6.4: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(16.8.88]), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.87) com h =
0,025.

cuja solugdo exata € y(t) = (t* + 1)2.
Solugao:

O método € zero-estdvel porém inconsistente (verifique!). Logo, diver-
gente. As Figuras e [67a-b foram geradas com passos de integra¢io h = 0,1,
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h=0.025
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Figura 6.5: Comparagao das solugbes exata e numérica do problema de valor inicial
(16.8.88]), onde a solugao numérica foi obtida através do método ((6.8.87) com h =
0,025.

h = 0,05 e h = 0,025. Note-se que a difereng entre as aprozimagoes e a solugdo
exata aumenta a medida que o passo de integracdo € reduzido, fato que caracteriza

a divergéncia do método numérico (6.8.90).

h=0.1
25 T T T T T
— Solucéo Analitica
O- Aproximagdes
20 1
151 1
>
10+ 1
e}
o
5r fo) 1
o (€]
o
1) o
o}
o)
G 0 0°
0 . . . . . . . . .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2

Figura 6.6: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial

(6.8.91)), onde a solugao numérica foi obtida através do método (6.8.90)) com h = 0, 1.
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h=0.05
25 T

h=0.025
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(a) (b)

Figura 6.7: Comparacao das solugoes exata e numérica do problema de valor inicial
(6.8.91)), onde a solugdo numérica foi obtida através do método (6.8.90) com (a)
h=0,05e (b) h =0,025.

Exercicio Resolvido 6.3. Determine a ordem de consisténcia e o erro de discre-
tizagao local principal do Método de Quade

8 6h
Yktd — E(yk-‘rf) —Ykt1) — Yk = E(fk-&—él +4fis +4fr1 + fr). (6.8.92)

Solugao:

8
ag =1, a3 =—1g’ ag =0, a =1 ap = —1

6 24 24
54—E7 53—E7 B2 =0, ﬁl_ﬁ’ Bo=—
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! 8 8
Co = Y aj=—-1+———+41=0

4 4
C = Zjaj *Zﬁj

J .
Cy, = ' gaj—zjﬁj

ST (B,
19 19 19 19 19
0

4
Cs = Z;jaj—zjgﬁj

8216, o\ 12,216 %
19 19 19 19 19
8

N |

4
J J
Ci = D o= 255

1 4
R Ok

S| =

20 618 381
19 19 19
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4 5 4 4
0 = g2 qph -
5! 4!
7=0 7=0
1 8 1944 1 /24 1944 1536
= —[—=——-=—"24+1024 =
0(19 19+0) 4(197L 19+19>
_ 146 146 _
N w 19
6 4 5
_ J J 5
G = gt Lyhis
j=0 j=0
1 8 5832 1 /24 5832 6144
= —_— —_—— — 4 —_— —_— —_—
720 (19 19 + 096) 120 (19+ 19 + 19)
_ 100100
19 19
4 .7 4 -6
Cr = 37,%‘— %,BJ:
j=0 "’ j=0 "
1 8 17496
= — |——-—— 416384
5040 (19 19 + 638>+
1 (24 17496 = 24576
720 19 19
6121 877 6

1995 285 665

O Método de Quade (6 é consistente (Cop = Cy = 0) de ordem 6. O erro
de discretizacdo local prmczpal do método ¢é

a = Crh%y(€)

tante C 6
com constante = ——
T 665

Exercicio Resolvido 6.4. Verifique que é convergente.
Solugao:
Primeiro polinémio caracteristico:

8 8 8
4 2.3 © _ 4 41 © 2
T 197’ + 197" 1 T 1 19r(r 1)

= (PP - er (1)
— (2 (7‘2—1897’4—1)
- w+4xr_m(r-ir+1)

Raizes do polinémio :
r+1=0 = r =-1;

r—1=0 = ro=1
rtérﬂ 0 = r fi+i¢345~
19 - 719 T 19 ’

4
ry = — — /345,
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Mdédulo das raizes rs3 e ry:

1

3
AN (V3B | 16 345\?
=il = | (o) + () | = (ae s 25) g
19 19 361 ' 361

Como as quatro raizes do polinémio sao distintas e tém mddulo 1, o
método € zero-estdvel.

O Método de Quade € convergente uma vez que € consistente e zero-
estdvel.

Exercicio Resolvido 6.5. Considere o método de passo mailtiplo linear

h
Yk+3 + @ (Yrt2 — Yrr1) — Yp = B (B4 ) (fet2 + fry1) - (6.8.93)

1. Determine para quais valores de o 0 método é zero-estdvel.

Solugao:

ag=1, as =a, a1 = —a, oy = —1

Primeiro polinémio caracteristico:

Prarl—ar—1 = (7“3—1)—1—@(7"2—7“)
(r—1) (7“2—1—7“—1—1) +ar(r—1)
(r—=1)[r*+0+a)r+1].

(6.8.94)

Uma das raizes do polinomio (6.8.94) é ri = 1. As outras duas raizes sao

dadas por

—(l+a)+/(1+a)*—4
5 .

(a) Considerando oo =1 ou o = —3 em :

a=1 = (1+a)’—-4=0=ry=r3=—1;
a=-3 = (1+a)’-4=0=>r=r3=1

(6.8.95)

r2,3 =

Como em ambos o0s casos o polinomio tem raiz de multiplicidade 2 e
mddulo 1, o método ndao € zero-estdavel.

(b) Considerando o > 1 ou o < —3 em :

a>1 = 1+a>2=—-(1+a)< -2

14+«
= - < -1
2
. _l+a (1+a)2—4< 1
2 2

= r3 € menor que — 1;
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a<-3 = l+a<-2=—-(1+a)>2

2
14+« (1+a)” -4
= -5+ 5 >1

= 19 € maior que 1.

Como em ambos 0s casos o polinomio tem raiz de mdédulo maior que 1,
0 método nao € zero-estdvel.

(¢) Considerando —3 < a <1 em :

3<a<l = —2<l4a<2=(14+a)’<4

| ‘
= mﬁzf—%gif 4-(1+a)%

lre| = |r3| =

Para o € (=3,1) o método é zero-estdvel,
uma vez que as trés raizes do primeiro polinomio ca-
racteristico (6.8.94)) sao distintas de mddulo 1.

2. Mostre que existe um valor de o para o qual o método tem ordem 4,
mas para que ele seja zero-estdvel sua ordem nao pode exceder 2.

Solugao:

ag=1, as =a, a1 = —a, apg = —1
3+« 3+«
B3 =0, B2 = , B = , Bo=0
2 2
3
Cy = Zaj:—l—a+a+1:0
§=0
3 3
Ci o= ) jaj—=) B
§=0 §=0
3 3
= —a+2a+3—< —12—oz+ —;a)

= a+3-3—a=0

3
j? j — Zjﬁj
§=0

3
I
Mw

7=0
1 3+
= -(—a+4a+9) - 2T 34a
2 2
1 1
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3 . 3 .
_ K J
Cs = Z;T Zj
3+« 3+ a
27) — — 4
(—a+ 8a 4+ 27) 2( 5 + 5 )

1
= 27+ Ta) — 1 (15 + 5ar)

| = m\H“

18 — 2« 99—«

24 12

C3 20 = a9

Para que o método seja zero-estdvel € necessdrio que a ordem do
mesmo seja 2, uma vez que o« = 9 & (=3, 1).

3 .4
04:2
N

34+« 3+«
- 160 + 81 8
24( a+ 16a + 81) — 6( 5 T8 )
- Lsi4150) i(27+9)
Y AT @

27T -3a 99—«

24 2 2

3 . 3
Y j
G o= D> mou—D b

j=0 ‘

1 1 /3 3

(—a + 320 + 243) — to g2t

120

1

= (243 + 31a) — @ (51 +17a)

120
_231- 23«
- 240

1

Oé:9 = C5:TO

Para o =9, o método tem ordem 4, porém ndao € zero-estdvel.
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Métodos
preditores-corretores

Ao se propor um método de passo multiplo linear

n—1 n
Ukin + Y Qykr; = hY_ Bifers, (7.0.1)
=0 =0

onde frt; = f(tr+j, Yu+j), tém-se como opgdes escolher (5, = 0, para um método
explicito, ou 3, # 0 para um método implicito. No primeiro caso, tém-se 2n
coeficientes a se determinar (“graus de liberdade”), aj e 85,5 =1,2,...,n—1, eno
segundo caso tem-se, além destes, 3, a se escolher perfazendo um total de 2n + 1
coeficientes a se determinar. Imposigbes sobre os coeficientes (?7), C;, 7 =0,1,...,
p, constituem wvinculos com os quais controla-se a ordem objetivada.

Com tal diferenga no nimero de graus de liberdade, nao é de se surpreender
que métodos explicitos e implicitos com mesmo niimero de passos (e, portanto,
com mesma demanda por armazenamento de informacao em meméria) possam ter
propriedades como ordem e intervalo de estabilidade absoluta diferentes. As ta-
belas e mostram ordens, intervalos de estabilidade absoluta e o coeficiente
principal de erro para os métodos explicitos de Adams-Bashforth e implicitos de
Adams-Moulton, respectivamente.

nimero de passos 1 2 3 4
ordem (p) 1 2 3 4
coeficiente Cpiq 1/2 5/12 3/8 251/720
estabilidade absoluta | (—2,0) | (—1,0) | (—=6/11,0) | (—3/10,0)

Tabela 7.1: Propriedades de alguns métodos de Adams-Bashforth (explicitos).

numero de passos 1 2 3 4
ordem p 2 3 4 5
coeficiente Cpyq —-1/12 | —1/24 | —19/720 —3/160
estabilidade absoluta | (—o0,0) | (=6,0) | (—=3,0) | (—90/49,0)

Tabela 7.2: Propriedades de alguns métodos de Adams-Moulton (implicitos).
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Comparando-se as tabelas e percebem-se que sao muitas as vantagens
dos métodos implicitos sobre os métodos explicitos (de mesmo niimero de passos).
Dentre elas, podem ser destacadas menores valores absolutos para os coeficientes
principais de erro Cpy; e maiores amplitudes dos intervalos de estabilidade abso-
luta. Claro, como principal desvantagem, pode-se mencionar o fato dos métodos
implicitos demandarem a resolugao de uma equagao algébrica em todo o passo de
integragdo no tempo para se determinar yii, (e.g. via método da Dicotomia, do
Ponto-fixo, de Newton, etc.).

Considere o método de passo miltiplo linear implicito

n—1 n—1
Yktn + Y Ukt = hBnf (thns Yhin) +h Y By ity (7.0.2)
7=0 =0

Ao se calcular yi4,, em (7.0.2) usando o Método do Ponto Fixo, tem-se

n—1 n—1
+1
y][gs+n] + Z Oéjyk-i-j = hﬁnf(tk)-‘rna y][:ln) + h’ Z ﬁjfk-i-] s = 07 17 2a RN (703)
§=0 §=0
onde y,[ﬂn é uma aproximacao inicial de yx4, € s é o indice de iteracao. Uma

condicao suficiente para a convergéncia das iteragoes em ([7.0.3]) para yin, € que se
tenha o passo de integracao h

1
h < ——, (7.0.4)
L|By|
onde L é a constante de Lipschitz da fungao f do Problema de Cauchy em estudo.
A questao que deve ser considerada neste ponto é: “E possivel beneficiar-se das
boas propriedades de ambos os tipos de métodos simultaneamente?”. Como é visto
adiante, a resposta é afirmativa.

7.0.1 Exercicios

1
Exercicio 7.1. Mostre que se h < ——— entdo o processo iterativo (7.0.53) converge.

L|Bn|

H& duas opgoes para se solucionar as iteracoes advindas da aplicacao do Método
do Ponto Fixo ao esquema implicito ((7.0.2]):

12 iterar até que |y,[::;] — y,[in| < €, onde € > 0 é uma precisao pré-fixada

22 jterar m vezes, com m fixo (isto é, s =10,1,2,...,m —1).

Para diminuir o nimero total de iteragoes na primeira opc¢ao, é necessario utilizar
] . P (] [0] o
boas aproximagoes iniciais y ;. Observe que, dependendo de y;, e €, muitas
avaliagoes (célculos) da fungao f podem ser necessirias.
. o . s
Uma forma conveniente de se obter yu_n é usar um método de passo muiltiplo

linear explicito de ordem p*, denominado preditor, e depois calcular y,[clin através

de um método de passo multiplo linear implicito de ordem p, denominado corretor.
Pode-se denotar a estratégia da seguinte maneira [16]:

P : uma aplicacao do método explicito preditor, o qual gera uma boa aproximagao

[o] .
para Y,y .
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E : um célculo de f (evaluation);

C : uma aplicagao do método implicito corretor, o qual gera a solugao numérica
para yx+, via Método do Ponto Fixo.

Em geral, a forma de aplicagao do Método Preditor-Corretor é descrita como
PEC)™ (7.0.5)
ou
P(EC)™E, (7.0.6)

sendo

()
- yk+n7

= f (tk+n7y][ﬂoj_n>7

(1
- yk+n7

= f (tk+my;[€14]rn)7

B Q & 9
|

e m o namero fixo de vezes que yYiin (y,[:ﬂn) sera calculado. O modo ([7.0.6)) difere

do modo ([7.0.5) por uma avaliagdo a mais da fungdo f. Obviamente, optar pelo
modo ([7.0.5)) ou (7.0.6)) afeta o préximo passo de integracao.
O corretor, para m geral, é dado por

n—1
s+1] m s m—
ye Z ity = hBnf (tean ui i) + 0 Bif(trassyis; ) t=0,1. (7.0.7)
j=0
Para s = 0 em ((7.0.7)), tem-se que
n—1
yk+n + Z O‘Jykﬂ = hBnf(trsn, yl[c+n )+h Z Bif tk+]a yl[c+j t])a
7=0

onde se t = 1 tem-se P(EC)™ e se t =0 tem-se P(EC)™E.
Para s = 1 em (7.0.7)), tem-se que

yk+n + Z ajyk_l,_j = h/an(tk+ﬂ7 y][g_l,_n + h Z ﬂ] tk+]a y][:t,l_j t]),
7=0

onde se t = 1 tem-se P(EC)™ e se t = 0 tem-se P(EC)™E.

Definigao 7.1. Sejam os métodos de passo miltiplo lineares usados como preditor
e corretor, respectivamente, definidos pelos polinémios caracteristicos

n

n
D= Yair ai =1, 0= 3 5
=0

=0

n n
= Zayﬂ an =1, o(r) = Zﬁjrj.
=0 i=0

Os modos P(EC)™E e P(EC)™ sao definidos como:
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P(EC)™E
n—1
yl[ﬂ-n + Z oz*y;[gi] =h Z B; f[m] (prediz)
=
Para s=0,1,...,m —1
f;&s] = f(tk+m y;[jm) (avalia)
][CS:’I’:Ll] + Z O‘JZ/J[@TJ = hﬂnf;ﬂn +h Z BJ k+] (corrige)
o= (tk+n7 y;[ﬁ]n) (avalia);
P(EC)™:

y;[ﬂn + Z a*y,[ﬁ]] =h Z 5*]”,;7_] 1 (prediz)
Para 3—0,17..., —1
ol = f(tm, ) (avalia)

s+1 m s [m—1 .
I[c—:_n] + Z Jy][<;+]] = hﬁnf;[gln Jthﬂj " ] (corrige).

E interessante observar que a medida que o nuimero total de iteragdoes m cresce
tendendo ao infinito as caracteristicas do método preditor-corretor aproximam-se
cada vez mais aquelas do método usado como corretor (e.g. ordem de consisténcia,
intervalo de estabilidade absoluta e coeficiente principal de erro). Iterar até a con-
vergéncia das iteracoes nao é, a principio, a primeira estratégia de implementagao
que se usa pois nunca se sabe, a priori, o custo computacional envolvido por passo
de integracao no tempo. Prefere-se, ao invés, fixar-se um valor para m (tipicamente
m = 2) e se resolver o problema a um custo computacional conhecido.

7.1 Erro de discretizacao local

Sejam P o método preditor e C o método corretor, definidos por

+Za i = hZB s (7.1.8)

R Z i = W f (trpn L) + 1 Z Bt (1.1.9)

onde s=0,1,--- ,m—1,t=0= P(EC)"Eet=1= P(EC)™
O erro local de discretizagao principal dos métodos preditor e corretor é dado,
respectivamente, por

P y(tern) = Yih, = Cpe AP Hly@ 0 (1) + O(AP"+2) = ha*,  (7.1.10)
C: Yltrpn) =y = CpprhP Ly (1) + O(WP*2) = ha. (7.1.11)
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O produto do erro local de discretiza¢ao pelo passo de integragao h (suficiente-
mente pequeno) para um método de passo miltiplo linear é dado por

ha = y(ten) + Z%y thts) = hBnf (bhtns Y (thin)) +
n—1
= h D Bif (b y(tres)). (7.1.12)
§j=0

Como até j = n nao se cometeu qualquer erro (porqué?), a subtracao (7.1.12]) -

(7.1.9) resulta em
hos = Y(tpn) = 95 = 1B [ (o (i) = £ (it )| (7013
Aplicando o Teorema do Valor Médio a ([7.1.13)), chega-se a

S f S
ha = y(tk-t,-n) - ykj,i hﬂn (tk-‘rmnk-i-n,s) (y(tk-‘rn) - y/[gJ]rn> ,

s 7]
MWM—QE]szﬁgmmmﬂg@wm>yug+m7 (7.1.14)

(]

onde 7x4n,s pertence ao intervalo de extremos y; in € Y(tktn)-

(a) Caso p* > p:
Substituindo (7.1.10) e (7.1.11)) em (7.1.14) e considerando s = 0, tem-se

Y(trtn) — yk+n hBn 5 (thtn, 77k+n,s) [C;*th*ﬂy(p*ﬂ) (tr) + O(hp*+2)}
+Cpt Py P (1) + O(hPF2),
onde

Y(tiin) = UL, = Copra P Hy @D (1) + O(WPH2). (7.1.15)

Substituindo-se (7.1.11]) e (7.1.15)) em ([7.1.14]) e tomando-se sucessivamente
s=1,2,3,...,m — 1, conclui-se que

Y(tern) — Y = Cpin RPH YD (1) + O(WPH2).

Logo, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor é o
mesmo do corretor quando p* > p Vm > 1.

(b) Casop* =p—1:

Substituindo-se (7.1.10)) e (7.1.11) em (7.1.14]) e considerando s = 0, tem-se

Y(thn) = yl[clin = hﬁn% (tktns Mhtm,s) (C;hpy(f’)(tk) + O(hp+1)) +
+ G Py (1) + O(hPF2),
Y(trin) — y;[;]rn = 671% (thtns Mhsn,s) (C;hp“y(p)(tk) + O(hp+2)> I
+  Cp WPy () 4 O(RPF2),
of

i

<
—~
~
B
+
3
N
|
<
ES
Jr
3
|

C* () (tk) + C, +1y(p+1)(tk)} Pt 4 O(hp+2).
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Para m = 1, o erro de discretizagao local do método preditor-corretor é da
mesma ordem do corretor, porém nao idéntico. Entretanto, com sucessivas

substituicoes em (|7.1.14)), tem-se para m > 2
Y(tin) — Yo, = Cpir B2y @D (8) + O(hP+2),

ou seja, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
torna-se igual ao do corretor.

Caso p* =p—2:
Substituindo-se ([7.1.10)) e em ((7.1.14]) e considerando s = 0, tem-se
of . el (p—
Ultken) = id = 1Bu T (thnseens) (Crah ™y (0) +O(0)) +
+Cpp BTy P (1) + O(WPH?),
of R -
y(tk-‘rn) - y][clln = /Bn87y (tk-‘rna nk-i-n,s) (Cp—lhpy(p 1)(tk) + O(hp+1)> +
+Cpa YD (1) + O(RPH2),

1 af * —
itken) = oL = |85 €3 000) + Cpany D 0| 2+ 0,
Param = 1, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
tem ordem um a menos do que a ordem do corretor. Susbtituindo-se a ex-
pressao anterior e ([7.1.11)) em (7.1.14) com s = 1, conclui-se que

of
Jy

2
Y(than) — y;[ﬂ_n = (571 ) C;71y(p71)(tk) hP 4

d
+ (1 + h%naf;) Cpry P () WP 4 O(hP2). (7.1.16)

Para m = 2, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
é da mesma ordem do corretor, porém nao idéntico. Entretanto, com sucessi-
vas substituicoes em ([7.1.14)), tem-se para m > 3

Y(tern) — Yo = Cpir APy PED (1) + O(WPH2),

ou seja, o erro de discretizagao local principal do método preditor-corretor
torna-se o mesmo do corretor.

E possivel demonstrar que para o caso geral, p* = p—¢q, 0 < q < p, vale o
teorema [?]

Teorema 7.1. um método preditor-corretor para o qual o preditor tem ordem p* e o
corretor tem ordem p, aplicado no modo P(EC)™ ou P(EC)™E, com p*,p,m € N
tais que p* >0, p > 1 em > 1, satisfaz

se p* > p entdo o erro discretizacdo local principal do método preditor-corretor
€ igual ao do corretor;

sep* =p—¢q, 0 <q < p, entdo o erro de discretizacao local principal do
método preditor-corretor
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(a) € igual ao do corretor quando m > q+ 1;
(b) é da mesma ordem que a do corretor, porém nao idéntico, quando m = q;
(c) € da forma KhP~9t™m+L 4 O(RP=9T™+2) quando m < q — 1.

7.2 Estratégia de Milne

A “Estratégia” de Milneﬂ tem por finalidade fornecer uma estimativa para o
erro de discretizacao local de um método preditor-corretor. Considere preditor e
corretor dados por

P G Wy D () + O 42) = y(tiyn) —yht,,  (7.217)
C: Cpph Y0 (1) + O *2) = y(tiyn) =yl (7.2.18)

e tome p* = p. Subtraindo-se (|7.2.17)) de (7.2.18)), tem-se em primeira aproximagao

(Cryy = Cpir) BPH LY@ (1) = ylm] 0 (7.2.19)

Multiplicando-se (7.2.19) por Cp41 e por Cp 4, obtém-se

¢ m
Cp+1hp+1ll(p+1)(tk) = % (y;[CJr]n - y,ﬂn> , (7.2.20)
p+1 p+1
c* m
Cor By D (1) = ———PHL (y,Eﬂn - y,ﬂn) , (7.2.21)
p+1 p+1

estimativas para os erros de discretizagao locais principais do método preditor-
corretor e do preditor, respectivamente.

Pode-se melhorar y,LT_}n utilizando-se a estimativa ([7.2.20)):

Y(tin) — Yo, = Cppr B2 1yP L (1) + O(RPH?),

Yltren) = (W1 + Conah 1y (1)) = O(WF2),

alm]

Yrpin

g = g 4 G Py (1), (7.2.22)

Substituindo-se (|7.2.20]) em (7.2.22), obtém-se

~[m m C 1 m 0
y][<:+]n = yl[c+]n + # (y,[ch]n - y,[CJ]rn) . (7.2.23)
p+1 p+1

Em (|7.2.23)), y,[ﬁn é o Modificador M do corretor.

1Traducéo livre do inglés Milne’s Device com possiveis variacbes dadas por Algoritmo e Es-
quema de Milne.
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A Estratégia de Milne também pode ser empregada para aprimorar a solugao
do preditor. A expressao (7.2.21)) nao pode ser empregada pois, no momento de

aplicar o preditor y,[:ﬁn nao é conhecido. Nesse caso,

Ca by (1) = G ) () +O(HPH2),

Dot —Vitn
N[ 0 "
It = Ukin = Cpp PP (1 ). (7.2.24)

Substituindo-se (|7.2.21)) em (7.2.24)), tem-se

C*
~[0 0 +1 m 0

ok = Yot + T T (y;&ﬁn,l - y,&ln,l) . (7.2.25)
p+1 p+1

Em (7.2.251 , g}f}rn é o Modificador M do preditor.
Os modos P(EC)™E e P(EC)™ podem ser agora reescritos com os modifica-
dores do preditor e do corretor como

PM(ECM)"E

PM(ECM)™.

Para p* = p, a Estratégia de Milne pode ser utilizada ou para aprimorar a solugao
y][;i]n ou para o controle automatico do passo de integracao, mas nao para ambos
simultaneamente. Caso se queira valores aproximados mais precisos, é preferivel
aumentar a ordem do método e usar a Estratégia de Milne para controlar o passo

de integracao.

7.3 Estabilidade absoluta

Sabe-se que o polindmio cujas raizes controlam as propriedades de estabilidade
absoluta de um método de passo muiltiplo linear (ou seja, a escolha do passo de
integragdo numa simula¢do computacional) é o polinémio

I(r) = p(r) — ha(r),

onde p(r) = Y1 _ga;r? e o(r) = X7, Bjr’ sdo, respectivamente, o primeiro e o
o - . - - of
segundo polindmios caracteristicos do método de passo multiplo e h = hA = ha—f é
Y
uma constante.
Em métodos preditores-corretores, o polinémio que determina as propriedades
de estabilidade absoluta II(r) depende de ambos os polinémios, o do preditor e o

do corretor. Tal fato pode ser ilustrado, por exemplo, para um método preditor-
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corretor aplicado no modo PECE (m = 1), explicitamente dado por

n—1 n—1
Pyl + 3 adyll =0 B (s vk, (7.3.26)
=0 j=0
n—1 n—1
1 1 0 1
C: oy, + > Oéjy;[cjrj = 1B f (tsns Yo + h > Bif (thas, y;[cjrj), (7.3.27)
=0 =0
n—1 n—1
P:oy(thpn) + > afy(ter;) = h D B f(ters y(tery)) + a*h, (7.3.28)
=0 =0
n—1 n—1
C: Ylthpn) + > ay(ters) = BBuf thpm, y(tern) + 0> Bif (berss y(ters)) +
j=0 =0
+ah. (7.3.29)

Subtraindo-se (7.3.26)) de ([7.3.28)), obtém-se

Yt — o, + D) [ultens) — vl | =
=0
= h) B [f(tk+j’y(tk+j))_f(tk+j7y][@14]rj)]+a*h7

n—1
€Ecoin + Z a*eﬂj = h Z Bilf (trrss Y(trrg) — f(hrjs y][cll-j)] +  (7.3.30)

+ a*h.

Yltern) = bk, D o5 [ultess) — i, | =

=0

= hB [f(tk+ Y(trtn)) — f(tet 3/[0] )] +

n mny n "y k+n

n—1

+ Y B [f(tk-&-j:y(tk-&-j)) - f(tk‘f'j)y][g]ij)} + ah,
=0

eLlJ]rn Z a]egﬂr] = hB, [f(tk+nay(tk+n)) — f(tk+n,y,[€0ln)} +  (7.3.31)

+ hZﬁj (tht s y(trss) — Flbrsgs v )] + o,

Utilizando-se o Teorema do Valor Médio nas equagdes de diferengas lineares

(17.3.30) e (7.3.31f), obtém-se

n—1
LOf
eg@o]ﬂl + Z aje k+g = Z B5 i Dy (ttj> Me+5) eL]ﬂ +a’h (7.3.32)
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of
e+ Z ajept hﬂna—y (s Tn) €+ (7.3.33)

n—1

of
h Z Bi=- Ay tk+]a77k+3)egg-]|-] + ah.
7=0

+

0 _
Supondo-se que seja aproximadamente constante a—f ~ )\, denotando hA = h e
Y

substituindo-se (7.3.32)) em ([7.3.33)), tem-se
n—1 _
e+ Y ajell. = hB, Z e +h Z Brej +a*h| +

+ h Z Biepl; + ah,

n—1 n—1
z : 1 z : 1 7 j : * [1 —j : * [1
ajegc—]ﬁ—] - h Bje,gc-]Q—] = h/Bn - aj BL_],’_] + h BJ BL_{_] +
7=0 §=0

+ hBn,a*h + ah,

n n—1 n—1
Sagell —nY el = g S () —hBeL 10, (7.3.34)
Jj=0 Jj=0 j=0

onde h = h\ = haf e ¢ = hB,a*h + ah.
Adicionado-se —hﬁnek +n @ambos os lados de (7.3.34)) e considerando-se a;, =1

e 7 =0, obtém-se

> (e = RBy)eiy; = —hBa Y _(aF = hB})eis, + o,

j=0 7=0

Sy — el + 18, Y (ar —hEell = o,

Jj=0 7=0
S (e = hBy) + hBa (o = hB})] elll, = 0. (7.3.35)
7=0

Em ([7.3.35)), tem-se uma equagao de diferengas linear cuja solugao é dada por

€k —Zdrf-l- T (b 9
S (g = hB;) + hBa (af — 18]

J=0
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onde r; sdo as raizes do polinémio

n

= [(a; = hB)) + hBn(a; — hB})] 17 (7.3.36)

j=0

Pode-se reescrever o polinomio (7.3.36)) em funcao dos polinémios caracteristicos
do preditor e do corretor. Assim,

w(r) = p(r) — ho(r) + hB, [p*(r) — ho*(r)] , (7.3.37)

n n
onde p*(r Za r, (T):Zaﬂ“j, ZB e o ):Zﬂﬂ"j'
3=0 §=0 3=0
Caso as raizes r; do polinémio ([7.3.37)) satlsfa(;am a condicao
|Tj|<1’ j:1727"'7n

o método preditor-corretor em estudo sera absolutamente estdvel. O intervalo de
estabilidade absoluta do Método Preditor-Corretor serd (o, B) a, 8 € R tal que
h=h\€ (a,B).

7.3.1 Exercicios

7.4 Controle do passo de integracao

Para controlar automaticamente o passo de integragdo h > 0 em um método
preditor-corretor, utilizam-se simultaneamente trés critérios de sele¢ao:

1. a Estratégia de Milne (se p* = p) para estimar o erro de discretizacao local

principal;
af = . -
2. h— 9 = hA = h deve pertencer ao intervalo de estabilidade absoluta;
Y

3. a condicao de convergéncia do Método do Ponto Fixo

1
h < ——:.
L|Bn|

s ) | R .
No segundo critério, faz-se necessario estimar ——. Uma das estimativas possiveis

Yy
(Lambert [16]) é dada por

of hf (tk+nayz[c14]rn) —f (tk+n,y,[€04]m)

Dy Yotn = Y

h=h\=h

quandom =1e

m] 1]
h=ir=nL o Yein = Yiin

o g, (y,[ﬁnl - y;[fif])

quando m > 2.
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7.4.1 Exercicios

Exercicio 7.2. Deduza as formulas que estimam a parte principal do erro de discre-
tizacdo local dos métodos que usam como preditor Adams-Bashforth e como corretor
Adams-Moulton, ambos de ordem 4.

Exercicio 7.3. Defina formalmente os algoritmos de 4 passos que usam o par
preditor-corretor de Adams-Bashforth-Moulton de quarta ordem nos modos

1. PEC;
2. PECE;
3. PMEC;
4. PMECE.

Exercicio 7.4. Apliqgue o Método Preditor-Corretor definido por

h
Yn+4 — Yn43 = ﬂ(55fn+3 - 59fn+2 + 37fn+1 - gfn)

h
Yn+d — Ynts = ﬂ(9fn+4 +19fn+3 = 5fnt2 + fut1)
no modo PECE, ao problema de valor inicial

d
ay(t) = —20y(1) 0<t<1

y(0) =1
llustre a estabilidade usando
1. h=0,1;
2. h=0,01.

Exercicio 7.5. Considere o problema de valor inicial

P
imﬂ=4Q 0<t<3,
dt 12
(7.4.38)
y(0) = 1.

1. Solucione usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Ynt+1 — Yn = Thz (23fn —16fn—1+ 5fn—2)
Yn+1 — Yn = %(9fn+1 +19fn = 5fn-1+ fn-2)
2. Solucione usando h = 0,1 e o método preditor-corretor
Ynt1 = Yn = 95 (55fn — 59 fn—1 + 37 fn—2 — 9fn_3)
Yni+1 — Yn = %(gfnﬂ +19f, —5fn—1 + fn72)

3. Compare os dois métodos usando y1, y2 e y3 obtidos por um RK44.
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Tabela 7.3: Polinémios caracteristicos que definem o método preditor-corretor.
Exercicio 7.6. Considere o preditor P e o corretor C' definidos pelos polinomios
caracteristicos presentes na Tabela [7.3.

1. Determine a ordem do método.
2. Calcule o coeficiente da parte principal do erro de discretizacdao local .

3. Mostre que o coeficiente determinado no item anterior € igual ao do corretor.

7.5 Suplemento tedrico
Um ntimero p é um ponto fixo de uma fungéo g(t) se

9(p) = p,

ou equivalentemente, se
g(p) —p=0.

Teorema 7.2 (Teorema do Ponto Fixo). Seja g(t) € CWia,b] tal que g(t) €
[a,b] Vt € [a,b]. Suponha ainda que ¢'(t) exista em (a,b) com

lg'()] < k VL€ (a,b),

onde k < 1 é uma constante positiva. Entdo, para um nimero qualquer py € [a,b],
a sequéncia definida por

Prnt1 =9 ((Pn), n>0

converge para o Unico ponto fixo p € [a,b].

Observagao: O Teorema do Ponto Fixo permite determina a raiz p de f(t)

=0, ou
seja, f(p) = 0. Para empregd-lo, é necessério reescrever f(¢) =0 como t = g(t).

7.6 Exercicios resolvidos

Exercicio Resolvido 7.1. Considere o preditor P e dois corretores C(V) e C2),
definidos pelos polindémios caracteristicos presentes na Tabela .

(a) Deduza uma estimativa do erro local de discretizagdo

(i) para um Método Preditor-Corretor que use P e C);
(ii) para wm Método Preditor-Corretor que use P e C).

(b) Escreva o algoritmo que utiliza P e CY) no modo PECE.
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P Q=01 (O = (4/3) (2 =+ %)
CU [ (=1 () = (1/3) (C +4C+ 1)
CO [ () =C = (/8 +(/8)_0a(0) = (3/8) (C+23 ()

Tabela 7.4: Polindémios caracteristicos que definem o Método Preditor-Corretor.

(¢c) Escreva o algoritmo que utiliza P e C® no modo PMECME.
Solugao:

Como p*( Za r, Zaﬂ“] a*( Zﬁ r, o(r) = Zn:ﬁjrj
=0

7=0

Jj=0 Jj=0
0s sequintes métodos de passo maltiplo lineares:

<

n
e Z O Yktj = hz Bj fi+j, 0s polindmios caracteristicos da Tabela /H) definem

4
P: ypra—yr= gh 2fet3 — frr2 +2fet1]; (7.6.39)
1
CU: ypio—yp = gh [frv2 +4fie1 + frl s (7.6.40)
9 1 3
CP: ypps — QUk+2 + qUk = gh [fras + 2fra2 — frra] - (7.6.41)

Pode-se mostrar que os métodos P, CY) e C@ tém ordem de consisténcia 4
(verifique que Co = C1 = Co =C3 =Cy =0 e C5 # 0), 0 que possibilita o uso do
dispositivo de Milne. Ao calcular o coeficiente Cpi1 do erro, obtém-se

14
« _ 7.6.42
CS 457 ( 6 )
1
oM — 7.6.43
5 907 ( )
@ _ _1 14
ct o (7.6.44)

Substituindo (7.6.49), (7.6.49) e (7.6.44]) em

Cp+1 0
O pptly et g,y =+l [m] [0]
p+1 ) (ty) = C;H Coit (yk+n yk+n) )

conclui-se que:

L(a)(2)
1
1 90 m 0
CE() )h5y(5)(tk) = EEOL y][ﬁL]n yl[H]»n)
15 T 90
_ 1 (y[m] _ )
29 k+n k+n |
1(a) (i)
1
2 ~ 0 m 0
CPRYI (1) = 2 (ul — viha)
1y
9

E
= ( l[gi]n - k+n) :
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Como o preditor é um método de 4 passos, os corretores C) e C2) podem ser
reescritos na forma

1
CU Ypgs — Ypso = gh [frva +4fry3 + frial, (7.6.45)
9 1 3
CP: ypga — QUk+3 + gUk+1 = gh [frta +2frys — fraa]. (7.6.46)
Assim:
1(b)
0 4 1 1 1
P y/[cjrﬁl - ?Ji[c] = gh |:2f/£7-ﬁ]-3 - 1£41r2 + 2f/[€-|]-1:|
E: f;[ﬂ]rz; =f (tk+4,y;[€0l4)
1 1 1 0 1 1
C: yl[ci4 - yl[cJ]r2 = gh [fzih + 4f1£J]r3 + flE:J]r2:|
E: f]E;lJ,]-4 =f (tk+4ay][€1j_4> 5
1(c)
0 4 AL AL AL
P yl[ﬁ]L4 - y/[c] = gh [2f1£+]3 - f/[cJ]rz + 2f1£+]1}
[0 0 112 /1 0
M : yl[vjrél = yl[¢4]r4 + o1 (y/[ﬁ:-LS - yl[cJ]r:a)
E: f}L(L; =f (tk+4a@][g041r4)
1 9.1 1.1 3. Tz A1 AL
C: yl[cJ]rzL - éy/[cjrﬁl + gyl[w]rl = gh [ l£-i]-4 + 2f/[€-|]-3 - flgﬂ]—2}
. S 9 (1 [0]
M : Yeta = Ypta — 121 (yk+4 - yk+4)
E: f;£1+]4 =f (tk+4,?3][g141r4) .
Observagao:
C*
[0 0 1 m 0
yl[cJ]rn = y/[cJ]rn + # (yl[ch]nfl - yl[cJ]rnfl)
p+1 p+1
14
[0 0 = 1 0
it = ot o (ol - o)
T 0

o) o, 12/ [0]
Ypta = yk+4+ﬁ<yk+3_ k+3>
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Apeéendice A
Exercicios complementares

1 Seja o método de passo unico descrito abaixo.

Método A.1 (de Runge-Kutta de 2¢ ordem com dois estdgios (Ralston)).

Yo = y(to)
A.0.1
{ Yk+1 = Y + h®(tg, yx, h) ( )
b—a
com tpy1=tpx+h, 0<k<n—-1, h= - e

1
(I)(tk:ayka h) = 1 (Kl + 3K2) 5

sendo
K1 = f(tk, Yx)

2 2
R = f (tk + gh,yk + 3h/€1)

1.1 O método de passo simples (A.0.1)) é consistente e convergente? Justifi-
que.

1.2 Comprove a ordem de consisténcia dois do método de passo simples

(A.0.1)) verificando que ele concorda com o Método da Série de Taylor
até o termo de segunda ordem.

1.3 Determine a regiao de estabilidade absoluta do método de passo simples

(A.0.1). Faga a andlise para A € R.

1.4 Use o método de passo simples (A.0.1) para solucionar o Problema de
Cauchy

4
at?
y(0) =0

com h = 0,5. Calcule o erro global de discretizagao no instante t = 1 e
comente o resultado obtido.

(t) = te3t —2y(t), t€0,1]
, (A.0.2)
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1.5 Ao solucionar o Problema de Cauchy numericamente, é mais vantajoso
computacionalmente usar o método de passo simples (A.0.1]) ou o Método
de Euler Aprimorado? Justifique.

2 Considere o método descrito a seguir.

Método A.2 (de passo Unico).

Yo = y(to)
, A.03
{ Yk+1 = Yk + h®(tr, yx, h) ( )

b—
com tgy1=ty+h, 0<k<n-1, h= na e
1
é(tlwykah) = g (2/'61 + 3'%2)5
sendo
K/lzf(tk:ayk)
flt +5h +5hm
Ko = - -
2 k 67yk: 6 1

2.1 O método (A.0.3) é um Método de Runge-Kutta? Justifique.
2.2 O método (|A.0.3) ¢ consistente e convergente? Justifique.
2.3 Seja o Problema de Cauchy

%y(t) = —50y(t), t€[0,10]
(A.0.4)

y(0) =5

a Discretize o problema de valor inicial (A.0.4)) usando o Método de
Runge-Kutta 44 cléssico.
b Analise a estabilidade absoluta do Método de Runge-Kutta 44 classico,

aplicado ao problema de valor inicial (A.0.4]), para os seguintes passos
1 1

1 1
de integracao: h=-, h=—, h=— h=—e¢h=—.
4 10 50 20 100

2.4 Seja o Problema de Cauchy

d 1
%y(t) =1+ ;y(t), tell,2 (4.05)

y(1) =2

a Calcule a solugao exata do problema de valor inicial (A.0.5)).

b Discretize o problema de valor inicial (A.0.5) empregando o Método
de Euler Implicito.

¢ Determine o erro global de discretizagao cometido no instante t =
2 ao solucionar numericamente o problema de valor inicial (A.0.5)
utilizando o Método de Euler Implicito com passo de integragao h =

1
1 Comente o resultado obtido.
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2.5 Seja o Problema de Cauchy

%y(t) = —5y(t) +5t2 +2t, te0,1]
(A.0.6)

a Calcule a solugao exata do problema de valor inicial (A.0.6)).

b Estime o passo de integracao h para que o erro local de discretizagao
para o Método de Euler, aplicado a solugao numérica do problema
de valor inicial (A.0.6), seja menor que 1073.

3 Solucione a equagao de diferencas linear
Yeto +4yr = 15
com condigoes iniciais yp =1 e y; = 2.
4 Seja a sequéncia de Fibonacci
Yk+2 = Ykt+1 + Yk, £ >0, (A.0.7)
onde
Yo =y1 = 1. (A.0.8)

Solucione a equacao de diferencas linear (A.0.7)), sujeita as condigoes iniciais
(1A.0.8)).

5 Calcule ¢, § e v para que o método de passo multiplo linear

Ye+a = Yo + @ (Yr+s = Yor1) = 1[0 (frots — fes1) +7fove]  (A0.9)
seja consistente de ordem 3.

6 Os métodos de passo miultiplo lineares

1
Yk+3 = 31— 5 (Byk+2 + yk) + 3hfrio (A.0.10)

1 3h
Y3 = g (Yrt2 — yr) + = (fr+3 +2fer2 — frt1) (A.0.11)

sdo convergentes? Justifique.

7 Sejam o método de passo multiplo linear

h
Yotz = Y1 = 5 (forz + 4fer1 + fi) (A.0.12)
e o problema de valor inicial
d
Zu(t) = =20 [y(t) — t*] +2t, t€[0,10]
(A.0.13)
1
y(0) =
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7.1 O método de passo multiplo linear (A.0.12) é absolutamente estavel con-
siderando o p.v.i. (A.0.13) com h = 0,17 Justifique.

7.2 Na sua opinido, o método de passo multiplo linear (A.0.12)) gera bons
resultados quando aplicado a solucao do p.v.i. (A.0.13) com h = 0,17
Justifique.

8 Seja o problema de valor inicial

d 1 Ly
Y0 =1y(t) - 5y°(t), te[l,2 (A.0.14)
y(1) =1

8.1 Calcule a solucdo exata do p.v.i. (A.0.14)).
8.2 Discretize o p.v.i. (A.0.14) empregando o método de passo multiplo linear

4h
Yktd = Yk + 3 (2fk43 = fry2 + 2fry1) - (A.0.15)

8.3 Determine o erro global de discretizagao cometido no instante ¢t = 2
ao solucionar o p.v.i. (A.0.14) com o método de passo muiltiplo linear

A.0.1 h=-.
0.19) e 1

9 Considere os Métodos Preditor P e Corretor C' definidos por

Ykt2 + 4k — e = h(dfrp1 +2fi),

h
Ykt2 — Uk 3 (fra2 + 4frgr + fr) -

9.1 Determine o erro local de discretizagao principal do Método Preditor-
Corretor.

9.2 Escreva o polinémio
7(r) = p(r) — ho(r) + hB, [p*(r) — ho* (T)] (A.0.16)

associado a equacao de diferencgas linear para o erro global de discre-
tizagdo do Método Preditor-Corretor no modo PECE. Qual é a aplica-
bilidade do polinémio (A.0.16)7

9.3 Escreva o algoritmo que utiliza o Método Preditor-Corretor no modo
PECE.

10 Seja o Método Preditor-Corretor Adams-Bashforth-Moulton definido por

h
Yks2 Uktl = 5 (Bfr41 — fr),
h
Y2 —Yre1 = 5 (5frt2 + 8fk+1 — fr) -

10.1 Determine o erro local de discretizacao principal do Método Preditor-
Corretor.

10.2 Escreva o algoritmo que utiliza o Método Preditor-Corretor no modo
PECE.
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Exercicios computacionais

1 Considere o p.v.i.

d

) = —20y(t), telo,1
v y(t), te€l0,1] Bo1)
y(0) =1

1.1 Solucione numericamente o p.v.i. (B.0.1) usando os Métodos de Euler e
de Runge-Kutta de 4% ordem com 4 estagios e os seguintes passos de

integracao:
A h=0,05;
B h=0,1;
C h=0,2.

Implemente os métodos numéricos em linguagem C ou Fortran.

1.2 Analise e justifique os resultados obtidos, comparando os dois métodos
numéricos implementados em relacao a:

A convergéncia;
B estabilidade;
C consisténcia.

2 Seja o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, definido por

aRKFNL/f ——128f§ - 2197% +i/£ +3/£
B 73600t 4275 0 75240 T 50 P T 5

2.1 Valide o Método de Runge-Kutta-Fehlberg, em linguagem C ou Fortran,
empregando o p.v.i.

S0 = (o), t€ o]

, (B.0.2)
y(a) = y(to) = yo
onde A\ é uma constante.
2.2 Considere o p.v.i.
d
Ey(t) = -2t — y(t)v te [Oa 10}
t (B.0.3)
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A Solucione o p.v.i. (B.0.3) usando o Método de Runge-Kutta-Fehlberg,
em linguagem C ou Fortran, com h =0,2 e
(a) € =107,
(b) e=1073.

B Compare o erro local de discretizacao e o passo de integracao. Orga-
nize os dados em uma tabela.

C Calcule o erro global de discretizagao no instante ¢ = 10 e comente os
resultados obtidos.

3 Modelagem da propagagao de doencas contagiosas

3.1 Problema

Na teoria de propagacao de doengas contagiosas, uma equacao diferencial
ordinaria nao linear de primeira ordem homogénea pode ser usada para
prever o nimero de individuos infectados em um tempo qualquer (em
dias), desde que simplificagdes adequadas sejam adotadas. Em particu-
lar; considera-se que todos os individuos de uma populagao fixa podem
ser contaminados e que, uma vez infectados, permanecem nessa condigao.
Sejam z(t) o ntmero de individuos suscetiveis & infecgao e y(t) o ntimero
de individuos infectados. E razodvel supor que a taxa de variacao tem-
poral do nimero de infectados seja proporcional ao produto do nimero
de individuos suscetiveis pelo nimero de individuos infectados. Assim,

tem-se que J
Z(t) = ka(O)y(0), (B.0.4)

onde k é uma constante e
z(t) +y(t) =m, (B.0.5)

sendo m o tamanho da populagdo. Como z(t) = m — y(t), a equagdo

(B.0.4) pode ser reescrita como

d

Y1) = klm —y(@)]y(?). (B.0.6)

A equagao (B.0.6) é chamada Equag¢do de Bernoulli. Esta equacao pode,
pela substituigao

(B.0.7)

ser reescrita como a equacao diferencial ordindria linear de primeira or-
dem néo homogénea (verifique!)

d

Jult) = k[L = mu(t)]. (B.0-8)

3.2 Questoes

A Calcule a solugao exata (familia de solugoes) da equagao (B.0.6) e
determine tlim y(t). Esse limite é aceitavel? Justifique.
— 00
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B Implemente computacionalmente, em linguagem C ou Fortran, os se-
guintes métodos de aproximacao da solugao do Problema de Cauchy

i0) = Sot) = f(ty(0), 1 lab)

y(to) = y(a) = yo

Euler;

Euler Aprimorado;

Trapézio;
Runge-Kutta-Fehlberg;

e Adams-Bashforth de 4 passos;
e Adams-Moulton de 4 passos.

C Considere na equagao (B.0.6):

m = 10°;

k= 2x107%;
y(0) = 10%
t €10,30].

(a) Use os métodos implementados no item B para aproximar a
solucao da equagao no instante de tempo t = 30 dias.
Otimize o passo temporal em cada método e calcule o erro global
de discretizagao.

(b) Compare os métodos empregados. Use tabelas e graficos (plote o
grafico da solucao exata e da solugao numérica empregando apli-
cativos como o winplot, o octave, o maple, o matlab, o mathe-
matica, etc.).

4 Modelagem do crescimento populacional

4.1 Problema
Seja P(t) o nimero de integrantes de uma populac¢do em um determinado
instante de tempo ¢, medido em anos. Se a taxa média de nascimentos
b é constante e a taxa média de mortes d é proporcional ao tamanho
da populacao, entao a taxa de crescimento da populagao é dada pela

equacgao logistica

d
%P(t) =bP(t) — dP(t), (B.0.9)
sendo d dada por

d=kP(t). (B.0.10)
Substituindo (B.0.10) na equagao (B.0.9)), obtém-se a equagao diferencial

ordinaria nao linear, de primeira ordem, homogénea

%P(t) =bP(t) — k[P(t))*. (B.0.11)
A equacao (B.0.11)) pode, pela substituigao

1

ok (B.0.12)

P(t) =
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ser reescrita como a equacao diferencial ordinaria linear, de primeira
ordem, ndo homogénea (verifique!)

d
Jult) + bu(t) = k. (B.0.13)

4.2 Questoes

A Calcule a solucao exata (familia de solugbes) da equagao (B.0.11)) e
determine
lim P(t).

t—o0

Este limite é aceitavel? Justifique.

B Implemente computacionalmente, em linguagem C ou Fortran, os se-
guintes métodos de aproximacao da solugao do Problema de Cauchy

d

y(t) = pri

(t) = f(ty(1), t€la,]

y(to) = y(a) = yo

e Euler;

e Euler Aprimorado;

e Trapézio;

e Runge-Kutta-Fehlberg;

e Adams-Bashforth de 4 passos;
e Adams-Moulton de 4 passos;

e um método preditor-corretor.

C Considere na equagao (B.0.11)):
b=2,9x10"2;

k=1,4x10"";
P(0) = 50.976;
t € 10,30].

(a) Use os métodos implementados na questdo 2 para aproximar a
solugdo das equagoes (B.0.11)) e (B.0.10) no instante de tempo
t = 30 anos. Otimize o passo temporal em cada método e calcule
o erro global de discretizagao.

(b) Compare os métodos empregados. Use tabelas e graficos (plote o
grafico da solucao exata e da solugao numérica empregando apli-
cativos como o winplot, o octave, o maple, o matlab, o mathe-
matica, etc.).
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