Analise da Variancia
(ANOVA)

ANOVA

Analise da Varidancia (ANOVA) é um método para
testar a igualdade de trés ou mais médias populacionais,
baseado na analise das variancias amostrais.

Os dados amostrais sdo separados em grupos segundo
uma caracteristica (fator).

Fator (ou tratamento): é uma caracteristica que
permite distinguir diferentes populagdes umas das
outras. Cada fator contém dois ou mais grupos
(classificagoes).




Exemplos:
(1) amostras do consumo de combustivel para 3 tipos de
carros, de fabricas (marcas) diferentes.

Neste caso temos amostras de 3 populagées de carros.

Temos um unico fator: A marca. Este fator se separa em 3
tratamentos, cada uma das marcas.

(2) Amostras do consumo de combustivel para 3 tamanhos
de motor (1,5L,2,2L e 2,5L) e tipo de transmissdo (manual
ou automatica).

Temos dois fatores:

- O fator tamanho do motor, que contém trés categorias: 1,5
L,22Le25L.

- O fator tipo de transmissao, que contém duas categorias:

manual e automatica. 5

ANOVA de um critério (um fator)

SUPOSIGOES:
* Populagdes normalmente distribuida

* Populagdes tem mesma variancia (ou mesmo desvio
padrao).

« Amostras sao aleatorias e mutuamente
independentes.

» As diferentes amostras sao obtidas de populagoes
classificadas em apenas uma categoria.




O estatistico George E. P. Box mostrou
que os resultados sao confiaveis desde
que o tamanho das amostras sao iguais
(ou quase iguais), a diferenca entre as
variancias podem ser de tal ordem que
a maior seja nove vez a menor.

Se a distribuicbes sdo fortemente nao
normais devemos utilizar outros métodos,
por exemplo, o teste de Kruskal-Wallis.

o

Hipéteses do ANOVA de um critério

HIPOTESE NULA: a média de todas as populagdes séo iguais,ou
seja, o tratamento (fator) ndo tem efeito (nenhuma variagdo em média
entre os grupos).

HIPOTES ALTERNATIVA: nem todas a médias populacionais sdo
iguais, ou seja:
Pelo menos uma média é diferente, isto €, existe efeito do
tratamento.
Nao quer dizer que todas as médias sao diferentes (alguns pares
podem ser iguais)

Ho: pyp=py =p3 ==y

H, : Nem todas as médias populacionais sdo iguais.




ANOVA de um fator

Hoipyp=py =p3 ==y
H, : Nem todos os i, sdoiguais

Todas a meédias sao iguais:
Ho é verdadeira

|
|
i (Sem efeito do tratamento)
|
|
1

My =My =H3

ANOVA de um fator

Ho il =Hy =3 ==y
H, : Nem todos os p, sdoiguais

Ao menos uma média é diferente:
Ho NAO é verdadeira
(Existe efeito do tratamento)

/\\ N\

My =H, #Hj My # My # Mg




Exemplo: Para k amostras (tratamentos)

amostral amostra2 amostra3

observagao 1 X1
observagdo 2 X591
observagdo 3 X3
observagdo ny, X1
média amostral X
variancia amostral s,

;:
ny+n,+...4+n;

para amostras de tamanhos iguais : X =

X12 X13
X922 X123
X3 X33
Xn22 Xn33
X X3
7 2
Sy S3

média sobre todos o valores amostrais (grande média)

X+ Xp+.+ Xy

k

amostra k
X1k
Xok

X3k

Note que o
(tratamentos) em
colunas

livro texto define as amostras
linhas e as observagoées em

Correspondéncia de notacéo entre livro texto e slides

livro texto | slides
observacoes Yij Xii
média das observagoes k Yi Xy
grande média y X
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A ideia basica de ANOVA: particao da variabilidade

1

Decomposicao das observagdées em contribuigoes de
diferentes fontes:

Observagcdo = grande média + desvio devido ao tratamento + residuo

///

= X + (X-x) + (x5-Xx;5)
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Exemplo

Foram selecionados varios
automoveis de 3 modelos

diferentes e ngles colocados_a mod. 1 mod. 2 mod. 3
mesma quantidade de gasolina. A 5
tabela ao lado mostra a 254 234 00
quilometragem obtida pelos 263 218 222
automoveis. Existe diferenca entre 241 235 197
de distancia media percorrida pelos 237 206
diferentes tipos de automoéveis? 1 — 251
Fator (tratamento): tipo de
atutomovel
Niveis: modelo1, modelo 2, modelo
3
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Temos:

modelo 1: X; =249.2
modelo 2: X, =229
modelo 3: X5 =206.25

NX;+0,X,+0,X;  5.249,2+3.229+4.206,25

=229,833
n;+n,+n; 5+3+4

grande média : X =

Por exemplo : 0 elemento da amostral x5, =241

pode ser decomposto assim :

X3 = X + &1—5 + (X3 —X))
241 = 229.83 + (249.2-229.83)+(241—-249.2) = 229.83+19.367—-8.2
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Para o nosso exemplo:

Observagbes = grande média + efeitos do tratamento + residuos

254 234 200 229.83 229.83 229.83| |19.367 -0.83 -23.58 4.8 5 200
263 218 222 229.83 229.83 229.83| |19.367 -0.83 -23.58 13.8 11 222
241 235 197 |=|229.83 229.83 229.83|+|19.367 -0.83 -23.58|+| -82 6 197
237 206 229.83 229.83| |19.367 -23.58| [-122 206
251 229.83 19.367 1.8
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Medida de variagao: variancia amostral

Z(Xi _i)z

q2 _ i

(que depende de uma soma de quadrados)

n-—1

Variagao total = variacdo entre as amostras + variacao dentro das
amostras

Em simbolos: SQ(total) = SQ(entre amostras)+SQ(dentro das
amostras)

SQ(total) ou soma totalde quadrados: € uma medida da variagao
total (em torno de X) em todos os dados amostrais combinados.
SQ(entre) : ¢ uma medida da variagdo entre as médias amostrais
combinados.

Também conhecida como SQ(tratamento).

SQ(dentro) ou SQ(erro) : soma de quadrados que representa a variabilid ade
comum a todas a populagées em considerag&o.




Variacao total

SQ(total) = SQ(dentro) + SQ(entre)

=

SQ(total) = Z (X; = X)?

J

k
=1

Onde:

k = numero de amostras (tratamentos)
n; = numero de observagdes na amostra |
X;; = i-ésima observagao da amostra j

X = média de todos os valores (grande média) 4,

Variacao entre amostras

SQ(total) = SQ(entre) + S(dentro)

A
SQ(entre) = > n,(X; - X)?
=

Onde:
k = numero de amostras
n; = numero de elementos da amostra j
X; = média da amostra j
X = grande média
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Variacao entre amostras

SQ(entre) = Zk:n.(Xj _X)?

SQ(entre)

Variagdo devido a _
diferenca entre amostras. QM(entre) o k—1
Quadrado médio entre =
SQ(entre)/graus de liberdade
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Variacao dentro das amostras

SQ(total) = SQ(entre) +|SQ(dentro)

ms

SQ(dentro) =Zk: D (X, —X;)?

=1 =l

Onde:
k = numero de amostras
n; = numero de elementos da amostra j

X; = média da amostra |

X;; = i-ésima observagao na amostra j
20




Variacao dentro das amostras

SQ(dentro)zzk: i (X; = X;)?

j i=1

Soma-se a variagdo dentro de

cada amostra e entdo soma- SQ(dentro

se todas as amostras QM(dentro) = ( K )
n —

n=n,+Nn,+N; +...4+N,

Quadrado médio dentro =
M SQ(dentro)/graus de liberdade

Variacao dentro das amostras

i(xa Xz)]
4+ +(n, -1)

Koo _ Z‘:(Xu*il)
SQ(dentro) =>" > (X; -X;)’ =(n,—1)| =——— |+(n, 1)

@D S

i(xnk 7ik)
(nl 71)

=(n, 71)512 +(n, 71)522 +(n, 71)532 A ot (i, 71)Sk2

Ou segja:

Zk: (ni - 1)512

QM(dentro) ==
n—k
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As variacoes entre, dentro e total

5 SQ(entre)

S entre —
k—1

5 SQ(dentro)

S dentro —
n—k
2. = SQ(total)
n—1

k =nUmero de amostras

n=n,+n,+n, +...+n, (numero total de elementos)
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Tabela ANOVA 1- fator

Fonte da sQ gl Variancia | RazioF
Variagao

SQE S2entr
Ailliz SQE | k-1 | Stye= - [F= —

- s,

SQD entro
Dentro saD n-k |82 4o=——

n-k

SQT =
-1

Total | sqe+sap| "

k = nimero de amostras (grupos)
n = soma do numero de elementos de todas as amostras

gl = graus de liberdade
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ANOVA 1-fator

Ho: My= Hp = ... = 1y
H,: pelo menos uma das médias é diferente

Estatistica de teste:

£ _ Shene Variéncia entre amostras
S?gentro Variancia dentro das amostras

graus de liberdade: Numerador: gl; =k -1
Denominador: gl, = n — k

k = nUmero de amostras

n=n;+n;+ng+..+n 25

ANOVA de um fator

Calculos com tamanhos amostrais diferentes

=_ n;X;+Nn,X,+...+ 0 Xy

n;+n,+..+n;
€ a média de todos os valores
amostrais combinados
Grau de Liberdade
Numerador: gl =k-1
Denominador: gl,=n-k

k
n=Zni

i=1
SQ(tratamenlto) Soma de quadrados
SQ(erro) Representa a variagao

Componentes-chave:

Variancia(...) = SQ(...)/numero: & uma Média Quadratica,,




TABLE i Percentage Points of F( uy, 2o ) Distributions

o
w — 10
- Faluvr,vz)
v
g 1 2 3 4 5 3 7 8 9 Lo 12 15 023 30 40 @D
1 390.86 4250 35 57.24 60,12 6071 6122 6174
2 853 200 9,28 932 541 942
3 554 540 531 523 522 520 SR
4 4.54 432 .05 382 3a 3RT 354
5 406 378 345 i3n 327 34 321
8 378 346 an 294 200 284
7 350 326 288 270 267 2.59
B G460 301 293 754 250 T4z
9 330 30l 2ol z4z2 Z.3¥ Z30
1 3.4 82 252 228 20
11 323 286 43 221 12
12 ale 18 ] 215 .06
13 314 278 5 zin rm
14 3 273 31 10 205 1.96
15 309 270 27 206 2412 1.82
16 305 267 .24 1.09 1.589
17 303 204 .22 1.96 .56
18 3.m 2h2 .20 .93 1.54
19 200 2@l 18 1.91 1.81
20 297 L3549 i LBy .79
21 2.96 14 1.7 1.78
22 295 256 13 .56 1.76
23 R nl 1.54 1.74
24 293 254 10 1.83 1.73
25 292 233 () 1.82 1.72
6 a1 252 & 1.81 1.71
27 ZH0 2351 ur |14 1.70
28 284 230 (V) 1.7 1.69
29 2,80 2350 06 1.78 1.68
30 288 244 = 1.77 1.67
40 .84 244 HEY] .71 1.61
G0 270 239 95 1.66 1.534
120 275 133 a0 1.60 1.48
o .7 R0 85 1.55 1.42

TABLE 6 [ Convtinued )

[
o
Pl gl

]

s 1 2 3 4 5 il 7 8 9 10 12 15 20 25 30 40 [0}

1 | 1615 19935 2157 2246 2302 2340 2368 2389 2403 2419 2439 2460 2480 24893 2501 2511 2322
2 1851 1900 1216 1925 1930 1933 1835 1937 1938 1940 1943 1943 1940 1946 1947 1948
3 1013 9.01 280 885 881 879 270 866 263 862 833 857
4 7 G.26 609 604 600 & 586 580 577 597% 572 549
5 64l 5.05 488 482 477 462 4546 450 445 443
3] 599 439 421 413 410 384 387 383 381 374
7 554 387 374 373 308 351 344 3400 338 330
H 532 368 350 344 334 3.2z 315 3 308 31
o 512 348 324 373 ENE 3001 244 284 2 Ri 279
1 498 333 314 307 3.0z 285 z7 273 270 2RZ
B 484 3.20 301 2495 2.0 272 2.ah 257 2.49
12 475 KRS 241 285 2.8} 262 54 2500 247 238
13 467 3.03 271 253 246 241 238 230
14 4 hll 296 2.65 246 234 2.34 2.31 222
15 454 368 290 259 240 233 228 232% 216
16 449 363 285 2.54 235 22 223 219 211
7 445 339 281 2.49 231 233 218 215 206
12 441 335 277 246 227 213 214 211 20z
14 438 352 274 242 223 216 211 207 188
20 433 349 271 239 220 212 207 204 185
21 432 347 2.68 237 218 210 205 0l 1.9z
22 430 344 166 2.34 215 207 20z 198 189
23 428 34z 2.64 232 213 205 200 196 186
24 426 340 2162 2300 211 203 1.97 1.94 1.84
23 424 339 2.60 2.28 209 201 1896 192 18z
6 423 337 9 227 207 L83 1824 190 L.s0

27 421 335 257 225 206 197 192 188 1.7
28 420 334 256 2.24 2.04 LB 181 LE&7 177
24 408 333 255 2.22 203 184 189 1K= 1.75
30 417 332 253 221 201 183 188 154 7 174
Ai) 408 323 245 17 1482 1 Hd 1.74 174 168 1.hHd
&0 400 315 237 2.04 184 L75 169 16 153 153
120 382 307 229 1.96 173  Les 160 158 150 143
w 384 3 221 .58 1.67 1.57 1.51 148 139 1.32




Valores criticos sdo obtidos da tabela da distribuigao F.

Como o numerador € maior que o denominador
o teste sera unilateral a direita.

* Rejeite H, se F > F... o5

/

0. .
N&o rejeite Hy . Rejeite Hy
Cc
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Exemplo

Foram selecionados varios
automoveis de 3 modelos
diferentes e neles colocados a
mesma quantidade de gasolina.
A tabela ao lado mostra a
quilometragem  obtida  pelos

mod.1 mod.2 mod. 3
254 234 200
263 218 222

automoveis. Existe diferenca | 241 235 197
entre de distdncia média | 237 227 206
percorrida pelos diferentes tipos | 251 216 204

de automoveis? Faga o teste
com nivel de significancia de
0.05?

1 — Fator (tratamento): tipo de

atutomovel

Niveis: modelo1, modelo 2,

modelo 3 30




Examplo de anova de 1 fator:

tipo1 tipo2 tipo3
254 234 200
263 218 222
241 235 197
237 227 206
251 216 204

|

X, =249.2| X, = 226.0 | X, =205.8

X=227.0

Distancia

270
260
250
240
230
220
210
200
190

X,

X,

Sl

1

Modelo do automoével

2

3

31

mod. 1 mod.2 mod. 3 Xy =249.2 n =5
254 234 200 ™[ x,=2260 =5
263 218 222 — ~
241 235 197 X3=2058 M5
237 227 206 = n=15
251 216 204 X=2210

SQE = 5(249.2 - 227)? + 5 (226 — 227)? + 5 (205.8 — 227)> =4716.4
SQD = (254 —249.2)? + (263 — 249.2)? +...+ (204 — 205.8)?> = 1119.6

!

S2,. =4716.4/(3-1) = 2358.2
S2,00 = 1119.6 / (15-3) = 93.3

}

F

23582

93.3

=25.275
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ANOVA 1-fator

Ho: M4 = My = s Estatistica de teste:

H,: nem todos p; séo iguais g2 23582
a — 0.05 F = entre = ’ == 25.275

Szdentro 933
gl=2 gl,=12

Valor critico: F. = 3.89
| Rejeitar H, com a = 0.05

o =.05

/ ! Ha evidéncia que pelo
0 I— uma das médias ; €
o ° F=25275 .
rejetate F_=3.89 diferente das outras. s;

ANOVA 2- fatores

Dois fatores de interesse: A e B com varios niveis (categorias).

/\ /\__.

Exemplo: Amostras do consumo de combustivel para 3 tamanhos
de motor (1,5L,2,2Le 2,5L) e tipo de transmisséo (manual ou
automatica).

Temos dois fatores:

(A) O fator tamanho do motor, que contém trés categorias: 1,5L
(A1),2,2L (A2) e 2,5L (A3).

(B) O fator tipo de transmissao, que contém duas categorias:
manual (B1) e automatica (B2). 34




Fator A A, A, A,
Fator B
X111 X121 X131
B 1 Xi12 Xi22 Xi32
Xi13 X1_23 Xi33
Xi14 : X34
X1. 35
X1 X321 X231
82 X212 X22 X232
X213 X223 Xa33
X224 X234
X?zs :
35

Correspondéncia de notacao entre slides e livro
texto:

- O fator A (A1, A2,..., Ak) corresponde aos blocos
(Bloco 1, Bloco 2,...,Bloco k) no livro texto.

- O fator B (B1, B2,...,.Bk) corresponde aos

tratamentos (tratamento 1,..., tratamento k)no
livro texto.
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ANOVA 2 fatores: A e B

r = numero de categorias do fator A

C = numero de categorias do fator B

n’ = numero de repeticdes em cada célula
n = numero total de observagdes (n =rkn’)

Xijk = valor da k-ésima observacao na categoria i
do fator A e na categoria j do fator B
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Fontes de variacao
SQT = SQA + SQB + SQAB + SQE | Graude

liberdade:
SQA L
/ Variacdo no fator A
SQT Varia éS(’)Qn?fator B o=
Variaggo total |—" ¢

Variagéo devido a interagdo| (r—1)(c—1)
entre Ae B
n-1
SQE

rc(n’—1)

Variagao aleatéria (Erro)
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Soma de Quadrados para cada variagao:

Variagdo total:  SQT = iii(xijk _i)z

i=1 j=1 k=1

Variagao do fator A :

SQA = cn’zr: (Xi. — i)z
i=1

Variag&o do fator B : c
SQB =" (X; - X)*

=1
39

Variagao devido a interagao:

SQAB = n'ii(iu. ~X.. —X.j. + i)z

i=1 j=1

Variagao devido ao erro aleatério

SQE = i i HZ(Xijk - iij.)2

i=l j=1 k=1

40




ONDE: X
X=Xl — Grande média
rcn

22X
Xi. =-EL = Média doi- ésimo nivel do fator A (i=1,2,...,r)

cn
_ XiJ'k
X = % =Média do j- ésimoniveldo fatorB (j=1,2,...,c)
. Xijk
X, =¥ —— = Média da célula ij

n

r = numero de niveis do fator A
¢ = numero de niveis do fator B
n’ = numero de repeticdes em cada célula
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Quadrados médios (Variancias)

QMA = SrQ'? (Quadrado Médio do fator A)
QMB = S¥.? (Quadrado Médio do fator A)
QMAB = e (Quadrado Médio dainteracdo entre A e B)
(r=1)(c-1)
QME = =8 (Quadrado Médio do erro)

rc(n'-1)
42




ANOVA de 2 fatores: Estatistica de teste

Hoi By =Mz, =3 =

H,: Nem todos os y;_sao iguais

H,:

M1 =H2 SH3 =°°°

H;: Nem todos os p; sao iguais

Teste-F para o efeito do fator A

£ QMA
QME

Teste-F para o
Fe QMB
QME

Rejeite H,
se F>F,
efeito do fator B

Rejeite H,
se F>F,

Teste-F para o efeito da interagao

Hy: ainteracdo de A e B é zero

QMAB Rejeite H,
H,: ainteragdo de A e B nao é zero F= m seF>F,
43
Tabela ANOVA 2 fatores
Soma
Fonte de de graus de | Quadrados Médios F
Variagcdo | Quadra | liberdade (variancias)
dos
N QMA
Fator A SQA r-1 QMA = SQA/(r—1) QVE
QMB
Fator B SQB c-1 QMB =SQB/(c-1) QVE
AB QMAB-= QMAB
(Interagao) | SQAB | (r=NC=1 oo g/ 1)c-1) QME
Erro SQE rc(n'=1) | QME = SQE/rc(n' - 1)
Total sQT n-1
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NOVA 2 fatores: procedimento

Test for an interaction between the
two factors. Use:

QMAB
QME

PARE. Nao considere
os efeitos de qualquer

Rejeite H,: Efeito da | um dos fatores sem
interagéo é nulo.) considerar o efeito do outro

Existe efeito
devido a interagao
dos dosis fatortes
?

(nao rejeite H, : efeito da
interacao é nulo.)

Teste para o efeito do fator linha (A)

QmA
F= QME

Teste para o efeito do fator coluna (B)

QvB

F= "ame

ANOVA de dois fatores

Calculos individuais em categorias de acordo com dois
fatores. Em outras palavras: os valores amostrais sao
categorizados de duas maneiras. Ex. Na corrida de NY:

Fatores: idade e sexo.

Tempo (s) para corredores da Maratona NY

Idade
21-29 30-39 40 ou mais
o 13615 14677 14528
£ 18784 16090 17034
§ 14256 14086 14935
S 10905 16460 14996
o # 12077 20808 22146
sl o | 16401 15357 17260
£ 14216 16771 25399
F 15402 15036 18647
b 15326 16297 15077 "
12047 17636 25898




Fatores: idade e sexo.

ANOVA de dois fatores

Calculos individuais em categorias de acordo com dois
fatores. Em outras palavras, os valores amostrais sao
categorizados de duas maneiras. Ex. Na corrida de NY:

Tempo (s) para corredores da Maratona NY

caso seis células

Idad

€

21-29

30-39

40 ou mais

Masculino

@

@

©,

Sexo

Feminino

@

©,

©

Subcategorias (células), neste
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ANOVA de dois fatores

Anova: fator duplo com repeticao

Tempo (s) para corredores da Maratona NY

RESUMO 21-29 30-39 40 ou mais Total 5120 303(;:(16 70 ou mals

Masculino - 13615 14677 14528
Contagem 5 5 5 15 K 18784 16090 17034
Soma 69637 82121 83639 235397 g | 14236 14086 14935
Média 13927,4  16424,2 16727,8 15693,1 o 2 igzgg ;gggg ;‘2‘?32
Variancia 9087754,3 6962640,2 10125758,2 9165617,8 3 —Tow01 = —

£ 14216 16771 25399

Feminino é 15402 15036 18647
Contagem 5 5 5 15 g 15326 16297 15077
Soma 73392 81097 102281 256770 12047 17636 25898
Meédia 14678,4  16219,4 20456,2 17118
Variancia 2762103,3 1115302,3 24117287,7 14392308,6

Total
Contagem 10 10 10 MQ(Se)fO)
Soma 143029 163218 185920 MQ(idade)
Meédia 14302,9  16321,8 18592 MQ(interag&o)
Variancia 5423270,3 3601847,5 19080511,1
MQ(erro)
ANOVA
Fonte da variagdo SQ gl MQ F, _Aalor-P_F critico Excel:
Amostra 15226837,6 1 15226837,6 1 0,21 4,26
Colunas 92087146,9 2 46043573,4 ,10 0,01 3,40
Interacoes 21040438,9 2 10520219,4 1,17 0,33 3,40 Ferramenta >
Dentro 216683384,0 24 90284743
Anadlise de dados >

Total 345037807,4 29 48

ANOVA Fator Duplo com repeticao




ANOVA de dois fatores

Procedimento para o calculo (continuacg&o)
Passo 2. Efeitos de Linha/Coluna

Linha: Teste H,, “Nao ha qualquer efeito do fator linha” (As
médias das linhas séo iguais)

F = MQ(sexo) / MQ(erro)

ANOVA

Fonte da variacdo SQ gl MQ / F valor-P F critico
Sexo Amostra 15226837,6 1 15226837,6 1,69 0,21 4,26
Idade Colunas 92087146,9 2 46043573,4 5,10 0,01 3,40
Interacao Interacoes 21040438,9 2 10520219,4 1,17 0,33 3,40
Erro Dentro 216683384,0 24 9028474,3
Total 345037807,4 29
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ANOVA de dois fatores

Conclusao do exemplo:

Com base nos dados amostrais, concluimos que os tempos
parecem ter médias desiguais para diferentes categorias de
idade, mas os tempos parecem ter meédias iguais para
ambos os sexos.
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