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O método de Monte C‘arlo

O método de Monte Carlo tem sido intensamente utilizado em diversas dreas
como Fisica Estatistica, Fisica do Estado Solido, Fisica Nuclear, Teorias de
Gauge e em muitas outras.

O grande mérito do método de Monte Carlo é que nenhuma aproximagao
¢ feita no modelo que vai ser simulado; dai a sua importancia.

Neste capitulo faremos uma breve descri¢ao sobre o método de Monte

Carlo, apresentando suas principais caracteristicas.

3.1 Descrigao geral do método

Um dos problemas bidsicos em Fisica Estatistica ¢ o cdlculo de valores espe-

rados de grandezas da forma

¥ (o) O(0)e M)
Z(a} e—.’i?{(a)

onde O(c’) ¢ um operador, ¥(,) denota a soma sobre configuragoes da variavel o .

<0 >= (3.1)

Por exemplo, para o modelo de Ising com N sitios, ¢ denota os valores da
varidvel de spin assumida para cada sitio i da rede numa certa configuragao,

ou o = {01,02,...,0N}
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3.1 Descrigiio geral do método @

Com raras excegoes, nao ¢ possivel obter esse valor esperado explicita-
mente. Uma solugio alternativa seria gerar no computador todas as con-
figuracoes possiveis para o modelo ¢ a partir delas, obter o valor esperado.
No modelo de Ising, por exemplo, para calcularmos explicitamente o valor
esperado acima, precisariamos gerar as 2" configuracoes, o que torna o pro-
blema impraticivel mesmo para .V nio muito grande. Uma outra alternativa
seria gerar aleatoriamente um certo miimero M de configuragoes e calcular o
valor esperado usando somente esse subespaco de configuragoes. Isso poderia
dar uma estimativa ruim, uma vez que uma certa configuracao o contribui
com o fator e#™() ¢ para a maioria das configuracées este fator ¢ pequeno.

O cilculo de valores esperados ¢ geralmente realizado através da amos-
tragem por importancia. Ao invés de se escolher M configuragdes aleatoria-
mente, estas sao escolhidas com probabilidade e =%, Ou seja, configuracoes
mais proviveis sao mais geradas, enquanto configuracées menos proviveis sio
menos geradas. Como a probabilidade de cada configuracio estd sendo levada

em conta no processo de geragio, l

| M |
<O0>~ v ; O(ay), (3.2) {

onde o valor esperado se reduz a uma média aritmética. Métodos que utilizam
nimeros aleatérios para o cilculo das grandezas sao chamados de método de
Monte Carlo.

Para gerarmos configuragoes de acordo com a distribuigiio de Boltzmann,
fazemos uso de um passeio aleatério no espago de configuracoes, através de
uma cadeia de Markov. Este processo de Markov ¢ definido pela proba-
bilidade de transi¢ao W,,_q,,, onde o, e 0, sio pontos no espaco de con-
figuracoes. Para que a cadeia de Markov que produz este passeio aleatério
nos leve até a distribuigao de Boltzmann, é necessdrio e suficiente impor as

seguintes condigoes sobre a probabilidade de transiqéo-lr,ﬂ e > 0.

e Normalizagdo:
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3.1 Descrigio geral do método ‘g

.T‘m.u, = A
B ) (3.3)
B ~ P,
° Balall("()l .); "L - e /‘ MmN - C’ P 4
n
- i ‘ (3.4)

¢ Ergodicidade: Dadas duas configuragoes oy, e 0, quaisquer que satis-

-3n - . . A
fazem e=?m > e e=Blns () | existe um nimero k tal que If;‘n_,,m >0,

onde ,.\_',\'_‘""”W i
_ [t ’
— (T ‘).m% Tmn 7 O

(3.5)

n m -

Dessa forma, qualquer configuracio pode ser atingida a partir de uma con-

figuragao inicial qualquer. Basta aplicar o algoritmo um mimero suficiente

de vezes. \

Na construgio de algoritmos, o balanco é geralmente substituido pela

condicao de balanco detalhado, dada abaixo
g ¢ - )/ T - ¥,
wm € = "mwn C

o (3.6)

onde W, ., € a probabilidade de transicio do sistema ir da configuracio
om para o, e W, _,, ¢ andlogo. \

Balango detalhado implica em balango. Para vermogisto, somemos sobre

m ambos os lados de_(3.6) _h)
¥ P X

. - ¢
W\T“W\e -
Yo e M=V el (3.7)

No lado direito da equagdo acima, o fator e~#/» independe de m. Usan-
do a normalizagao definida em (3.3) obtemos a expressido que caracteriza o
balanco.

Precisamos escolher um algoritmo que nos leve até a distribuigio de Boltz-

mann. Em outras palavras, precisamos de um algoritmo que seja ergédico

£ M:LM/{.Ao:\ 0 er,.,,Q,aMB- M\C\LMQO o
D
r
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Londe, ', )
/2./1/ Equagao Mestra

Considere uma varidvel estocdstica z, que assume valores inteiros e f se

Ja

..... Um

o instante de tempo que assume valores também inteiros (. 1. 2
processo estocastico € dito markoviano quando o valor da varidvel estocistica

num determinado instante de tempo s6 depende do sen valor no instante de
tempo anterior. Seja Peyy(nesi|no. ny,ny. ..., ng) a probabilidade condicional
de que a varidvel x, assuma o valor ng no instante de tempo terr dado
que ela tenha tomado o valor ng no instante ty, o valor ny no instante ¢ 1, 0
valor n, no instante t5,..., o valor n¢ no instante t,. Num processo estocistico
essa probabilidade ¢ igual & probabilidade condicional Pryy(neyy|ns) de que
a varidvel T, assuma o valor ng.y no instante de tempo t; + 1 dado que
cla tenha tomado o valor n¢ no instante t;. Pode-se mostrar [5], que num

processo markoviano a probabilidade Py (neyy) de que a varidvel &, tome o

valor 1 = ngyy no instante g4y ela é dada por

Py(n) =ZT(n.m)P(_1(m). (2.1)
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onde T(n.mn) = P(ng|n_,). Isto nos permite interpretar T(n.m) como um

elemento de uma matriz estocistica T, que deve possuir as propriedades
T(n,m) >0, (2.2)
pois T(n,m) ¢ uma probabilidade condicional e

Y T(n,m) =1, (2.3)

pois a soma das probabilidades de transigio de um estado m qualquer para
qualquer estado possivel n deve ser 1. Ou seja, os elementos da matriz T
devem ser nio negativos ¢ a soma dos elementos de uma coluna qualquer
deve ser 1. Vamos supor agora que as transi¢oes ocorram a cada intervalo de

tempo 7 ¢ que a matriz estocdstica seja dada por

T(n,m)=7W(n,m) n #m, (2.4)

T(non)=1-=70n). (2.3) v

A segunda equagio pode ser justificada pelo fato de que num intervalo de
tempo 7 muito pequeno a probabilidade de permanecer no mesmo estado

m = n deve ser proxima de 1. Utilizando a propriedade (2.3) e as equagoes 4
T l’h " ) -

acima, temos que -_ ,f T (’M, ﬂ) T
: wFr
Qn) = W(m,n).
= B WO (g 17 e f
m¥n

Subsummdo 'me( uacoes (2.4) e (2.5) ng equagaq (2.1), temos
‘Pe W= I w(ﬂ,m (o m t 7’(}'1,&1)/3 ) aln) =2 N‘?Mmm)”
f}}tn) =T Z W(n,m)Pr_y(m) + Pra( n -7 Z W(m,n)Pey(n). (2.7) m#

m(#n) m(#n)

Escrevendo o instante de tempo da seguinte forma (¢ — 1)7 = t de modo que

a probabilidade P;(n) possa ser escrita como P(n,t), temos que

P(n.t+7) = P(n.t) = z {W(n,m)P(m,t) = W(m,n)P(n.t)}. (2.8)

m(#n)

N (ow) Pl [z Winn) [y
Z E‘#hw LY ¢<1 [ "\?(‘-11. IR )

2 Nivwm) Oy (m) = Wlmn) P, (n) +_V(_,(n)
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2.1 Equacio Mestra =

Ao tomarmos o limite 7 — (), temos a seguinte equagio

d
\ ml)(n.l) = Y (W(n.m)P(m,t) = W(m,n)P(n.t)}, (2.9)
4 m(#n)

que chamada de equagio mestra. A equagio mestra descreve a evolugio
temporal da probabilidade do sistema estar num estado qualquer num de-
terminado instante. O primeiro termo descreve todas s configuracoes m
que dao origem as configuragdes n e dai o sinal positivo (“termo de ganho”),
enquanto o segundo termo descreve as novas configuragoes m que serio origi-
nadas de n, dai o sinal negativo (“termo de perda ™). Podemos utilizar uma
outra simbologia para as taxas de transi¢io acima, que evidencia melhor o
carater de “ganho” e de “perda” de cada um dos termos da equacio mestra

e ¢ dada por

!
:ﬁp(u.l) = ¥ {WoeanP(m1t) = Wy P(n 1)) (2.10)

m(#n)

2.1.1 Dois exemplos

Vamos considerar dois exemplos de sistemas para exemplificar a aplicabili-
dade da equagdo mestra.
Como primeiro exemplo, consideramos um processo zero-dimensional de-

finido pelas reagdes quimicas
0+A=FA+4,  A+A=R040. (2.11)

onde k. e k, sao as taxas de criagao e aniquilagao de particulas, respectiva- \
mente. Nesse exemplo ha apenas um tipo de particula, que chamamos de A.

A evolugao temporal da probabilidade ¢ dada por

i . . .
%P(n.t) = Was1—aP(n=1,8)=Wi iy P(n, )+ W o n P(n+2, ) =W, 2 P(n. 1),
(
(2.12)
onde os estados n e m correspondem ao mimero de particulas do sistema.

As taxas de criacdo e aniquilagdo devem ser proporcionais ao nimero de
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particulas nele existente de modo que
”,n—]—-" = A'C(H - l). (2.13)
e
W2 = ken(n — 1), (2.14)

respectivamente, implicando a seguinte equagio mestra
d
mP(u.t) =kd(n—=1)P(n—=1,t) + ko(n +2)(n + 1)P(n + 2, )+

~(ken + kan(n —1))P(n.t), (2.15)
que ¢ o ponto de partida de uma formulagio continua para a percolagio
direcionada (24, 25, 26].

O segundo exemplo consiste em escrever a equagio mestra para o processo
de contato [9]. O processo de contato usual, introduzido por Harris [9), ¢ um
modelo em que as particulas sio criadas cataliticamente e aniquiladas espon-
taneamente. A cada sitio ¢ da rede ¢ atribuida uma varidvel de ocupacio 1,
que toma os valores 7, = 0,1 quando o sitio estiver vazio ou ocupado por
uma particula, respectivamente e miiltiplas ocupagoes sio proibidas. Con-
forme deduzimos na segio anterior, a evolugio temporal da probabilidade de
ocorrencia da configuragao n = (.72, ... mis .v) no instante de tempo t é

governada pela equaciio mestra
d . 0 , ) .
2P0 =3 AWy k0.0 =W, PO}, (216)
n (#n)
onde V' é o nmimero total de sitios da rede. Consideraremos aqui o caso em
que as transi¢oes ocorram apenas entre configuragoes que sejam diferentes

apenas pelo estado de um tnico sitio. Escrevemos portanto

v

’ = ) ’ " ' y TN 217

W, z:l om_nlém.nz...om‘,_,]’...om“qr w;(n). (2.17)
=

onde J,“ g, =01 conforme 7, e 1, sejam iguais ou diferentes, respectivamente
A

e uy(n) é a taxa de transicao do estado do i-ésimo sitio de 7, para 1 — 1,.
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Substituindo a expressio acima na equagao (2.16) temos que

"

,1, P.t) =3 {wi(n) P, t) — wi(n) P(n. 1)} (2.18)

1=1
onde ' = (m, 12, ... 1 — myy ).
Vamos considerar a evolugio temporal da média (f(n)) de uma fungio

f(n) de estado definida por
=Y f(mP(n.t). (2.19)
"

Multiplicando ambos os lados da equacio acima por f(n) e somando sobre 1

temos que

v v
&S FPO) = X5 )P = 55 fn) Pl ).
o noi=1 i=1
| ' ' (2.20)
que resulta na seguinte equagio
(!
) = @) = F) ). (221)

onde fizemos a transformagao 1 — 7' na primeira parcela depois da igualdade.
Por simplicidade, vamos considerar o processo de contato unidimensional. A

taxa de transigio nesse caso é dada por

wi(n) =

lulr—-

5= 1) (i1 + micy) + . (2

o

.22)
A equacdo de evolugio para f(n) = ni ¢ obtida a partir da expressao (2.21)

e é dada por

%('h’) = (1 = m)nisa) — alny). (2.23)
Podemos utilizar ainda uma outra formulagao para a equacao acima. A
densidade de particulas p, dada pela média acima pode ser escrita da seguinte .
forma (;) = 2 P (1) = P(1). Da mesma maneira temos que (
Lo Zny it P misy) = P
a equagao (2.23)

Nillis1) =

(11). Temos entdo a seguinte expressiao para

d
EP(1)=P(01)—0P(1). (¢

o
o
—
~
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.4 APLOoXimagao de campo medio dinamico et

de modo que as solugoes para a equacio (2.24) sio

P(0) = a, (2.27)

que corresponde a um estado em que particulas sao criadas e aniquiladas,

denominado de estado ativo. Dessa forma, a densidade de particulas p = (1)

no estado estaciondrio satisfaz a equagao

p=1-aqa. (2.

Q)
o
0o
~—

A equagao acima descreve uma transicao de fase entre um estado ativo e

absorvente em a, = 1, cujo expoente critico associado 3 ¢ dado por

3

p=(a.—a)’, (2.29)

sendo B = 1. Resultados provenientes de simulagoes numéricas [4] e ex-
pansoes em série perturbativa [13] mostram que uma transicao de fases
continua entre um estado ativo e absorvente ocorre em «, = 0.303228(2)
cujo expoente critico 3 ¢ dado por 5 = 0.27649..., o que discorda com os

valores obtidos aqui.
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