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Instrucdes gerais

1. As respostas deverao ser entregues até o dia 12/11/2023 EM SALA DE

AULA.

2. Todas as respostas deverdao ser acompanhadas por justificativas e deta-
lhamentos matematicos cabiveis. A falta de justificativas implicara na
nao integralidade da questao.

3. A prova pode ser feita com consulta a livros, artigos, notas de aula e
materiais adicionais, porém as respostas sao individuais.

1) Sistema de dois estados em contato com reser-

vatorios sequenciais (2,0)

Considere um sistema de dois estados descritos pela matrizes de transi¢ao
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para0 <t <7/2 (1)

parat/2 <t<T (2)

(a) Encontre os autovalores e autovetores de W, and W5;

(b) Utilizando as condic¢des de contorno apropriadas, encontre P(f) para 0 <
t<71/2e7/2 <t < 7. Justifique todas as consideragdes efetuadas.



2) Sistema de duas particulas brownianas intera-
gentes (4,0)

Considere um sistema formado por duas particulas brownianas interagentes
de massas iguais m, cada sujeita a uma forca externa e estando em contato
com um reservatorio de temperatura 7;, i = {1,2}. Suas posi¢des e veloci-
dades, x; and v;, evoluem de acordo com as equacdes abaixo
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onde Fi(xy, x2) = —=0Vi(x1, x2)/dx;, F1(1) = X; cos(wt) e Fa(r) = X, cos(wt)
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(a) Mostre que o sistema acima apresenta distrlbulgao de probabilidades
P(x1, x2,v1,Vv2,t) governada pela equacao de Fokker-Planck-Kramers
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(b) Considerando Vi(x;, xp) = kx%/Z +k(x] — x2)?/2 € Va(xy, x2) = kx§/2 +
k(x> — x1)?/2 (onde k # «) , escreva as equagdes de evolugio para as
médias (v;) bem como para as covariancias bj.“jv = (x;y;)» — (x;){v;), onde
o subscrito i, j denotam as particulas 1 e 2.

(c) Dada as equacoes anteriores, obtenha explicitamente as expressoes para
(todas as correlagoes) bfjv (i € {1,2}) no regime estacionirio como
funcado dos parametros do problema.

(d) Obtenha as expressoes para (v;)(¢) (i, j € {1,2}) no regime estacionario.

(e) Considere m = 1. Mostraremos futuramente que a poténcia instantanea
associada a particula i, dada por W; = —F(t) (v;) (¢) e tem média (tem-
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Encontre W, e W, e mostre que podem ser escritas da seguinte forma
W, = -J;X, e W, = —J,X,. Encontre as expressoes J; e J, em termos
dos dados do problema.

3) Transicoes de fase em equilibrio e fora do equilibrio
em sistemas com simetria de inversao (4,0)

Considere um sistema de formado por N particulas interagentes, descrito
pela equagdo mestra abaixo:

d N . .
P01 = ;{wml)P(al, 1) — wi(a)P(o, 1)}, (7
onde 0 = (071,02, ..., iy ey ON) € O = (071, T2y ooy =Ty ooy ON).

(a) Mostre, que a evolucao temporal da magnetizagao por spin m = (o) de
um sistema com simetria de inversdo descrito por uma equagao mestra
é
d
E<O'k> = =X orwi(0)), ()

onde wy (o) denota a taxa de transi¢do o — —0%.

(b) Usando o resultado anterior, encontre a expressao para a magnetizagao
por spin para o modelo de Ising, descrito pela dinAmica de Glauber com
taxa de transi¢cao dada por

1
wi(o) = 3 {1 — o tanh(X)}, ©)
onde X = B{J 215:1 oi+s + H}. Mostre que a dinamica acima satisfaz a

condi¢do do balanco detalhado.

(c) Escreva a equacao de evolugdo para a magnetizacao e encontre a solucao
(transcedental) estaciondria dentro da aproximacao de campo médio.
Justifique todas as consideragdes efetuadas.

(d) Faca um grafico m X T e mostre (analiticamente) que, nas proximidades
do ponto critico T, tem-se m ~ (T. — T)?". Obtenha T. para k = 8.



Conforme discutido em sala de aula, o modelo do votante majoritario cor-
responde a uma versao de ndo equilibrio do modelo de Ising, apresentando
também uma transi¢ao de fase ferromagnética-paramagnética, descrito pela
taxa de transi¢ao abaixo

k
W) = 3 {1 -0l -2)S (Z m]} (10)
o=1

sendo f o parametro de “desalinhamento” (0 < f < 1/2) sendo a soma
acima efetuada sob uma vizinhanca de k vizinhos e

1,ifX>0
SX)=4-1,ifX <0 (11)
0,ifX=0
(e) A partir da equacao de equacao (8), obtenha a equacao para m.

(f) Obtenha agora a equacao para m como fungao de f efetuando a aproximacgao
de campo médio simples;

(g) Assumindo que m € pequeno nas proximidades do ponto critico, obtenha
/- bem como o exponente 8’ . Compare sua resposta com aquela obtida
em (d).



