1% Lista de Dinadmica Estocastica e Irreversibilidade-2/2023

Distribuicoes de probabilidade, cadeias de Markov e equagoes mestra

1) Em média 5% dos produtos vendidos por uma loja sdo devolvidos. Qual é a
probabilidade de que, nas préximas quatro unidades vendidas deste produto, duas
sejam devolvidas?

2) Qual é a probabilidade de fazer pelo menos 6 pontos numa jogada de 3 dados?

3) Considere uma distribuigdo binomial com N =60,p=2/3eq=1—p=1/3.
a) Trace um grafico de P(k) contra k/N.

b) Obtenha a distribuicdo gaussiana correspondente, pi(k), isto é com os mesmos
valores de (k) e (k%) da binomial. Faca o gréfico de pg(k) contra k/N e compare
os resultados do item anterior.

c) Repita os itens (a) e (b) para N = 15 e N = 30. Ha modificacdes sensiveis?

4) Considere um ion paramagnético na presenca de um campo magnético H. O fon
é permitido estar apenas na direcdo paralela ou antiparalela ao campo magnético,
onde em cada caso (estado microscépico), podemos associar uma energia E; =
—Ho;, onde o; = 1 (paralelo) ou —1 (antiparalelo). A distribuicdo de probabilidade
associada a cada estado é dada por P(c;) = e #Fi /¢, com B = 1/(kpT) sendo
kp a constante de Boltzmann.

a) Ache a express3o para ((8, H).

b) Calcule a energia média (FE;) do fon e faca um grafico de (F;) versus T.

c) Mostre que a magnetizacdo do fon m = (o;) pode ser calculada a partir da
expressao m = kBT% In¢. Encontre uma expressdo para m(T, H) e mostre que
m(T,0) = 0, resultado esperado para um material paramagnético.

d) Obtenha uma expressio para a variancia x = (02) — (0;)?.

5) Num caminho aleatério em uma dimens3o, depois de N passos a partir da
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origem, a posicdo é dada por x = 37", s;, onde {s;} é o conjunto de varidveis
aleatdrias independentes, identicamente distribuidas de acordo com a distribuicdo

de probabilidades
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onde o e [ s3o constantes positivas.
a) Ache o deslocamento médio a partir da origem depois de N passos.
b) Qual é o valor do desvio quadratico médio da varidvel aleatéria z?

P(s) = J;

6) Considere agora uma colecdo de N ions paramagnéticos na presenca de um
campo magnético H. Da mesma forma que no exercicio 6 cada ion é permitido
estar apenas na direc3o paralela ou antiparalela ao campo magnético. Como ficariam
as expressdes para a magnetizacdo M e varidncia “totais”? No limite de N muito
grande, como seria a forma da distribuicdo de probabilidades Py (M) da variavel
aleatéria M7



7) Uma cadeia de Markov é definida pela matriz estocdstica T e pelo vetor probabilidade
inicial Py, dados por
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Determine os autovalores e autovetores de 7" e, a partir deles, ache o vetor probabilidade
P, em qualquer instante £.

8) A matriz estocastica 77 correspondentes a uma cadeia de Markov entre dois

estados é tal que
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Determine os autovalores e autovetores de T e T, e, a partir deles, ache o vetor
probabilidade P, em qualquer instante /.

para0<{¢<71/2e

9) Considere a seguinte matriz de evolugdo W correspondente a um sistema de

dois estados 1 e 2:
wo( b a
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Determine as poténcias W e a partir dela, obtenha as matrizes ¢’V e (21 — W)~ L.
Determine entdo o vetor probabilidade P(t) e sua transformada de Laplace P(z),

usando a condi¢3do inicial
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Determine P(00) = lim,_,¢ 2P(2).

10) Considere um sistema com dois estados descrito pela matriz de transigdo
do exercicio anterior. Escolhendo
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onde A\ = g—b, determine os autovalores de W, e a partir deles, obtenha R. Obtenha
ent3o a expansdo do vetor probabilidade estaciondria P de W em poténcias de .
Em seguida efetue o somatdrio.



11) Considere um sistema de dois estados 1 e 2, descrito pela matriz de evolugdo:
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para 7/2 <t <T.

Determine os autovalores e autovetores de W, e W5 e, a partir deles, ache o
vetor probabilidade P(t) em qualquer instante ¢.

para0 <t <7/2e

12) Considere um sistema de 3 estados em contato com um reservarério térmico
com temperatura T (8 = 1/kgT) sob a presenca de uma forca ndo conservativa
de magnitude f. Neste caso, as taxas de transi¢cdo sdo definidas de acordo com
a condi¢do do balango detalhado local W;; = I'e=(¢=<=8f/2 quando {ij} =
{21},{32} and {13} e W;; = e~ (¢~ +B/)/2 caso contrério (para i # j). Encontre
a distribuicao de probabilidades estacionaria para €¢; = €3 = €3 bem como a
producdo de entropia, obtida por meio da férmula o = Zij{Wijpijjipi} log %(z #*
), is given by o = 2kgT'3f sinh(8f)/2. Préximo ao equilibrio termodinamico, isto
é (Bf << 1), mostre que a producdo de entropia pode ser escrita sob a forma
o = L(Bf)? onde L > 0 corresponde ao coeficiente de Onsager e é estritamente
nao negativo.

13) Considere o segundo modelo de Schlogl, descrevendo reagao quimica entre
3 espécies A, B and X, de acordo com as reacoes

2X + Alk_1)k13X,  Blk_oJkoX, (1)

onde k41, k1o sao constantes descrevendo a criagao catalitica, criagao e aniquilacao
espontaneas de X, respectivamente.

a) Mostre que a dinamica de p,(t) = P(X(t) = n), paran =0,1,2,... é dada
pela equagao mestra abaixo

pn = fn—lpn—l + Gn+1Pn+1 — (fn + gn)pn7 (2)
onde ) ) ) . )
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b) Para V grande, mostre que a varidvel x = X(¢)/V, onde X(t) = n é
governada pela equacao abaixo

d

ch = akyx® + bky — k_12% — k_s2 = 0. (4)
¢) Fixando ak; = k_s = 1, bks = 0.2, e tomando o potencial quimico de acordo
com a expressao Ap = In[(keak;)/(k_1bk_2)], mostrar que a equacdo acima
apresenta uma transicao de fase descontinua. Encontre o ponto de transicao.
d) Mostre que a producao de entropia o é dada por o = (ak12? — k_12%)Apu.



