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ANALISE DINÂMICA NA ENGENHARIA

Análise dinâmica em certos projetos estruturais é 

imprescindível 
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DINÂMICA

AÇÕES: variam com o tempo (mag./direç./pos.)

Resposta da estrutura: deslocamento (t) 

Ações dinâmicas

Determinísticas Não - Determinísticas

Ações (t) conhecidas: 

prescritas (t)

Ações (t) senso 

estatístico: randômicas
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Periódicas

Não PeriódicasTIPOS DE AÇÕES DETERMINÍSTICAS
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Respostas (t)

Ações (t) Históricos de respostas 

(time-history)

Forças de 

Inércia
Resistem à ações

estática dinâmica

PERFIS ESSENCIAIS DA DINÂMICA
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MÉTODO DE DISCRETIZAÇÃO

3 GDL

Formular Causa(t) e Efeito (t)       EDPs (x,t)

(2) Deslocamentos generalizados (Zn)*

n: funções de forma

* Ideal: Massa distribuída

(1) Massa concentrada

GDL: grau de liberdade
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MÉTODO DE DISCRETIZAÇÃO

Combina (1) + (2)3) Elemento Finito

n: funções de interpolação
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FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO DE MOVIMENTO

1 Equilíbrio Direto: Princípio d’Alembert

2 Princípio dos deslocamentos virtuais

3 Princípio de Hamilton ( )  0
2

1

=+−
t

t
dtWVT 

v(t): deslocamentos;

T: energia cinética total; V: energia potencial total;

W: trabalho de forças não conservativas
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AÇÕES DETERMINÍSTICAS

COMPORTAMENTO LINEAR

EQUAÇÃO DE MOVIMENTO 1 GDL

Eq. diferencial 

de 2ª. ordem

c: coeficiente de amortecimento viscoso linear

k: coeficiente de rigidez

m: massa
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RESOLVER EQUAÇÃO DE MOVIMENTO – 1GDL

Não amortecida:

Vibrações forçadas:

Vibração livre:

Amortecida:

Não amortecida: Amortecida:

Resposta analítica

Resposta analítica: carregamentos periódicos

Resposta aproximada (avaliação numérica, série de Fourier): carreg. gerais

𝑚 ሷ𝑣 𝑡 + 𝑘𝑣 𝑡 = 0 𝑚 ሷ𝑣 𝑡 + 𝑐 ሶ𝑣 𝑡 + 𝑘𝑣 𝑡 = 0

𝑚 ሷ𝑣 𝑡 + 𝑐𝑝(𝑡) 𝑚 ሷ𝑣 𝑡 + 𝑐 ሶ𝑣 𝑡 + 𝑘𝑣 𝑡 = 𝑝(𝑡)

𝒎 ሷ𝒗 𝒕 + 𝒄 ሶ𝒗 𝒕 + 𝒌𝒗 𝒕 = 𝒑(𝒕)

𝒎 ሷ𝒗 𝒕 + 𝒄 ሶ𝒗 𝒕 + 𝒌𝒗 𝒕 = 𝟎

Condições iniciais:
𝒗 𝒕 = 𝟎 = ഥ𝒗

ሶ𝒗 𝒕 = 𝟎 = ሶ𝒗𝟎
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[M]: matriz de massa da estrutura

Resposta Estática: [𝐾] ⋅ {𝑈} = {𝐹} Ações não variam no tempo

Resposta Dinâmica: [𝐾] ⋅ {𝑈} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈} = {𝐹}

Ações variam no tempo, inclusão das forças inerciais

Respostas Dinâmicas, duas classes a ser analisado, para obter:

• as frequências naturais das vibrações livres e seus 

correspondentes modos:  

• Movimentos e esforços devidos a  ações prescritas 

forçadas:

[𝐾] ⋅ {𝑈} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈} = {0}

[𝐾] ⋅ {𝑈} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈} = {𝐹}

RESOLVER EQUAÇÃO DE MOVIMENTO – N GDL
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Respostas Dinâmicas

Matriz de Massa Consistente: Uma das formas mais usadas.

Advém do uso da funções de forma da matriz de rigidez. Assim, para 

cada elemento “e”:

𝑚𝑒 =
𝜌 ⋅ 𝐿

420

140 0 0 70 0 0
0 156 −22 ⋅ 𝐿 0 54 13 ⋅ 𝐿
0 −22 ⋅ 𝐿 4 ⋅ 𝐿2 0 −13 ⋅ 𝐿 −3 ⋅ 𝐿2

70 0 0 140 0 0

0 54 −13 ⋅ 𝐿 0 156 22 ⋅ 𝐿
0 13 ⋅ 𝐿 −3 ⋅ 𝐿2 0 22 ⋅ 𝐿 4 ⋅ 𝐿2

Onde ρ é massa por comprimento (ρ =A.γ)

(massa específica)𝛾 : 𝑘𝑔/𝑚3

𝑚𝑒 = න

0

ℓ

𝜌 ⋅ [𝑁]𝑡 . [𝑁] 𝑑𝜉 𝑁 : 𝑓𝑢𝑛çõ𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑟𝑚𝑎
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Matriz de Massa Lumped (massa concentrada; 

“amontoadora”) 

Matriz alternativa, concentrar a massa em seus 

nós, para cada elemento “e”.

𝑚𝑒 =
𝜌 ⋅ 𝐿

2

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0

Matriz com vantagem p/ montagem, 

economia de memória e processamento.

Respostas Dinâmicas

𝑚𝑟𝑜𝑡
𝑒 =

𝜌 ⋅ 𝐿

2

𝐼

𝐴
+
𝐿2

12

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
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É interessante seu uso para aplicações onde simulam-se massas 

não-estruturais, como na engenharia aeronáutica, considerando 

massas concentradas devidos a: cargas, combustíveis, etc..

Matriz de Massa Lumped (massa concentrada; “amontoadora”) 

Copy Right: http://kis.tu.kielce.pl/mo/COLORADO_FEM/colorado/IFEM.Ch31.pdf
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Matriz de Massa Consistente

Copy Right: http://kis.tu.kielce.pl/mo/COLORADO_FEM/colorado/IFEM.Ch31.pdf
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Matriz de Massa Consistente

Copy Right: http://kis.tu.kielce.pl/mo/COLORADO_FEM/colorado/IFEM.Ch31.pdf
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Matriz de Massa: Combinação entre a Lumped e a Consistente
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Matriz de Massa Global:  

Como se faz para a matriz de rigidez sistema global:

𝑀 6𝑥6
𝑒 = 𝑅 𝑇 𝑒

⋅ 𝑚 𝑒 ⋅ 𝑅 𝑒

Matriz de Massa Global:  Endereçamento idem.

𝑀𝑒𝑠𝑡 3𝑛𝑛𝑥3𝑛𝑛 = 

𝑒=1

𝑛𝑒

𝑀 6𝑥6
𝑒

Respostas Dinâmicas
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Respostas Dinâmicas

[𝐾] ⋅ {𝑈} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈} = {𝐹}

As equações para o movimento então pode ser representadas matricialmente,  

após inserir as condições de contorno  da estrutura, e são dadas por:

Onde as condições de contorno podem ser inseridas nas matrizes [K] e [M] da

maneira  usual, por exemplo, pela técnica de “zeros” e “uns”, não usar penalidade.
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Análise de Vibração Livre:  

As equações para o movimento livre, após inserir as condições de contorno

da estrutura, são dadas por:

[𝐾] ⋅ {𝑈} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈} = {0}

Considerando movimento harmônico: 𝑈 =  ⋅ 𝑠𝑒𝑛(𝜔 ⋅ 𝑡)

Com  e  sendo, respectivamente, os modos fundamentais de vibração 

e suas frequências naturais.

De modo que se leva a resolução do auto-problema:

[𝐾] − 𝜔2 ⋅ [𝑀] ⋅  = {0}

Como  é não-trivial, assim:
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Como  é não-trivial, assim: [𝐾] − 𝜔2 ⋅ [𝑀] = 0

Análise de Vibração Livre:  

E tomando: 

𝜔2 = 𝜆

Chega-se a equação característica: [𝑲] − 𝝀 ⋅ [𝑴] = 𝟎

E λ são os auto-valores dessa equação. A estrutura tem seu modo de

vibração, , associado a cada um dos auto-valores, λ : 

Existem vários algoritmos para resolver esse auto-problema na literatura. 
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• Os diferentes tipos de matriz de massa levam a diferenças suaves no

cálculo dos auto-valores;

• Não há indicação definitiva de qual matriz é melhor para quaisquer

problema em estruturas;

• Com o uso dessa matriz lumped (“amontoadora”), a convergência

para a solução exata dos auto-valores acontece por baixo;

• Os auto-valores obtidos com o uso da matriz de massa consistente

levam a valores maiores que os exatos. Esse tipo de matriz leva

respostas mais precisas para problemas de flexão.

Análise de Vibração Livre:  
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Análise de Vibração Livre: Comparar MEF com Solução analítica 

de uma viga bi-apoiada

Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

E: Modulo de Young em N/m2;

: massa especifica em kg/m3
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Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

E = 31E9 N/m2 ; L = 3 m; I = 6,4E-4 m4 ; A = 0,048 m2 ,  = 2500 kg/m3

1 = 445,9 rad/s    ou f1 = 1/(2) = 70,97 Hz

2 = 1.783,6 rad/s    ou f2 = 2/(2) = 283,9 Hz

MEF:

2 EF: 

MEF:

10 EF: 
Matriz Consistente
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Matriz Lumped

Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

MEF: 10 EF 

MEF:

2 EF 

E = 31E9 N/m2 ; L = 3 m; I = 6,4E-4 m4 ; A = 0,048 m2 ,  = 2500 kg/m3

1 = 445,9 rad/s    ou f1 = 1/(2) = 70,97 Hz

2 = 1.783,6 rad/s    ou f2 = 2/(2) = 283,9 Hz
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RESPOSTAS FORÇADAS

[𝐾] ⋅ {𝑈(𝑡)} + [𝐶] ⋅ { ሶ𝑈(𝑡)} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈(𝑡)} = {𝐹(𝑡)}

Amortecimento viscoso ou proporcional

A parcela de amortecimento surge em decorrência de dois tipo:

Amortecimento Interno: Ocorre no material, devido a micro defeitos, 

deslizamentos de cristais, etc. 

Amortecimento externo: devido aos efeitos de contorno, contato entre 

diferentes corpos, como edifício e solo, impactos entre meios, etc.



MATRIZ DE AMORTECIMENTO DE RAYLEIGH

[𝐶] = 𝑎0 ⋅ [𝑀] + 𝑎1 ⋅ [𝐾]

Matriz formulada considerando desacoplamento entre  as eq. de movimento devidos aos 

diferentes modos, ou seja, condição de ortogonalidade entre diferentes modos:

𝜑𝑚
𝑇 ⋅ 𝑚 ⋅ 𝜑𝑛 = 0 𝜑𝑚

𝑇 ⋅ 𝑘 ⋅ 𝜑𝑛 = 0 𝑚 ≠ 𝑛

Considera-se também essa condição para a matriz de amortecimento:

𝜑𝑚
𝑇 ⋅ 𝑐 ⋅ 𝜑𝑛 = 0

Rayleigh mostrou que essa matriz poderia ser escrita da forma:

[𝐶] = 𝛼 ⋅ [𝑀] + 𝛽 ⋅ [𝐾]ou

Onde os fatores a0 e a1 são determinados experimentalmente.
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Os fatores a1 e a0 podem também serem calculadas em função das duas primeiras frequências 

naturais obtidas pela análise modal (1 e 2), da seguinte forma: 

𝜉 =
𝑐

𝑐𝑐
: razão de amortecimento

Para estruturas, é comum esses valores serem menores que 20%

MATRIZ DE AMORTECIMENTO DE RAYLEIGH
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Pode ser resolvida por superposição modal para análise linear ou usando 

integração direta, via aproximações em passos de tempo.

Inicia-se com a prescrições de condições iniciais, tais como:

RESPOSTAS FORÇADAS

[𝐾] ⋅ {𝑈(𝑡)} + [𝐶] ⋅ { ሶ𝑈(𝑡)} + [𝑀] ⋅ { ሷ𝑈(𝑡)} = {𝐹(𝑡)}

00 00 == UeU 
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MÉTODO DA INTEGRAÇÃO DIRETA

CLASSIFICAM-SE EM:

❑ INTEGRAÇÃO EXPLÍCITA

Equação de equilíbrio é resolvida em (t)

❑ INTEGRAÇÃO IMPLÍCITA

Equação de equilíbrio é resolvida em (t+t)

Exemplos: Método de Houbolt, Método de Wilson , Método de Newmark 

Exemplo: Diferença Central
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MÉTODO DA DIFERENÇA CENTRAL

Diferença central é mais precisa conforme o erro seja 𝒪(ℎ2)
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MÉTODO DA DIFERENÇA CENTRAL

Qualquer expressão de diferenças finitas que aproxima ሶ𝑈 e ሷ𝑈 em termos de 𝑈 podem 

ser usadas

𝐊 ⋅ 𝐔𝐢 + 𝐂 ⋅ ሶ𝐔𝐢 +𝐌 ⋅ ሷ𝐔𝐢 = 𝐩𝐢

𝑈 t = 0 = 𝑈0

ሶ𝑈 t = 0 = ሶ𝑈0

Diferença centrada:

ሷ𝑈 t = 0 = ሷ𝑈0
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MÉTODO DA DIFERENÇA CENTRAL
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MÉTODO DA DIFERENÇA CENTRAL
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MÉTODO DA DIFERENÇA CENTRAL

Para 1º. passo: U-1 = ?

n = 0
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FLUXOGRAMA: DIFERENÇA CENTRAL
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[𝐶] = [0]

Sem amortecimento

http://www.mece.ualberta.ca/tutorials/ansys/IT/Transient/Print.pdf

Viga em balanço com Força de Impulso sem amortecimento
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Viga em balanço com Força de Impulso sem amortecimento

http://www.mece.ualberta.ca/tutorials/ansys/IT/Transient/Print.pdf

𝐹0(𝑡) = 100𝑁

𝑑𝑡 = 0,001 𝑠𝑒𝑔.
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Respostas para desloc. vertical do ponto extremo da viga
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Programa desenvolvido por Diferenças Centradas

Viga em balanço com Força de Impulso sem amortecimento
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Viga em balanço com Força de Impulso sem amortecimento

Programa desenvolvido por Diferenças Centradas
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Viga em balanço com Força de Impulso sem amortecimento

Programa desenvolvido por Diferenças Centradas

Ansys x Meu Programinha (Diferença Central)
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Viga em balanço com Força de Impulso com amortecimento

[𝐶] = 0,01 ⋅ [𝐾]
𝑑𝑡 = 0,001
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Viga em balanço com Força de Impulso com amortecimento

Respostas para desloc. vertical do ponto extremo da viga
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Viga em balanço com Força de Impulso com amortecimento

Respostas para desloc. vertical do ponto extremo da viga
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Viga em balanço com Força de Impulso com amortecimento

Ansys x Meu Programinha (Diferença Central)
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