PEF-5916
Dinamica e Estabilidade das
Estruturas

Prof. Dr. Carlos Eduardo Nigro Mazzilli



Formulacao das equacOes de movimento para sistemas de
pontos materiais

e Leis de Newton

12 lei (inércia): existem observadores privilegiados, chamados inerciais,
em relacdo aos quais pontos materiais isolados, isto &, submetidos a acao
de forca resultante nula, estdo em repouso ou descrevem MRU
(movimento retilineo uniforme).

22 lei (fundamental): a forca resultante em um ponto material €
proporcional a aceleracdo que o anima, definida em relacéo a um
observador inercial. A constante de proporcionalidade € uma propriedade
do ponto material e denomina-se massa. F=ma , m>0

32 lel (acdo e reacao): a toda acao de um ponto material sobre outro
corresponde uma reacao de mesma intensidade e direcdo, porem de
sentido oposto.



Espaco fisico: espaco afim Euclidiano de dimenséao 3.
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Espaco de configuracdo: espaco afim Euclidiano de dimensao 3N (se as
3N coordenadas dos N pontos materiais forem independentes).

x; N\

e um “ponto” nesse espaco caracteriza
completamente a configuracao do sistema
de pontos materiais em um instante t
(coordenadas dos pontos materiais obtidas
por “projecoes”)



* se houver c equac0es de vinculo relacionando as coordenadas é
possivel utilizar um espaco de configuracdo de dimensao n = 3N-c
(n2 de “graus de liberdade™)

Exemplo: um ponto material movimentando-se sobre uma parabola
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x> =0 ¢ = 2 equacdes
X2 = B3 (x1)2 de vinculo

X

espaco de configuracao de dim 3N = 3

espaco de configuracao de dim n = 3N-c

n=1



» Coordenadas generalizadas Q,(t), Q,(t), ..., Q,(t), sendo n = n? de graus
de liberdade, sao escalares convenientemente escolhidos de sorte que
permitam estabelecer uma relacdo biunivoca com as 3N coordenadas do

sistema de pontos materiais.

X =% (Q,,Qyyers Q1)
2 X (Ql’QZ’ Qn’t)

+ 3N equacoes de vinculo holénomo

:Xil (Q11Q2’---’Qn’t)

- as funges x' (Q,,Q,....,Q,,t)sdo finitas de classe C?

» Matriz de transformacao

« Jacobiano da transformacéo é nao-nulo



e Caso particular de vinculo holonomo: vinculo escleronémico

X = %, (Q1, Q2100 Q)

Exemplo: um ponto material movimentando-se sobre uma parabola
X' =Q

pf =pQ2

0

X2
X3
3 uma “matriz” de transformacao T
(deordemn=1)comdetT =0

oQ >
Seja  T-= F_Xl}
oQ

J=detT=1



Deslocamentos virtuais - vinculos holdbnomos

XA
Q/ fz(xl, X°, x3,t2): 0 equagdo vinculo em t,

)C2 ~ ,
X X fl(xl, X, x3,t1): 0 equacdo vinculoemt,

dR, deslocamento real infinitesimal

¢ t+dt
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» Deslocamentos virtuais sao deslocamentos cinematicamente admissiveis
em um instante t fixo, isto é satisfazem as equacdes de vinculo para aguele
Instante t.

A classe dos deslocamentos reais nao coincide, necessariamente, com a
dos deslocamentos virtuais, para vinculos holonomos.

» Para vinculos esclerondmicos, entretanto, como as equacdes de vinculo
Independem de t, a classe dos deslocamentos reais coincide com a dos
deslocamentos virtuais, ou seja 0s deslocamentos reais sao um caso
particular dos deslocamentos virtuails.

 Reac0bes de vinculos ideais sdo ortogonais aos deslocamentos virtuais
dos vinculos. Portanto, as reacoes de vinculo ideais ndo realizam trabalho
virtual:
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SW=F".5R =0



Principio de D’ Alembert

. a d’R
28 leide Newton F —m N a=1aN
(04 (04 dt
)=
F — d°R, -0 a=1aN
T dt?
F =F'+F'+F" =forca resultante
/ | \
ativa vinculo vinculo
Ideal nao-ideal
F'l=—m = forca de inércia
N R . ~ N .
Y (Ee+Ei+En+F)oR, =) 0.0R, =0
a=1 a=1
N — —_ —_ —_
Y (Fe+Em+F! )R, =0

a=1

\

J

a soma da resultante com
a forca de inérciaé o
vetor nulo

(“fechamento” do
poligono de forcas,
COmMo na estatica)

Principio generalizado
de D’ Alembert



* Nota 1 Forca efetiva F°=F?+F"

* Nota 2 Sistema com vinculos ideais, apenas:
N
Y(F2+E!').oR, =0
a=1

(ndo é necessario conhecer reacdes vinculares para
formular equacbes da dinamica / estatica)

* Nota 3 Principio dos deslocamentos virtuais da estatica e caso
particular:

N
e N
2 6R_ =0 < equilibrio

a=1



Principio de Hamilton
28 lei de Newton <= Principio de D’ Alembert << Principio de Hamilton

: o T =variacao virtual da energia cinetica
j (5T SV +S5W “C)dt _0 OV =variacdo virtual da energia potencial
L oW "™ = trabalho virtual das forcas

nao - conservati vas

N L
T =energia cinética =E2ma(dRa R, j

pour] dt dt
N - d
oT = (R SR ) notagao ——
2 o ()=—()
N — —
oV = —Z .0 R =—trabalho virtual das forgas conservati vas
a=1

N
SW"™ =Y F°.6R, =trabalho virtual das forcas ndo conservati vas



EquacOes de Lagrange
Principio de Hamilton < Equac0bes de Lagrange

d[@T] oT oV
— |-—=——=+1
dt{0Q, ) oQ;,  dQ

T :T(Ql,QZ,__,,Qn,Ql,QZ,...,Qn,t) energia cinetica

V =V(Q,Q,,..,Q,,t) energia potencial )
N

N. =forca generaliza da n&o - conservati va = Z F*. R,

a=1 a(g|

* Nota

Zn:N 50 :ZN:'EM SB gy trabalho virtual das forcas
— T e T ndo-conservativas



Formulacao das equacOes de movimento
Exemplo 1: Oscilador linear de 1 grau de liberdade
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22 lel de Newton:

p(t)-kQ-cQ =mQ

Principio de D’ Alembert:

p(t)-kQ-cQ-mQ =0

Principio generalizado de D’ Alembert:

p(t)-kQ-cO-mG|sQ=0V5Q

mQ +cQ+kQ = p(t)




PrlnC|p|o de Hamilton:

j(5T SV + W™ )dt =0
1

T :Esz — ST =mQsQ

V :%kQZ — &V =kQ5Q

SW™ =N5Q=(p(t)- CQ)5Q

Substituindo, vem: j mOs Odt + j - kQ+ p(t)-cQloQdt =0

‘ mtegrando por partes

oQ(t,)=50Q(t,)=0 =>mQ({6‘ - [mQ+cQ+kQ p(t) ]5th

Logo, HmQ+cQ+kQ p(t)lsQdt =0 v5Q
mQ +cQ+kQ= p(t)




Equacao de Lagrange:

d(@Tj oT oV

= |——=—"—7+N

dtloQ) oQ  8Q

1o 0 9 _ g5 . 9T

T_2mQ 50 mQ ; 50 0
d(oT .
thaQ]_mQ

1 Y

— ~kO? — —=K

Vv 2kQ 0 Q

SW™=N5Q=(p(t)-cQ)sQ —  N=p(t)-cQ

Substituindo, vem: mQ = —-kQ+ p(t)—CQ

mQ +cQ+kQ = p(t)




Exemplo 2

paron)
a 2a | a a | a

| |
B 1

Wiw \m O S .
i, ikl e, ikz AB e BC rigidas
59
a

BC imponderavel

Dinamica linear: Despreza-se deslocamento horizontal de B e C, 0 que
e razoavel para Q pequeno.






X

v_ . Q9Q 5504 pX _
SW™ =—¢, == c2Q5Q+_([pa§(t)(4a5dex NS Q

N =-c'Q+p(t)
com ¢’ = f—(13+c2 e p'(t)==pac(t)

Equacao de Lagrange:
d(oT | oT oV

- |-—=———7-+N
dt{0Q ) 0Q 0Q

mQ+cQ+k'Q=p;+p(t)




Exemplo 3: Péndulo simples

Q T :%m(LQ)2

O [ L(1-cosQ) V = +mg|—(1— COS Q)
" g

Equacao de Lagrange: ( ] aT/ 8V
t\ 6Q

Q)

mL’Q = -mgLsen Q

ou Q+ %sen Q=0 (analise ndo - linear)

Q+ %Q =0 (analise linear)



Exemplo 4: Péndulo simples submetido a excitacio de suporte

R=LsenQi +(f —LcosQ)]j
R=LQcosQi +(f +LQsenQ)j

A 4

V =mg[f +L(1-cosQ)]
T :%m(LZQ2 cos’ Q+ Q% sen” Q +2Lf Qsen Q + f?)

T :%mL2Q2+%mf2+mLstenQ



Equacao de Lagrange: 5
d(dT ) o oV yx/
dtloQ) 6Q  oQ

T ) ) .
d (a jz mL*Q + mLf senQ + mLf Q cosQ

dt\ 6Q
(’%: mLf Q cosQ %: mgLsenQ

Substituindo, vem:

mL2Q + mLf senQ + mLfXj/cosQ— mL%:osQ —-—mgLsenQ
mL2Q + mL(g + f)senQ =0

ou O +%(g +f)senQ =0 (andlise ndo - linear)

Q +%(g +f)Q=0 (andlise linear)



Exemplo 5: Barra rigida com rigidez nao-linear e imperfeicao, submetida
a carregamento dinamico p(t) e pré-carregamento estatico mg

Equacao “constitutiva”
M (Q): K(Q —5)[1_ (Q —5)2] nao-linear

Imperfeica 0 & <<<1

T—%mEQZ
Q¢ 2 u
V = jKH[l—HZ]dQ—mgL(COSg—cosQ): K{(Q_Zg) - (Q;g) }

—mgL(cose —cosQ)



SW™=NSQ=P(t)LsenQdQ — N =P(t)LsenQ

Equacdo de Lagrange:
d(oT | oT oV

= |-—=—"=7%+N
dt{0Q ) 0Q o0Q

mL’Q [1 ]+ Img +P(t)|LsenQ

mL%Q + K(Q [1 ] Img + P(t)|LsenQ



