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https://developer.nvidia.com/imsl-fortran-numerical-library

IMSL Fortran Numerical Library:

Rotinas para resolver sistemas lineares, auto-problemas:
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SUBROUTINE DLSLRGSUBROUTINE LSLRG
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LAPACK — Linear Algebra PACKage http://www.netlib.org/lapack/index.html
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LAPACK — Linear Algebra PACKage
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http://icl.cs.utk.edu/lapack-for-windows/index.html
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http://math.nist.gov/MatrixMarket/
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http://www.netlib.org/cgi-bin/search.pl
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http://www.hsl.rl.ac.uk/ipopt/

Para resolver sistemas lineares esparsos, sugiro MA27



9

http://www.hsl.rl.ac.uk/catalogue/
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Respostas Dinâmicas

[M]: matriz de massa da estrutura

Resposta Estática: }{}{][ FUK = Ações não variam no tempo

Resposta Dinâmica: }{}{][}{][ FUMUK =+ 

Ações variam no tempo, inclusão das forças inerciais

Respostas Dinâmicas, duas classes a ser analisado, para obter:

• as frequências naturais das vibrações livres e seus 

correspondentes modos:  

• Movimentos e esforços devidos a  ações prescritas 

forçadas:

}0{}{][}{][ =+ UMUK 

}{}{][}{][ FUMUK =+ 
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Respostas Dinâmicas

Matriz de Massa Consistente: Uma das formas mais usadas.

Advém do uso da funções de forma da matriz de rigidez. Assim, para 

cada elemento “e”:
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Matriz de Massa Lumped (massa concentrada; “amontoadora”) 

Matriz alternativa, concentrar a massa em seus nós, para cada elemento “e”.
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Matriz com vantagem p/ montagem, economia de memória e processamento.

Respostas Dinâmicas
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É interessante seu uso para aplicações onde simulam-se massas 

não-estruturais, como na engenharia aeronáutica, considerando 

massas concentradas devidos a: cargas, combustíveis, etc..

Matriz de Massa Lumped (massa concentrada; “amontoadora”) 
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Matriz de Massa Consistente

Copy Right: http://kis.tu.kielce.pl/mo/COLORADO_FEM/colorado/IFEM.Ch31.pdf
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Matriz de Massa Consistente
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Matriz de Massa: Combinação entre a Lumped e a Consistente
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Matriz de Massa Global:  

Como se faz para a matriz de rigidez sistema global:

        eeeTe

x RmRM =66

Matriz de Massa Global:  Endereçamento idem.
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Respostas Dinâmicas
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Respostas Dinâmicas

}{}{][}{][ FUMUK =+ 

As equações para o movimento então pode ser representadas matricialmente,  

após inserir as condições de contorno  da estrutura, e são dadas por:

Onde as condições de contorno podem ser inseridas nas matrizes [K] e [M] da

maneira  usual, por exemplo, pela técnica de “zeros” e “uns”, não usar

penalidade.
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Análise de Vibração Livre:  

As equações para o movimento livre, após inserir as condições de contorno

da estrutura, são dadas por:

}0{}{][}{][ =+ UMUK 

Considerando movimento harmônico: )( tsenU = 

Com  e  sendo, respectivamente, os modos fundamentais de vibração 

e suas frequências naturais.

De modo que se leva a resolução do auto-problema:

( ) }0{][][ 2 =−  MK

Como  é não-trivial, assim:
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Como  é não-trivial, assim: 0][][ 2 =− MK 

Análise de Vibração Livre:  

E tomando:  =2

Chega-se a equação característica: 0][][ =− MK 

E λ são os auto-valores dessa equação. A estrutura tem seu modo de

vibração, , associado a cada um dos auto-valores,  λ : 

Existem vários algoritmos para resolver esse auto-problema na literatura. 
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• Os diferentes tipos de matriz de massa levam a diferenças suaves no

cálculo dos auto-valores;

• Não há indicação definitiva de qual matriz é melhor para quaisquer

problema em estruturas;

• Com o uso dessa matriz lumped (“amontoadora”), a convergência

para a solução exata dos auto-valores acontece por baixo;

• Os auto-valores obtidos com o uso da matriz de massa consistente

levam a valores maiores que os exatos. Esse tipo de matriz leva

respostas mais precisas para problemas de flexão.

Análise de Vibração Livre:  
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Análise de Vibração Livre: 

Rotinas para cálculo de auto-problemas:

Lapack: DSYGV() 
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Análise de Vibração Livre: 

Rotinas para cálculo de auto-problemas:

Lapack: DSYGV() 
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Análise de Vibração Livre: 

Rotinas para cálculo de auto-problemas: 

Lapack: DSYGV() 



25

Análise de Vibração Livre: Comparar MEF com Solução 

analítica de uma viga bi-apoiada

Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

E: Modulo de Young em N/m2;

: massa especifica em kg/m3
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Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

E = 31E9 N/m2 ; L = 3 m; I = 6,4E-4 m4 ; A = 0,048 m2 ,  = 2500 kg/m3

1 = 445,9 rad/s    ou f1 = 1/(2) = 70,97 Hz

2 = 1.783,6 rad/s    ou f2 = 2/(2) = 283,9 Hz

MEF:

2 EF: 

MEF:

10 EF: 

Matriz Consistente
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Matriz Lumped

Solução analítica de uma viga bi-apoiada:

MEF:

10 EF: 

MEF:

2 EF: 

E = 31E9 N/m2 ; L = 3 m; I = 6,4E-4 m4 ; A = 0,048 m2 ,  = 2500 kg/m3

1 = 445,9 rad/s    ou f1 = 1/(2) = 70,97 Hz

2 = 1.783,6 rad/s    ou f2 = 2/(2) = 283,9 Hz


