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TRANSFORMACOES DE COORDENADAS PARA PORTICO PLANO

Seja um vetor V contido no plano xy, de versores (g.e,). Defina-se um sistema
cartesiano local (x,y), de versores (e1.e1), também contido no plano xy, mas rotacionado

(sentido positivo dextrorso) de um angulo @ entre o eixo x e este novo eixo ¥, conforme
esquematizado na figura abaixo.

dp G 43 a dy 4y

T
[-‘I]= Gy Gy Gy [‘1] =|0n Gyp dyp
Q3 G O3 3 Gy ds

Assim, na relacdo (25), usando a propriedade de
transformacédo, & possivel redigi-la da seguinte forma:

A Ve,
V.62
b
-\ v, | ~ V
V?_) l | i5_1
jn | }X,e1

zZliz

O vetor V pode ser decomposto como:

V=V.-a+V. e (23)
E
V, =V- -cosa —(—)V? - senc V,=V. sena+V. -coscx 24)
Assim, a eq. (24) pode ser escrita matricialmente como:

(25)

V.| [cosa —senc V;ﬂ
7, | sena  cosa V;
A matriz que relaciona as componentes no sistema (x)) e (x)) & dita matriz de

transformacédo de bases e & também orfogonal. Sabe-se da algebra que se uma matnz &
ortogonal, por exemplo, @ matriz [ 4], € possivel demonstrar que:

[ = [4af

Ou seja, a inversa de uma matriz & sua transposta. Relembrando que uma matriz
transposta & definida conforme um exemplo indicado na relagdo (27)]

(26)

v cosa sena | (V]
& " |—sena cosa v,

Ou

[l-B

Onde R & dita matriz de rotaco.

27

ortogonalidade da matriz de

(28)

(29)

Voltando para a barra de portico plano genérica J', pode-se transformar os vetores

deslocamentos locais para um sistema global.

[.-'16 ) cosx —senz 0| | )
VIG =|senax cosa 0[-in
a7 0 0o 1|14
’ ¥
) X
u,
6.=6;
"*/’K‘.\ﬂ
Wy
=&
Expandindo para considerar o no local @ :
Ufr [cosa —sena 0 0 0 0] 1
VIG sene  cosa 0 0 0 0] |wn
N 0 1 0 0 0l |g
Uf ] 0 0 cosa —sena 0| |u,
Vf 0 0 0 sena cosa 0 |w
6335‘ | 0 0 0 0 0 1] &

(30)

(31)



TRANSFORMACOES DE COORDENADAS PARA PORTICO PLANO

Ou

{U} 6x1 —{[R] [ ] ] ‘5}511 U} 6x1 _[R] {5}511

(32)

De maneira correlata, a mesma transformagao € aplicada ao vetor de forgas, assim:

{Fien =[Rlss - {/You (33)

Com a matriz de rotag&o transposta definida como:

[cosa —sena 0 0 0 0] (34)
sena cosa O 0 0 0
[R]T _ 0 0 1 0 0 0l:
0 0 0 cosa —sena 0O
0 0 0 sena cosa O
|0 0 0 0 0 1]

Ou, definida na forma direta:

[ cosa sena 0 0 0 o0
—sena cosa O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
[R]=
0 0 0 cosa sena 0
0 0 0 —sena cosa O
| 0 0 0 0 0 1
Onde

{U}*: vetor de deslocamentos nodais do elemento, no sistema global;
{F}*: vetor de forgas nodais equivalentes do elemento, sistema global.

A equacgédo (22), deve também ser equacionada para o sistema de referéncia global.
Ko 16} = 1/ (22)

Isto é feito, aplicando as propriedades de ortogonalidade da matriz de rotagdo sobre as
relagdes (32) e (33) em (22), da seguinte maneira:

[klsxs - 16} = [R]-{F}" — [klsxs - [R]- U} =[R]- {F (35)

Pré-multiplicando a relagao (35) por [R]|™:
[R]" - [k]oxs - [R]- U} =[R]" - [R] {F}* (36)

Lembrando da algebra que [4]-[4] =
(26), a expressao (36) resulta em:
(R - [Klss -[R]- ) = {F Y (37)

Ou de modo compacto:

[KJews -0 = F) (38)

7], onde I é a matriz identidade e da definicio



TRANSFORMACOES DE COORDENADAS PARA PORTICO PLANO

[Klsxs = [R] -[#]- (7] (39)
[K|°: matriz de rigidez do elemento, no sistema global;

Resumindo, para cada elemento:

) Definem-se carga distribuida, area, inércia, modulo de elasticidade e seus nos
inicial e final, de modo que seu sistema local ja fique determinado;

i) Calcula seus cossenos diretores (cos e sen) e comprimento;

iii) Obtém as forgas nodais equivalentes no sistema local;

iv) Obtem a matriz de rigidez no sistema local;

V) Obtem a matriz de rotacao, relacao (34);

i) Obtém as forgas nodais equivalentes no sistema global, eq. (33), usando a

relacao das forgas nodais equivalentes no sistema local;

vii) Obtem a matriz de rigidez no sistema global, eq. (39), usando a matriz de
rigidez no sistema local.



Calculo da matriz de rotacao do elemento

{x,,y}
®
]
Ay
| {x,y}
| ®
|
|
Ay _ NN
X Ly =04 =) +(y] - y)?
xJ — x/
(Cos R
L;
Iyl
(sena); = AN




DADOS DE ENTRADA PARA O PORTICO PLANO

DADOS DE CADA BARRA:

Conectividade entre barra e nés de extremo: ;
GEOMETRIA DOS NOS:

Elem “": no inicial (noi), né final (nof) Definir coordenadas do nos (x,y)

Propriedades de cada barra:

Area (A), Momento de inércia (1), Médulo de
Elasticidade Longitudinal (E)

Por exemplo:
Var. inteira: NN, NE, NMAT: nr. total de nés, elementos e material
Vetor real: X(NN), Y(NN): x(3)=9.6; coordenada x do n6 3 é 9.6 (unid.comprimento)

Barra: Matriz inteira: Barra [NE,2]

Barra[4,1] = 6; Barra[4,2] = 2 ; barra 4 tem n¢ inicial 6 e final 2

Matriz real: SECAQO[NE,3]:

SECAQ[5,1] = 0.03; SECAOI5,2] = 2.25E-4; SECAOQI[5,3] =2

Vetor real: MATERIAL[NMAT]:

MATERIAL[1]: 200000; MATERIAL[2]: 500000; tipo do material 1 tem E = 2e5;




Pseudocoédigos — Parte 1

Inicio do Programa Principal

Chamar Rotina Ler coordenadas dos nés (NN, X)Y)

Chamar Rotina Ler dados das barras (NE, SECAQO)

Chamar Rotina Ler dados gerais barras ( NE, NMAT, MATERIAL,SECAQ)
Fazer jde 1 até NE

Chamar Rotina Montar Matriz de Rotacao Barra (X{ .Y/ ,X{,¥{,L,.R;)
Chamar Rotina Montar Matriz de Rigidez Barra (L, ,E . I,,4;,k)
Chamar Rotina Transposta Matriz (Rt . R.6,6)

Chamar Rotina Multiplica Matriz-Matriz ( A, Rrj,ic,6,6,6)

Chamar Rotina Multiplica Matriz-Matriz (B, 4,R,.6.6.6) [K]exs = [RY - [&]-[R]

Fim de Fazer j

Fim do Programa Principal



Pseudocodigos — Parte 1

Inicio da Rotina Montar Matriz de Rotacao Barra(x].y!.x{.v{.L,.R;)

/I calculando caracteristicas das barras e armazenando nos vetores {L}.{cos}.{sen}e
//montar matriz de rotacdo R[6.6] para cada barra:

// Input:

Il x1,y1,x2,y2: coordenadas de inicio e fim da barra

// Output:

/I Lj: comprimento da barra
// Rj matriz de rotacao da barra

L 0 =x{)' + (0 -0’
(cos); « (.1'{ - 1f’ )/LJ-
(sen), « (¥ = ¥)/L,
[R]; <0

R(L1) « (cos),

R(2.2) < (cos),
R(4.4) < (cos),

R(5.5) «(cos);

R(1.2) « (sen);

R(2.]) < —(sen),
R(4.5) «(sen),
R(5.4) « —(sen);
R(3.3) «1

R(6.6) «1




Pseudocodigos — Parte 1

Inicio da Rotina Montar Matriz de Rigidez Barra(L . .E .1, 4, k)

// Rotina para montar matriz de rigidez da barra

/I calculando matriz de rigidez de cada barra e armazenando ela na matriz k, onde k[6,6]
/I Input:

/I 'L),Ej, 1), A): comprimento, médulo Young, Inércia e area da barra
// Output:

/Il k: matriz de rigidez da barra, sistema local

[£]; <0

ML) =E; -4, /L

&(14) = -A(L1)

&(4.1) = k(L4)

&(4.4) = &(L1)

kK22)=12-E; -1, /L]
M2.5) = -%(2.2)
K(5.5) = K(2.2)

i(5,2) = &(2.5)
k23)=6-E;-1, [
K(2.6) = K(2.3)

k(6.2) = K(2.6)

K(5,3) = —k(2.3)
K(5.6) = &(5.3)

K(33)=4-E;-I,[L
#(6.6) = &(3,3)
k(3.6) = 0.5- k(3.3)
K(6.3) = k(3.6)
i(3,5) = —k(2.3)
%(6.5) = &(5.6)

Fim da Rotina Montar Matriz de Rigidez Barra




Exemplo: Para o portico do trabalho anterior, obtenha a matriz de rotacdo e seu

comprimento.

q =12kN/m é

3 ! ! !

a) @g

4m

Barra 1:
‘l'l =0 . .'L'l =[}‘ _'I:: =U1 Y, =8

8m

L=J(x; =) + (1 = 11)* = /(0-6)* +(8-0)

X,—x; 0-6

cosa=——=——n=—0.6
L 10
sena=22_21 _ §-0_ 0.8
10
Barra 2:

1‘.1=0| _1'1=8| '1-:=10.| 11: =S

=10m

L=.J(;-x) +(3 - 3)* = J10-0)* =(38-8)
cos o = n-X 10-0 -1
10
sena BT h —8_8 =0
I 10

1 =10m

RF -

[ cosa

[ cosa

—-sena cosa O

0

0
0
0

Sena

0

—sena cosa O

0

0
0
0

0

0
0
0

1

sena 0O 0 0
0 0

0 1 0 0
0 0 cosa sena
0 0 —-sena cosa
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
cosa sena O
—sena cosa O
0 0 1

0
0
0

R O O O O O

O O O O O -

o O O

[-0,6
-0,8

o O O O —» O

0,8
-0,6

o O o » O O

o O O

o O O O O

o r O O O O

0

0

0
-0,6
-08

0

R O O O O O

0
0
0
08
—-0,6
0

R O O O O O

P



[k]6X6 '{5}:
[R]T ' [k]6X6 \ [R] {U }e N {F }e

K |6x6 = [R]T- [kl 6x6- [R]

tFen = [R

[k]=

T

Sistema Algébrico do Portico Plano

f)

E-A
L
0

0

°{f }6x1

0 0
12-E-1  6:-El
L3 L2
6-El 4E:I
R L
0 0
(12-E-1  6-E-l
L3 L2
6-E-l 2E:I
* L

0 0
12-E-1 6-E-I

N L3 L2
6-E-l  2:E-

L° L

0 0
12-E-1 6-E-I
L3 N L2
_6-E:l  4E-l

L* L

P



Sistema Algébrico do Portico Plano

Agora, note que uma estrutura & composta por »» nés e »e barras
de modo que estes nés sdo numerados com valores naturais a

partir da unidade. As barras ficam ja relacionadas com a numeragéo

dos nds, conforme figura em seguida.

NN

o

ne

p 3t



Como cada né do portico plano possui 3 graus de liberdade associado, entdo,
ao todo se tem 3nn graus de liberdade.

E necessario, na geracdo dos dados do pértico, indicar o numero total de nés,
suas coordenadas em relacdgo a um sistema cartesiano, a quantidade de
elementos seu nd inicial e final no sistema global, o que se chama de
incidéncia ou conectividade Esquematicamente, conforme figura anterior, a
iIncidéncia de cada barra € descrita como:

Tabela de Incidéncia

Elemento N6 inicial No final
t 1 3

z i J
g nn-1 nn

ne J k

Esta forma de descrever incidéncia das barras ja indica qual € o né inicial e

final local, assim, por exemplo, para o elemento ne, seu no local @e @ sao
respectivamente os nos globais je k. ) 13




O vetor deslocamento (e de forcas) pode ser explicitado da seguinte forma:

(UE) ‘ rL-'l 1° (40)
n Ly
6 U,
{L-}II = 4 = . »
Us Us
vy Us
6y)  |Us)

Note que na eq. (40), as trés primeiras linhas se referem aos deslocamentos do
nd inicial e os trés ultimos ao noé final. Desta forma, pode-se gerar uma lei de
enderegamento entre os nos locais e globais, conforme tabela de Incidéncia,

da seguinte maneira:

Elemento ne:
NG inicial — |

N6 final — k
N6 Global | Posicao Posicao
Local Global
1 3.j-2
j 2 3-j-1
3 3
4 3k-2
k 5 3-k-1
6 3k




Elemento N6 inicial No final
t 1 3
Z I |

g nn-1 nn

ne | k

Lei de enderecamento:

(13 n e b}
Né Global| Posigao Posigdo
Local Global
1 3-j-2
J 2 3-j-1
3 3+
4 3-k-2
k 5 3-k-1
6 3-k




O O O © O

G2 EHNE, (31-2) (3i-1) @),

_______ T T
(3i-2) |k11 k12 k13| |k14 k15 k1ﬁ'
| | | |
3i-1 k
o 222 kaakaskap
(3i) k3 kg kg k34ka5kae!

————————————————————————————————————

@@@@@

(31-2) (3-1) (31) | BI-2) (31-1)(3))

————————————————————————————————————
3j-1
e Kot ks s Kisgkes ks
3
o " 61%62 Ke3, Keakes Kep,

o2l o 7 S
@ @ | /A ______ : //: _______

O O 0 ©

s | l/ / : - %7 : _______
o B b
@ | ﬂ ______ | % _______ n. f as . n.barras ) N

| | | | i

K = k! R Z i

P=xh i

I
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Desta forma, escrevendo o sistema algébrico de todas as barras, levando em conta todos os
deslocamentos de todas as barras, em termos de posicionamento global, chega-se a um sistema

linear da estrutura do tipo:

[KQS? ]S-nn x3im’ { ‘est }B-rm o {F est }B-mz (41)

Onde:
Kest|.,, . 1,,,. matriz de rigidez da estrutura, formada pela influéncia de cada barra;

: ‘est |, - vetor deslocamento de toda a estrutura, coordenadas globais;

Fest s, vetor de forcas de toda a estrutura, coordenadas globais;



Exemplo: Para o portico a seguir, obtenha o sistema linear de toda a estrutura.

q = 12kN/m

—

Noés da estrutura “1" ,"2"e "3" > NN =3

E =100MP a

B0, 3n R=0L5m
Dh B0 3 A0S

8m

No. Total de graus de liberdade — NGDL=3* NN =9

Barra 1:
N6 inicial = 1
Barra 2-
N6 inicial = 2

N6 final = 2

N6 final = 3

[}

[K"]' kI kL kL [kr KL K

B B B 1%
o okl
k;l k;t kl} k;o
ki k1K,
ky Ky kg | K
R RALS
1
-
kh ki kb |k

‘;;; lr;! lt:; ‘rii

¢l 42 o

ky ki kg |k
kg Ky ko

2

N
A
k‘;, k;‘
ks Ko
ks K3
Ko ki
2
.
kyy k| 2
ks Xy,

4 L
ky ki | 3
ki ki,
3

P



(Kia+ i) (s + i)

ks
i

25

kl

35

21
Ris
.1
s
.1
K36

-1 iy
(ks + Ki3)

("%.-%4 - ‘%:71) (;T;l - ‘fq:) {kz'}l - "‘_53)
ST 11 22 ST
(kR + &3 (&) +k5) (R + A&53)

Kx ’dz kll) kalo kxl; ’d‘ i 2 kxzz o PO 2
1 1 1 1 1 3 14 15 ‘
1 Ko 3 33,. k;; kx| 1 ? ? ? : : 2
kn Ky Kkn|ky Ky ki
[K"} = kx‘x k"n ksls K5 k';s k;ls 2 a2 | g2 k)t %!
G 1 K Ay | Ky s Ry
ko‘x k:z k:; k‘:. ki) k:s [K r Yy Y T Q- S—
1 1 1 1 kol k‘t k!) k“ k‘) ku
k’l ﬁ” k’) k" F,, k’ . 2 k 2 kf kt k 2 k’ k:
B B X K Y oy ey ¥ ix
s | i : ka Kg kg | kg kg K
1 2 2 3
Ji5111 ’35112 ,;:113 Jg5114 Jg5115 ’35115 0 0 0|
1 1 1 1 1 1
LoV SR Koy Ko Ko 0 0 0 1
1 ] ] ] ] ]
Lo YR kay ks ks 0 0 0 i
- 'rl - -
"E:il ’i:i: ’i:iz ':55414 +“E:121:' ':kis 'Hsljz:' {";:iﬁ +’E:123:' JE51:: JE5125 JE5125 ﬁl :j :jf ﬁ"
1 1 1 1 3 1 2 1 2 2 2 2 2 22 2 3
gy hgy  Kg| | Uhsy Hh5) (5 HA,) Chg H A Ay Ay Ko 2 ﬁ‘}i 2, k}i k}:
] ] ] ] P ] 1 1 1 1 1 1 31 %32 s 3
Koy hey k|| Uk tHhs) Uy Hhs) U G| Ay ks Ky ki ki ke
0 0 0 ki ke ki Koo ka5 kg [Kest]=| &t & A
1 1 1l
0 ko ki, ki ko ks ki || 3 E{il Kél Kéj 2
D 'E:ﬁzl 'E:ﬁgﬂ ;:623 ;:624 ';:625 ';:ISEIS _ 0 0 0 K:li
o 0 0 &
1 2 3

.3
R

.2
Ra3
2

K53
Re3

0

0

0
ki

7

K
ki
ks




q=12kN/m

8m

' ' .
M= 10kN 2
= 1000 & My @.
! bm 4m I
1 1
(g.tﬁg.tz].f
AN
20-91 20-92 .
1 1 )
—-0 _-gzj-f
20 30
{f,}=

Barra 2. {F [*'=f0 0 nlo - 60 —mnlu -60 100}

{F g =10 0 olo 0 wlu 0 0f

{Fest} =

{F }66“ N [R]gxfi ' {fp }6x1

Barra 1: {F {'={0 01 uln 0 0

F 0

F; 0

F; 0
Fi+F’ 0+0
Fl+F}i=10-60 |
F{+F’| [10-100

2 R N

F{ - 60

J 100

0 0 of

p



Para procurar entender melhor o enderecamento dos termos das matrizes e vetores de cada
barra desse exemplo, veja a seguinte consideracéo.

Barra 1: o valores dos vetor de forcas nodais entraram naslinhas 1,234 5e6 (nés 1 e 2)
Barra 2: o valores dos vetor de forcas nodais entraramnas linhas 45,6, 78e9(nés2e 3)

Barra 1:
no 1 (i)— referente as linhas (3%1-2), (3%1-1) e (3%1) —(1,2,3)
noé 2 (i)— referente as linhas (3%-2), (3"i-1) e (3") —(4,5,6)

Barra 2:
né 2 (i)— referente as linhas (3%-2), (3%-1) e (3%) —»(4,5,6)
no 3 (i)— referente as linhas (3%i-2), (3%1-1) e (3%1) —»(7,8,9)

p



Assim, para a barra genérica ‘K" com no inicial i e final j, o vetor de forcas nodais equivalentes

dessa barra f; depois de rotacionado para as coordenas globais, fica endereca no vetor global

da estrutura com a seguinte regra:
Fest(3-i—2)=Fest(3-i—=2)+ £ (1)

Fest(3-i—1)=Fest3-i—-D+ £ (2
Fest(3-i)=Fest(3-1)+ £ (3)

Fest(3- j—2)=Fest(3- j— 2+ (4
Fest(3-j—1)=Fest(3-j—D+ f* (5
Fest(3- j)=Fest(3- j) + 1" (6)

No Global

Posicao
Local

Posi¢io
Global

3j-2

31

37

3-k-2

3-k-1

o [ On | L (RS =

3-K




No6 Global | Posi¢ao Posigdo
Para o enderecamento da matriz do elemento — ja no sistema global — para a ’-":*‘"’ G;‘_’Jj_";’
matriz da estrutura, a regra € a mesma, entretanto, enderecada com dois indices, j 2 31
linha e coluna, ficando: 3 3]
4 3-k-2
\ k 5 3-k-1
Kest(3-i—=2, 3-i-2)=Kest(3-i-2, 3-i=-2)+k"(1, 1) 6 3-k

Kest(3-i—2, 3-i—1)=Kest(3-i-2, 3-i-1)+ & (1, 2)
Kest(3-i=2, 3-)=Kest(3-i—-2. 3-))+ k(L 3)

Kest(3-i=2. 3-j-2)=FKest(3-i=2, 3-j=-2)+k"(1, 4)
Kest(3-i—2, 3-j-1)=Kest(3-i-2, 3-j-1)+K'(1, 5)
Kest(3-i—2. 3-)=Kest(3-i-2, 3- j)+ k(L. 6)

Kest(3-i—1, 3-i-2)=Kest(3-i-1 3-i-2)+=k"(2. 1)
Kest(3-i—1 3-i-1)=Kest(3-i—1 3-i-1)+ k(2. 2)
Kest(3-i—1, 3-)=Kest(3-i—1 3-1)=&°(2. 3)

Kest(3-i—-1, 3-j—-2)=Kest(3-i—1, 3- j=-2)+ k(2. 4
Kest(3-i-1, 3-j—1D=Kest(3-i-1, 3-j-1)+&(2, 5)
Kest(3-i—1, 3-j)=Kest(3-i—1, 3- )+ k°(2, 6)

Kest(3-i, 3-i—2)=Kest(3-i, 3-i-2)+k'(3. 1)
Kest(3-i. 3-i—-1)=Kest(3-i, 3-i-1)+ k(3. 2)
Kest(3-i, 3-1)=Kest(3-1, 3-1)+ K°(3, 3)

Kest(3-i—1, 3-j—2)=Kest(3-i—1, 3- j=2)+ k(2. 4
Kest(3-i—-1, 3-j—-1D=Kest(3-i—1, 3-j-1)+&(2, 5)
Kest(3-i—1, 3-j)=Kest(3-i—1, 3- ))+ & (2, 6)

Kest(3-i, 3-i—2)=Kest(3-i, 3-i-2)+&(3. 1)
Kest(3-i, 3-i—-1)=Kest(3-i, 3-i-1)+ k%3, 2)
Kest(3-i, 3-i)=Kest(3-i, 3-i)+ kK°(3, 3)

Kest(3-i, 3- j—2)=Kest(3-i, 3- j—-2)+ k*(3. 4)
Kest(3-i, 3- j—1)=Kest(3-i, 3-j-1)+ &3, 5)
Kest(3-i, 3- j)=Kest(3-i, 3- j)+ K (3, 6)

Kest(3-j—-2, 3-i—2)=Kest(3-j-2, 3-i-2)+k*(4. 1)
Kest(3- j—=2, 3-i—-1)=Kest(3-j—-2, 3-i-1)+&'(4. 2)
Kest(3- j—=2, 3-i)=Kest(3- j-2, 3-i)+ k*(4, 3)

p




Kest(3-
j=2,3-j=D=Kest(3- j=2 3- j-1)+k'(4. 5)

Kest(3

Kest(3-

Kest(3-
Kest(3-
j=1 3-)=Kest(3-j -1, 3-)+k"(5. 3)

Kest(3

Kest(3

Kest(3

Kest(3

Kest(3

Kest(3-
J. 3-j-D=Kest(3-j. 3-j—-D+Kk'(6, 5
J. 3-)=Kest(3-J. 3- )+ k' (6. 6)

Kest(3
Kest(3

j=2.3.j-D=Kest(3- j—2.3- j-D+k' @4, 9

j=2.3-)=Kest(3-j=2.3- )+ k(4. 6)

j—L 3.i-2)=Kest(3-j -1, 3-i-2)+k"(5. 1)
j-1 3-i-1)=Kest(3- j -1, 3-i-D+ k(5. 2)

j=1 3. j-2=Kest(3-j-1, 3- j-)+k'(5, 2)
Kest(3 -
j-1 3. )=Kest3-j-1, 3. )+k'(5. 6)

=1 3. j-D=Kest(3-j-1 3-j-D+k (5. 5

j.3-i-2)=Kest(3-j, 3-i-2D+Kk'(6, )
Kest(3 -
j. 3-D=Kest(3-j. 3-D+k(6, 3

j.3-i-D=Kest(3-7. 3-i-D+k'(6. 2)

j.3.7-2)=Kest(3-j. 3-j-2)+k"(6, 4

No Global

Posicao
Local

Posigio
Global

3.2

3-j-1

3

3-k-2

3-k-1

o |n|f ]|k =

3-k

)




DADOS DE ENTRADA - PARTE 2

DADOS DE FORCAS

Concentradas:
Valores de Fx, Fy, M no no

Forcas distribuidas na barra:
t1,t2,91,92

Por exemplo:

Var. real: Fconcen (3*NN):

Fconcen (39) = - 4; n6 13 na direcdo de momento tem um valor de -4 (momento, sentido
horario)

Fconcen (7) = 7.9; n6 3 na direcao de Fx tem valor de 7.9 (forca horiz. aplicado p/ direita)

Var. real: t1(NE), t2(NE), g1(NE), g2(NE)
g1(3) =-12 e g2(3) = -12: forc¢a distribuida constantemente de -12 sobre elemento 3
g1(2) = 6 e g2(2) = 0: forca distribuida linear de 6 no no inicial e 0 no no final do elemento 2




Pseudocodigos — Parte 2 Inicio do Programa Principal

Chamar Rotina Ler dados acoes (Fconcen, NN, g1 g2 t1, 2, NE)

Fazerjde 1 até NE
Chamar Rotina Montar Matriz de Rotacao Barra ( X7 .Y, X;.T{.L..R.)
Chamar Rotina Montar Matriz de Rigidez Barra (L, E..1; . A, k)
Chamar Rotina Transposta Matriz (Rt ;. R;.6.6)
Chamar Rotina Multiplica Matriz-Matriz ( A. Rz . .6.6.6)
[Klexe = [R]T- [Kl6xs- [R]
Chamar Rotina Multiplica Matriz-Matriz (B.A. R ;.6.6.6)
Chamar Rotina Monta Vetor Forcas (g1, g2, t1, t2, £, .6) {F¥ e =[R]§1_5-{fp}51_1

Chamar Rotina Multiplica Matriz-Vietor (F. Rz, . £, ; .6.6)

Chamar enderecamento matnz rigidez elemento (Kest. B) ) 5
Chamar enderecamento vetor forca nodais (Fest F Feoncen)

Fim de Fazerj




CondicOes de contorno

#
A

a§>|F>'°

Forma compacta: [E]EHHIEHH ' £U}3ﬂﬁ — {:F}E-nn

b/

—_— NN
w

K: matriz singular, movimento de corpo rigido nao impedidos

Prescreve condicOes de contorno em deslocamentos, equilibrio estéatico

« Particao do sistema

Mediante tecnicas adequadas ¢ Zeroseum

* NuUmero grande




CondicOes de contorno - Particao do sistema

Up: deslocamentos conhecidos

U;: deslocamentos desconhecidos
L7/ KLB]{UL} :{FL}
Kp, KpplUp Fg

Ky [{UL} = {F, — K gUp}

- {Fp} =Kpg U, + KpgUp

Obtém reacOes da estrutura

Obtém deslocamentos livres da estrutura

« Adequado para sistemas pequenos, nao genéricos (fazer a mao)
 Aumento do comprimento de banda, nao adequado para sistemas lineares grandes

* Restringe aplicacao de tecnicas de minimizacao de banda, otimizacéao inteira




CondicOes de contorno — “zeros e uns”

Valor prescrito:  Uj, = Uy, 0 |
K -~ K. K. K | K
_______ L A EO
“i0~-01.0.,0-0 0 0 -0
K 0 K K @ K ' K
"""" o0
K oo K: K. K K
kK 2K KK @ K
3nn  fee--e- R ERRREEE
eacbes: F,= » K,U, K Ky KD KK
p=1 —' | | -

Inn

e Mantem caracteristicas espectrais da matriz, ndo afeta seu condicionamento

« Facil implementacéao, direto, sem alteracao sistema final

* Nao aplicado a analise dinamica




Técnica de “zeros e uns”

ki) Kiz Ky "5‘-1_; Ky un U F (42)
kn  kn ky K J Kyamn L F

ky, kyz Kk ks, Ksam U, | F, }

k.s K 1 kj ;- K i kﬁﬂ'! U, ¥

Kowi  Kama  Kaps k Y K3 mn3mn Uam) [ Fim)

Suponha-se que os graus de liberdade (deslocamento ou rotacdo) das posicoes 2" e | sejam
nulos, ou seja:
U, =0 el.=0

of

Assim, pela técnica de “zeros e uns”, o sistema linear final fica:

coluna 2 coluna j
ey | O s | O] ke | [Dh B
() 1 o |0 () i, ()
fap | O A | 0] A, y &, _ =,
0 () o .1 0 iy (
_"E:E:u:ul Kz U1 Apznn | Fzm ) HF Zam |




CondicOes de contorno - NUmero grande

l]&g = ()
lli — ()

Valores nulos:

Atribuir valor muito grande para o termo
da diagonal a ser anulado

* Inadequado para sistemas resolvidos por metodos que dependem do nr. de condicao

(autovalores): Gradiente Conjugado

« Facil implementacéao, direto, sem alteracao sistema final

« Aplicado a analise dinamica

Ky1 Ky Kys
21 N 23
31 K3 K

K it k i2 Kk i3

__kSnnl k3nn2 k3nn3

1)
2]

3]

o0

K

3nnj

k13nn

K

K

23nn

33nn

j3nn

3nn3nn_




Caracteristicas da matriz de rigidez (K)

Tk
Y '\'s_ i \. . \
ser altamente esparsa e
ser positiva-semidefinida L
a SN D "s..\".\'a,.\.\"-: 8
ser simétrica o
ser bem estruturada N
\::‘,:\

NEN=3.3.10"
=2, 3. 10

NAo zeros

%Nz=0,7%

ﬁ.
N\
N
ALINALY .
\\' Al
A A 0
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"‘. B '\ \s
st BN Sl S
. ™ "\ "‘ \.
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N .
o R s A
\\ \,-\. A
32 ‘\. .\ \'
TS A
S SO
AN
‘\
‘k’



Resolucao de sistema linear

Matriz simétrica, positiva definida, esparsa, bem estruturada

Méetodos diretos

Eliminacdo de Gauss, Cholesky,
Gauss-Jordan

Matriz cheia: O (%3)

n.nb?

Matriz banda: O( > )

Armazenamento por faixa
Armazenamento posicao efetiva

Minimizar distancias entre os nos
conectados: diminuir efeito fill-in

Métodos iterativos

Gauss-Seidel, Jacobi, Quase-
Newton, Gradientes Conjugados

Matriz esparsa: O(iter.n.nb)

Dependem mais do condicionamento
(autovalores) da matriz

nb~(0,01a0,1).nn
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DADOS DE ENTRADA - PARTE 3

o

Condicbes de contorno

Definir tipos de vinculos nos nos restritos

a§>||>°

Por exemplo:
Var. vetor de inteiros: COND (3*NN):

COND (1) = 1; deslocamento na direcdo x do no 1 restrito
COND (12) = 1, rotacéo do no 4 restrito

COND (11) = 1; deslocamento na direcéo y do né 4 restrito
COND (10) = 1; deslocamento na direcao x do né 4 restrito

Ou seja, 0 n0 4 € um engaste.

Dica: Gere COND = 0, ou seja, livre para todos os noés e depois indique apenas os restritos com
valor “1”

b/

—_— NN
<



Pseudocodigos — Parte 3

Inicio do Programa Principal

Chamar Rotina Ler dados restricao (NN, COND)

Fazerjde 1 até NE
Montando matriz de rigidez e vetor de forcas nodais equivalentes da estrutura: Kest, Fest

Fim de Fazerj
Chamar condicdo contorno (Fest, Kest NN, COND)

Chamar Rotina Resolver Sistema Linear (Fest, Kest, U, NN)

Fim do Programa Principal

P s



Inicio da Rotina CondContZeroUm(Kest Fest.nn,COND)

// Input:

// Kest: matriz de rigidez da estrutura

// Fest: vetor de forcas de toda a estrutura

/ nn: numero de nos da estrutura

//ICOND: vetor que indica se grau de liberdade esta livre (0) ou impedido (1)
// Output:

/I Kest: matriz de rigidez da estrutura com condicoes de contormno

// Fest: vetor de forcas de toda a estrutura com condicées de contorno
//Declaracao de variaveis

Inteiros nn,Cond(3nn)

Real Kest(3nn,3nn), Fest(3nn)

Fazeride 1 até 3nn
Se ( Cond(i) = 1) entdo
Fazerjde 1 ate 3nn
Kesi(j,i) =0
Kest(ij) =0
Fim de Fazer|j
Kest(ii) = 1
Fest(i) = 0
Fim entao
Fim de Fazeri

b



Inicio da Rotina CondContPenalty (Kest, Fest, nn, COND)

[l Input:

/I Kest: matriz de rigidez da estrutura

/I Fest: vetor de forcas de toda a estrutura

/ nn: numero de nos da estrutura

[COND: vetor que indica se grau de liberdade esta livre (0) ou impedido (1)
[ Qutput:

/I Kest: matriz de rigidez da estrutura com condicées de contorno

/I Fest: vetor de forcas de toda a estrutura com condicdes de contorno
/{Declaracao de variavels

Inteiros nn, Cond (3nn)

Real Kest(3nn,3nn), Fest(3nn), INF

INF =0
Fazeride 1 ate 3nn
Fazerjde 1 ate 3nn
INF = Max ( INF, modulo(Kest(i]) )
Fim de Fazer |
Fim de Fazeri
INF =- INF*1E10
Fazeride 1 até 3nn
Se (Cond(i) = 1) entdo
Kest(ii) = INF
Fim entao
Fim de Fazeri




