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Faculdade de Filosofia, Ciências e Letras de Ribeirão Preto – USP

DF - Curso de Física Médica –

Física Experimental - Mecânica

Experiência IV:  GEOMETRIA FRACTAL

 (texto baseado na Apostila Física Experimental 1, IFUSP).

1. Objetivos

O objetivo desta experiência consiste em explorar um caso extremo da situação, bastante freqüente, em que o próprio objeto da medida é irregular, mostrando conseqüências deste fato sobre a ação de medir. Pretende-se, ainda, introduzir um tópico bastante atual da ciência, que são as dimensões não inteiras, ou seja, as dimensões fractais.

2. Introdução

A natureza parece gostar de produzir formas com muitos graus de fragmentação, tanto no nível macroscópico quanto no microscópico. Quantificar comprimentos, áreas e volumes de formas fragmentadas apresenta muitos problemas quando se utiliza a geometria euclideana. Verifica-se que medidas de distâncias em formas fragmentadas dependem da escala que se usa. Pode-se, por exemplo, medir a costa litorânea brasileira por três métodos: através de uma foto satélite, através de fotos aéreas ou simplesmente caminhando-se pelas praias. Os resultados das três medições serão bem diferentes, pois quanto menor a escala, mais sensível a medida é aos contornos e, portanto, fornecerá um valor maior.


Na década de 60 encontravam-se enciclopédias com valores de distâncias de fronteiras entre países muito discrepantes. Um livro português dizia que sua fronteira com a Espanha tinha 1214 km, enquanto um livro espanhol fornecia 987 km para a mesma fronteira. O mesmo ocorria entre Holanda e Bélgica (380 km contra 449 km). Essas diferenças, da ordem de 20%, são justificadas quando se supõe que os países utilizaram escalas distintas nas medidas de suas fronteiras.


Fatos como este chamaram a atenção de matemáticos que verificaram o insucesso da geometria euclideana quando aplicada a certos casos. Foi desenvolvida, então, a geometria de fractais, que se aplica a grandezas fragmentadas e envolve o conceito de dimensões não-inteiras. A dimensão fractal D quantifica o grau de fragmentação.


No experimento a ser realizado, será verificada a aplicabilidade da geometria fractal para o caso em que uma folha de papel (um corpo onde predominam duas dimensões) é transformada numa bola de papel (um corpo tridimensional) depois de ser amassada. O ato de amassar o papel implica na fragmentação de uma área em áreas menores. O experimento envolve a medição de uma grandeza (diâmetro ( das esferas de papel) e a verificação da dependência deste com a massa M da bola.


Verificar-se-á que, ao contrário da expectativa baseada na vida cotidiana, a massa não varia com o cubo da dimensão linear, como ocorre com esferas maciças; de fato, o expoente da relação 
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 tem dimensão não inteira e será associado com a dimensão fractal.

2.1. Dimensões fractais

Bons exemplos para um primeiro contato com a geometria fractal são as figuras conhecidas como Curvas de Koch. Este exemplo é unidimensional contendo, porém, todos os elementos básicos para a compreensão da geometria fractal. A analogia para o modelo bidimensional, que será estudado nesse experimento, é direta.


A curva conhecida como triádica de Koch está mostrada na Figura 1. A construção desta curva parte de um segmento unitário (geração 0). Introduz-se um joelho triangular neste segmento, resultando em quatro segmentos de comprimento 1/3 cada (geração 1). O comprimento total da curva fragmentada é (4/3)1. Repetindo-se o processo em cada um dos quatro segmentos (geração 2), o comprimento total da curva obtida é (4/3)2. Após n aplicações do mesmo processo, a curva obtida tem comprimento (4/3)n. A dimensão fractal é definida como
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onde, no caso unidimensional, x é o número de segmentos em que o segmento unitário original foi subdividido e y é o número de segmentos utilizados para construir a figura fragmentada. Portanto, no exemplo da triádica de Koch
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Na figura 1 mostram-se curvas de Koch para n = 0 a 5 (n é chamado número da geração). Suponha que se quer medir o comprimento total da linha correspondente a n = 5 com uma régua milimetrada. Com tal instrumento é impossível considerar todos os contornos, e provavelmente a medição mais detalhada forneceria o comprimento da curva de geração n = 4. Suponha ainda que se dispõe de uma régua que tenha marcas a cada centímetro. Neste caso, uma medição precisa permitiria obter o comprimento da curva de geração n = 2. Verifica-se, portanto, que o comprimento medido dependerá da escala utilizada.


Chamando a menor escala (comprimento de cada segmento na geração n) de (, podemos escrever a relação entre ( e n
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Portanto, a partir de
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obtém-se a relação entre a geração e a escala correspondente
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O comprimento total da curva, L((), para a geração n correspondente à menor escala ( pode então ser expresso como
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Figura 1 – Curvas de Koch para gerações de 1 a 5. Figura obtida da referência 2.


E finalmente:
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Na expressão IV.7, D é a dimensão fractal. Como, necessariamente, D > 1 e ( < 1, percebe-se que L(()  aumenta conforme ( diminui, ou seja, com o aumento das gerações.


Agora que se compreende como a medição do comprimento depende da escala, pode-se tentar ampliar a percepção em relação à dimensão fractal. Para isso pode-se utilizar outras curvas de Koch, que serão aplicadas às bordas de quadrados, formando as chamadas Ilhas de Koch. As figuras 2-a e 2-b mostram Ilhas de Koch obtidas através de contornos com diferentes dimensões fractais.


Percebe-se que tanto o aumento da dimensão fractal quanto o aumento do número de gerações fragmentam o aspecto da figura, fazendo-a perder a semelhança com a figura original.


Comparando, ainda, as Figuras 1, 2-a, e 2-b, pode-se extrair uma evidência qualitativa importante: quanto maior o valor da dimensão fractal, mais estreita deve ser a linha de contorno que seja possível representar uma mesma geração. Observe que se a linha for muito larga, não será possível dobrá-la para produzir os contornos menores. Note que esta evidência está associando uma grandeza predominantemente unidimensional (linha) a uma outra bidimensional (Ilha de Koch, uma figura fechada que abrange uma área).


Esta conclusão é importante porque permite fazer uma analogia com o experimento que será realizado. No experimento, uma grandeza predominantemente bidimensional (folha de papel) será transformada numa tridimensional (bola de papel) através da contorção da superfície (amassar papel). Sendo da mesma textura, folhas de papel mais finas poderão ser mais contorcidas, logo é esperado que adquiram uma dimensão fractal maior. 
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Figura 2-a – Ilha de Koch para gerações n = 0, 1, 2 no plano. Para ilustrar, mostra-se à esquerda como o segmento correspondente ao lado do quadrado foi subdividido em 4 e foram introduzidos 2 + 2 = 4 segmentos adicionais. 
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Figura 2-b – Ilha de Koch para gerações n = 0, 1, 2. O segmento foi subdividido em 6 e foram introduzidos 6 + 6 = 12 segmentos adicionais. 
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3. Experiência

O objetivo da experiência é verificar a aplicabilidade da geometria fractal ao caso de bolas de papel amassado e comparar com as relações geométricas obtidas quando se confecciona as bolas com material plástico, neste caso uma folha de cera para molde odontológico.

A bola de papel amassado, apesar de ter forma tridimensional, é uma superfície contorcida (fragmentada), embora sem lei de fragmentação conhecida. Através da análise gráfica da relação do diâmetro ( das bolas com sua massa M, verifica-se a validade de uma relação do tipo M = k(D e obtém-se o expoente D.

Para tanto, uma das duas folhas de papel deve ser cortada em 8 partes, conforme esquema da Figura 3.


A experiência consiste em tomar folhas de papel de tamanhos (e claramente de massas) que decrescem de fatores 2 e transformá-las em bolas, com o menor diâmetro e tão esféricas quanto possível, utilizando um procedimento parecido para todas as bolas.
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Figura 3 – Divisão das folhas de papel a serem utilizadas no experimento.

Fazer 10 medições dos diâmetros de todas as bolas com os dois instrumentos fornecidos (paquímetro e micrometro), tentando variar as posições ao máximo visando caracterizar um diâmetro médio. 

Repetir o mesmo procedimento para a confecção das bolas, agora com a folha de cera conforme esquema de divisão, à direita, da Figura 3.

A bola de papel que corresponde à divisão 128 deverá ser medida 50 vezes por cada experimentador pelo instrumento da sua preferência.

4. Análise dos dados

A dependência da massa da bola de papel, ou de cera, com diâmetro obedece à seguinte relação:

M = k(D (IV.8)

onde M é a massa da folha, ( é o diâmetro e D representa a dimensão associada.


No papel log – log a dependência da massa com o diâmetro deve produzir uma reta, pois, extraindo-se o logaritmo da expressão (IV.8), se obtém:

log (M) = log (k(D) = log(k) + log((D) = log (k) + D log (()    (IV.9)

A expressão (IV.9) é da forma y = a + bx, onde a = log (k) e b = D são as constantes a serem determinadas.

Fazer dois gráficos (um para cada instrumento usado) da massa versus o diâmetro em papel milimetrado (para a folha de papel e de cera) e discutir qualitativamente a dependência entre as duas grandezas. Utilizar para ( os valores médios das séries de 10 medições em posições variadas.

Considerada a precisão da balança a sua disposição o que seria mais conveniente, medir a massa das bolas menores usando a balança ou calcular suas massas através das áreas das folhas utilizadas em sua confecção? Discutir.   

Fazer a análise dos dados através do gráfico log-log e obter k e D, com estimativas para suas incertezas. Os valores estão dentro do que seria esperado? Ou ainda, quais valores seriam esperados para k e D no caso das bolas de cera?  Por que o valor de D não é o mesmo nas duas situações? O valor de k está relacionado com a densidade das bolas? 

Comparar os desvios-padrão obtidos para as diversas bolas e discutir se os valores estão qualitativamente de acordo com as expectativas.

Construir dois histogramas, um com os 50 valores e outros com todos os valores da equipe de diâmetro medidos para a bola de papel que corresponde à divisão 128. Verificar se os histogramas construídos podem ser representados por gaussianas.

Lembrar sempre que os seus dados devem ser apresentados organizados e em forma de tabela e as questões formuladas anteriormente tem a finalidade de orientar aspectos a serem analisados em seu relatório e não necessariamente na ordem de apresentação. 

5. Questões

1. Interpretar as constantes D e k obtidas. 
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