Eduardo Lobo Lustosa Cabral

RESPOSTA TEMPORAL

1. Motivacao

» Calcular a resposta temporal de sistemas dindmicos LIT na forma SS.

» Resposta temporal = permite analisar comportamento dindmico do sistema no
dominio do tempo.

» Duas solucdes:
® Solucdo homogénea = resposta a uma condig¢ao inicial diferente de zero;

¢ Solugdo forcada = resposta a uma entrada diferente de zero.

2. Solucao homogénea

» Dado um sistema LIT de ordem n,

X(1) = Ax(r) + Bu(r)
y() = Cx(¢) + Du(z)

onde X(r) € R", u(t) e R" e y(t) € R.

» A solugdo homogeénea € obtida com a entrada igual a zero:

{)‘((t) = AX(?)
y(1) =Cx(1)

Resolvendo por Transformada de Laplace,
sX(s)—x(0) = AX(s)
[s1— A]X(s) = x(0)
X(s) = [s1- A]"'x(0)

Calculando a Transformada Inversa,

x(@)=  [s1- A]"x(0)

X(1) = e*x(0)
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A saida do sistema sera:

y(t) = Ce*'x(0)

» Matriz de transmissao dos estados =

Ar

3. Exponencial de matriz

» A exponencial da matriz A = é uma matriz de mesma dimensdo de A.

» Formas de calcular exponencial de matriz:

e Usando Transformada de Laplace:

M =/ (s1-A)"]

e Expansio em séries:

1
! 3

™ :|+At+2l(At)2+ (At)3+$(At)4+-~-

o Teorema de Caley-Hamilton:

(7)

®)

(€))

Lembrando da aula anterior (diagonalizacao de sistema) = A=WAV ou A=VAW.

O Teorema de Caley-Hamilton diz que uma funcio de uma matirz pode ser calculada

por meio da mesma fun¢do, mas dos autovalores da matriz:

f(A)=VF (MW

eAt — Vel\rw

4. Exemplos

Exemplo 1: Calcular a exponencial da seguinte matriz:

5 )

» Usando o método da Transformada de Laplace:

(10)

(11
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(o1-A)= B s_+13}

(I_A)—l_; s+3 1 N s+3 1]
’ s+ +2]] -2 s s+Ds+2)| -2 s|

s+3 1
| Gs+D(s+2) (s+D(s+2)
B -2 s

(s+D(s+2) (s+D(s+2)
Expandindo cada uma das transformadas da matriz em fracdes parcias,

2 B 1 1 B 1

_AY' | s+1 s4+2 s+1 s+2

(s1-A) 2 2 -1 2
+ +

s+1 s+2 s+1 s+2

Calculando a Transformada Inversa de Laplace,

A 2€_t _e—2t e—[ _e—zf
e =
—2e¢" 427 —e 427

» Usando o método de expansao em séries:

a (10 o ¢+ 1o +Jo ¢
e’ = + +— +
0 1] |-2t =3t 2|-2t —3t|-2t -3t
ifo o ¢t]o ¢
+— +
6|—-2t —3t|-2t —3t|-2t -3t
A~ (10 0 1 - —157| | 057 0,5833¢
e’ = + + + +
0 1) |=2t =3r] |3 457 | |-158 -175¢

a | 1= +057 4 =157 +0,5833 +--
| —20+437 =158+ 1-3t+4,5 -1,75 +---

A

= Esse método ndo fornece uma expressdo analitica para e™ = adequado somente para

€asos NUMEricos.

» Usando o Teorema de Caly-Hamilton:

Cilculo dos autovalores e autovetores da matriz A:
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-1 =-1
det[sl— A]=det| * =s(s+3)+2=5"+35+2=0= A
2 543 A,=-2

Para A:
-1 -1 —v,—v, =0
(ﬂl|—A)V1 _ Vi 0= Vii = Vi N
2 2 |v, 2v,, +2v, =0

1 J2/2
:>V21:—V11:>V1: _1 :>V1: \/5/2
Para A,:

-2 —1|v —2v,, —v,, =0
(1A, = S BT ES
2 I |vy, 2v, +v, =0
1 J5/5
= V), =20, >V, = 5 =V, = _2\/5/5
Matriz dos autovalores:
-1 0
A=
0o -2
Matriz dos autovetores da direita:

v { 22 55 H 07071 04472 }

—\2/2 -245/5| |-0,7071 —08944

Matriz dos autovetores da esquerda:

W oV 28284 14142
B -22361 —2.2361

Matriz exponencial:

|—0,7071 —08944] 0 ¢ | -22361 -2,2361
[07071 04472 T 2,8284¢”  14142¢” }_

[ 10,7071 0,4472 Te 2,8284 1,4142
e =Ve"W = ¢ 0 }{ } -

|-0,7071 —0,8944 | —2,2361e> —2,2361e™

3 2e—t _e—2t e—t _e—2t
| —2¢7 + e —e +2e7™
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Exemplo 2: Calcular a resposta a condi¢do inicial do seguinte sistema:

X(1) = 0 1 X(1)
-2 -3
y® =1 o)

Condicio inicial = Xo = [1, 1]".
> Como visto a solugio homogénea é dada por = X(¢) = e*X(0)

- -2 - 2
Qe —e e —e }

Do exemplo anterior tem-se = e® = . L, . L,
—2e " +2e —e  +2e

Portanto,
| 2e e el —e | 2e-e™ el —e? [1] |3 —2e7
X(t) - -t 2t —t -2t Xy = —t 2t —t -2t - —t -2t
—2e" +2¢e —e ' +2e —2e7" +2e —e ' +2e 1 -3¢ +4e
A saida do sistema sera:

=1 O]Fe_ e

= y(t) =3¢ —2¢™, para 1 >0
-3¢ + 4e‘2’}

5. Solucao forcada e completa

Caso escalar:

Dado o sistema escalar ou de 1* ordem (n = 1):

x(t) = ax(t) + bu(t) (12)
y(t) = cx(t) + du(t)
Solucao temporal completa (solugdo homogénea e forcada),
x(t) = " x(0) + [ ¢ bu()dz (13)
0

onde o primeiro termo do lado direito é solucdo homogénea e o segundo termo do lado
direito € a solucdo forcada. A integral do segundo termo é chamada integral de
convolugdo.
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A saida do sistema serd dada por:

¥(1) = cex(0) + [ ce" " bu(z)dT+dur) .
0

» Demonstracao:
Rearranjando a equacao dos estados,
x(t) —ax(t) =bu(r).

at

Multiplicando por e ™,
e '[x(t) —ax(t)]= e “bu(r),
e "x(t)—e “ax(t)=e “bu(t).

Observando que o lado esquerdo € a derivada do produto de duas funcdes, entio:
d
—le ™ x(t)|= e “bu(r).
lextol= e butr
Integrando,
| [ (o) e = x(t) - x(0) = [ buz)az.
0 dt 0
Rearranjando,
e x(t) = x(0) + [ e ““bu(z)d7
0

Multiplicando por e,

x(1) = e x(0) + j ““Obu(t)dr.
0

Caso matricial:

Dado o sistema de ordem n:

X(1) = AX(1) + Bu(r)
y(1) = Cx(1) + Du(z)

(14)

(15)

(16)

17)

(18)

(19)

(20)

21

(22)
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Solucao temporal completa (solugdo homogénea e forcada),

X(t) = e™X(0) + j AIBU(T)dT (23)

onde o primeiro termo do lado direito é solucdo homogénea e o segundo termo do lado
direito € a solucdo forcada. A integral do segundo termo é chamada integral de
convolugdo.

A saida do sistema serd dada por:

y(1) = Ce*x(0) + J' Ce A" PBu(r)dr +Du(r). (24)
0

Observacoes:

» A expressao (23) é raramente utilizada para calcular a resposta temporal de um sistema
LIT.

» Usualmente utiliza-se o método da Transformada de Laplace para solug¢ao de equacio
diferencial se for desejada a solucdo algébrica.

» A integral da equagdo (23) pode ser resolvida mais facilmente usando a propriedade da
convolu¢do da Transformada de Laplace.

» Se for desejada solucdo numérica = utiliza-se algum método numérico para integragao
de equacodes diferenciais.

6. Exercicios

1) Dado o sistema abaixo na forma do espago dos estados:
X(t) = 0 4 X(t) + 50 u(r)
-1 0 0 2

o=|" "xo+" o
YW= 1 0o ol

Pede-se:

a) Calcule os autovalores e os autovetores do sistema.

b) Calcule a matriz exponencial e™ usando os métodos da Transformada de Laplace e do
Teorema de Caley-Hamilton.
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¢) Calcule a resposta temporal das saidas do sistema devido a condigdo inicial X(0) = [1, -2]' e
entradas nulas.

» Principais comandos do Matlab a serem utilizados:

* eig;

e jnitial;
® step;
e [sim.



