CAPITULO 3 - CALCULO DIFERENCIAL DE
FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

3.1 Introducéo

A definicdo de funcdo de uma variavel independente pode ser dada por: “y=
f(x) € uma fungdo de 1 varidvel, ou seja, é uma funcdo de variavel dependente X, se
cada valor de x corresponde a apenas 1 valor da variavel dependente y.” Dessa
maneira, a equacgéo da parabola da Figura 3.1A representa uma funcao de 1 variavel,
ja a equacéo do circulo da Figura 3.1B ndo é uma funcdo de uma variavel, pois a cada
valor de x correspondem 2 valores distintos de y.
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Figura 3.1 Representacoes graficas. A) Equacéo da pardbola e B) equacéo do circulo.

3.1.1 Definicéo de funcéo de duas variaveis

Sejam x e y duas variaveis independentes. Se a cada para (X, y) de certo dominio
D, corresponde um valor bem determinado da variavel z, diz-se que z € uma funcéo de
duas variaveis independentes x e y no dominio D. A variavel z € denominada variavel
dependente ou, simplesmente funcao.

Chama-se dominio de definicdo de uma funcéo z = f (x), ao conjunto dos pares

(%, y) dos valores de x e de y para 0s quais esta funcéo ¢ definida.



3.1.2 Notacgdes:

Para indicar o valor da fung@o em (X, y) sdo usadas diferentes notagdes, como:

z=1(xYy) , z=F(x,y) , z=9(x,Y) , z=1z(x,y) , etc.
Quando se usa a notagéo z = z(x, y), deve-se ficar entendido que, neste caso, z

é usado em dois sentidos, isto é, como fungdo e como variavel.

3.1.3 Representacao gréfica:

Mediante um sistema de coordenadas cartesiano retangular no espaco (Figura 3.2),
pose-se dar uma interpretacdo geométrica a funcao de duas variaveis. Com efeito, a
funcéo

z= f(x,y)
faz corresponder a cada par de valores de (X, y) em uma determinada regido do plano
xoy, um valor de z, de modo que a cada ponto P(x, y) dessa regido vem a corresponder
um ponto M no espaco. A totalidade destes pontos nos da uma superficie, que constitui

a representacdo geométrica da funcéo.

z

N 2= f(xy)

N
N
<Y

1
1
1
1
1
1
1
)
1
1
1
1
1
L
! ’
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

’

X fme e “P(x,y)

X
Figura 3.2 - Interpretacdo geométrica a fungdo de duas variaveis



3.1.4 Func0es de trés ou mais variaveis

Uma funcdo z=(x1, X2,..., Xn) € uma funcdo de n varidveis. Os conceitos
anteriores, para funcdes de duas variaveis, podem ser extendidos facilmente. Assim

por exemplo, W= (X, y, z) denota o valor de uma funcdo em (X, y, z).

3.1.5 Continuidade

Uma fungdo f (X, y) é continua em toda uma regido R em que é dada, se for
continua em todos os pontos de R. Ela é continua num ponto (a, b), se as trés condi¢bes

seguintes forem satisfeitas:

a) f(a,b) exite;
b) lim f(x,y) existe;

x—a, y—>b

c) lim f(x,y)=1f(a,b), independentementecomox —»>a ey —b.

x—a, y—>b

3.1.6 Exemplos de funcdes de varias variaveis

Frequentemente, na pratica temos de estudar funcbes de varias independentes,
por exemplo:

e a superficie de um triangulo: S=b. h="f (b, h),
e 0 volume de umcilindro: V= zR>h=f (R, h),

e a quantidade de calor desprendida por uma resisténcia elétrica:
Q=RIPt=f(R, 1,1,

e a energia total em uma determinada secdo de uma tubulacéo:

2

E:H+V—+z: f(H,V,Z),
29



e a vazdo de um orificio: ¢ = K H* = f (K, H, x) em que k depende da éarea da secdo

transversal do orificio e do seu coeficiente de descarga,

e a funcdo de produgdo: f (x, y) = C x* y** denominada funcéo de producéo de Cobb-

Douglas.

Exemplo 3.1

Seja f (x,y) = x® —2xy+3y?. Calcular f [% , %j

3 2
o (L3-8
Xy X XY y > Xy 'y

Exemplo 3.2
X*+2y, (x,y)=(12)

Determinese f(x,y) :{O x,y)=(2)

a) tem limite quandox > ley — 2

b) é continuaem (1, 2).

Solucéo:

a) limf(x,y)=1°+2.2=5
b
b) Comolinl1f(x,y):5 e f(@2)=0, segue-seque
y—2
Iir?f(x, y) = f (1, 2) , peloque afuncdo é descontinuaem (1,2).
y—2



Exemplo 3.3
Sejaf(x,y) =xy. Mostrarquef(2+h,3)—-f(2,3)=3h

Solucéo:
f(2+h,3)=(2+h)3=6+3h = f(2,3)=2.3=6

f(2+h,3)— f(2,3)=6+3n—6=23h

Exemplo 3.4

Uma construcdo civil retangular de dimensGes X, y, z é apresentada na Figura
3.3. Na Tabela 3.1 é fornecida a quantidade de calor perdida por dia por cada lado da
construcio, medida em unidades de calor por m? Seja f (X, y, z) a perda total diaria de

tal construcdo. Determinar uma equacgéo para f (X, y, z).

Figura 3.3 - Construcdo de dimensdes X, Y, z

Tabela 3.1 Quantidade de calor perdida por dia por cada lado da construcao

Lado )
Telhado Piso
Este Oeste Norte Sul
Perda de calor 10 8 6 10 5 1
Area (m?) Xy yz yz XZ XZ Xy

Solucéo:
A perda de calor é a soma da quantidade total de calor perdido por cada lado
da construcdo:

f(X,y,2) =10xy+8yz+6yz+10xz+5xz+1xy =11xy+14yz +15xz



3.2 Crescimento parcial e crescimento total de uma fungéo

Consideremos a curva PS definida pela intersegdo da superficie
z=f(xy)

com o plano y = constante, paralela ao plano oxy, (Figura 3.4). Sendo y constante em
todos os pontos deste plano, z variara ao longo da curva PS somente em funcgéo de x.
Atribuindo & varidvel independente X um crescimento Ax, 0 crescimento
correspondente de z, denominado crescimento parcial de z em relacdo a x, € definido

pela relacéo:

AXz= f(X+AX, y)—f(X,Y)

Ay --

0

Figura 3.4 — Crescimento parcial e crescimento total



Do mesmo modo, se x € constante e se daay um crescimento Ay, o crescimento
correspondente de z, denominado crescimento parcial de z em relagdo a y, € definido

pela relacéo:

Ayz=f(x, y+Ay)-T(xy)

Atribuindo, simultaneamente, um crescimento Ax a variavel independente x e
um crescimento Ay a variavel independente y, o crescimento correspondente Az de z,

denominado crescimento total, é definido pela relacéo:

Az =f(X+AX, y+Ay)—f(X,Y)

Em geral, o crescimento total ndo é igual & soma dos crescimentos parciais, isto

€ AZ#AXZ+AyZ .

Define-se de forma analoga, o crescimento total e 0s crescimentos parciais

para uma funcdo de trés variaveis. Seja u =f (x, y, z), entdo:

Axu=f(x+AxX, y, 2)-T(x,y,2) ;
Ayu= f(x, y+Ay, z2)-f(x,y,2) ;
Azu=f(x, y, z+Az)- T (x,y,2) ;
Az =T (X+AX, Y+Ay, z+Az)-f(X,Y,2) .

Exemplo 3.5
Seja z = xy. Calcular Axz, Ayz e Az, parax =1,y =2, Ax=0,2, Ay =0,3.

Solucéo:
AXZ=(X+AX)y—-xy=yAx=2.0,2=04
AXz=Xx(y+Ay)-xy=xAy=1.0,3=0,3
AZ = (X+AX)(y +Ay) —xy =y AX+ X Ay + AxAy =2.0,2+1.0,3+0,2.0,3=0,76

3.3 Derivadas parciais



3.3.1 Defini¢ao: Derivadas parciais de primeira ordem

Chama-se derivada parcial de primeira ordem da funcdo z = f (x, y), em relacao
a X, ao limite do quociente de crescimento parcial Axy em relacéo a x e do crescimento

Ax da variavel x, quando Ax tende para zero. Uma das seguintes notacdes € utilizada:

0z of 0
'x:  fx: fxxy): 2= o Zfxy) .
Logo, por defini¢éo,
g= |im¥: lim f(X+AX’ y)—f(x,y)
OX Ax>0 AX  Ax—>0 AX

Define-se, do mesmo modo, a derivada parcial da fungéo z =f (x, y), em relacao
a 'y, como o limite do quociente do crescimento parcial Ayz em relacdo a y e do

crescimento Ay quando Ay tende para zero. Uma das seguintes notacgdes é utilizada:

oz of 0O
z'y; flys fryxy) s = — —f(xy).
o oy o
Assim, por definicéo,
T im A2 _ i T y+AY) - (X Y)
oy N0 Ay a0 Ay

Deve-se observar que Axz é calculado deixando y sem alteracdo e Ayz deixando
x sem alteracdo. Se y é mantido constante, z € uma funcdo somente de x e a derivada

de z com relacdo a x pode ser calculada. A derivada obtida desse modo é chamada



derivada parcial de z em relacdo a x, representando a taxa de variagdo de f(x, y) em
relagdo as mudancas na variavel x.

Analogamente, se x é mantido constante, z € uma funcdo somente de y e a
derivada de z com relacdo a y pode ser calculada. A derivada assim obtida é chamada
derivada parcial de z em relacéo a y. Define-se, da mesma forma, as derivadas parciais
de uma fungdo de um nimero qualquer de variaveis. Por exemplo, se tivermos uma

funcdo u de quatro variaveis x, y, z, t:

u=f( vy, zt) entdo

ou _ lim f(x+Ax,y,zt)— f(X,Y,z1)

OX  Ax—>0 AX

ou _ lim f(x,y+Ay,z,t)— f(x,y,z1)

ay Ay—0 Ay

8_u: lim f(x,y,z+Az,t)- f(x,y,zt1)

07 A0 AZ

ou lim f(x,y,z,t+At)— f(Xy,z1)

E_AHO At

Exemplo 3.6

Seja, f(x,y)=5x>y*.Cacular a e a

ox oy

Solucéo

Inicialmente, trataremos 5y? como uma constante. Assim, ? =3x%(5y?) =15x%y?
X

Agora, considerando 5 x3 como constante, obtém-se a =2y(5y°) =10x%y .

Exemplo 3.7

Seja, z=xy+Inx Cacular a e a

ox oy



Solucéo

oz oz

—=y+= e —=X

OX X oy
Exemplo 3.8

Seja, f (x,y) =3 X2+ 2xy+5Yy. Calcular

a) ﬁ(1,4) e i(1,4);
OX oy
b) Interpreta as derivadas parciaisde (a)
Solucéo
Uma derivada parcial de uma fungdo com vérias variaveis ¢ também uma

funcdo de vérias variaveis e, portanto, pode ser calculada para valores especificos

dessas variaveis. Escrevemos

i(a, b) para g;i calculadano ponto x =a e y =b. Do mesmomodo,
X X

of - of
—(a,b) indicaa funcdo — calculadaparax=a ey=Nh.
oy oy

a) ﬂ:6x+2y, ﬁ(1,4)=6.1+2.4=14
OX OX

q:2x+5, ﬁ(1,4):2.1+5:7
oy oy

b) Uma vez que of /ox é simplesmente uma derivada comum com y constante, of /0x
fornece a taxa de variagdo de f (x, y) em relagdo a x para y mantido constante. Em

outras palavras, mantendo y constante e aumentando x por uma unidade, teremos uma



variagdo em f (x, y) que é aproximadamente dada por of /ox. Pode-se fazer uma

interpretacdo anéloga para of /0y.
O fato de que ?(1,4) =14significa que y € mantido constante e igual a 4, e x
X

pode variar proximo a 1, entdo f (x, y) varia a uma taxa igual a 14 vezes a variacao de
X. Isto é, se x aumenta por uma (1) unidade, entdo f (x, y) aumenta por
aproximadamente 14 unidade. Se x aumenta por h unidades (h pequeno), entéo f (x, y)

aumenta aproximadamente 14 h unidades. Isto é, temos:

f(L+h, 4)-f(1,4)~14h

Do mesmo modo, o fato de que %(1,4)=7 significa que se x € mantido

constante e igual a 1 e y varia proximo a 4, entdo f (x, y) varia a uma taxa igual a sete

vezes a variagdo de y. Assim, para um pequeno valor de k, temos

f@ 4+k)—f(@Q,4)=7k
Podemos generalizar as interpretacdes de of /0x e of /0y para obter o seguinte

fato geral: Seja f (X, y) uma funcdo de duas varidveis. Entdo se h e k sdo pequenos,

temos

f(a+h, b)— f(a,b)zg—i(a,b)h :

f(a, b+k)— f(a,b)z%(a,b)k

3.3.2 Interpretacdo geométrica

Seja z = f (x, y) uma funcdo uniforme das variaveis reais x e y, dada em uma

regido R do plano. Se a y damos um valor particular, digamos Yyo, a fungéo z= f (X, yo)



resultara uma funcdo unicamente de x. Se z = f (X, yo) representa uma superficie S
(Figura 3.5), z =f (X, yo) representa a curva C, intersecdo do plano y = yo, paralelo ao
plano xoy, com a superficie z = f (x, y). Particularizando também x = xo, obtemos a
curva Co, representada por z = f (xo, ¥). A intersecdo das duas curvas da um ponto P

(Xo, Yo, 20) da superficie S.

Figura 3.5 - Representacdo geométrica de uma derivada parcial

Como se observa na Figura 3.5, a derivada parcial 0z /ox representa a

declividade da tangente PM & curva c1 no ponto P(xo, Yo, Zo), isto é

tang = lim (X +AX, Yo)— T (X +Y,) =Q
Ax—0 AX ax

Do mesmo modo, a derivada parcial 0z /0y representa o declive da tangente PN

a curva c2 N0 mesmo ponto:



tan 3 = lim 0o Yot AV = 0 +¥,) _ 22

Ay—0 Ay ay

Exemplo 3.9

2 2 2

Dado o elipsoide %+y—+%:1 achar o coeficiente angular da curva de

12
intersecédo do elipsoide
a) com o plano y = 1, no ponto onde x = 4 e z é positivo;
b) com o plano x = 2, no ponto onde y = 3 e z € positivo.

Solucéo
Considerando y como constante,

2 2 oz 0z X
—X+—-2 —=0 ou —=——
24 6 OX OX 47

Considerando x como constante,

2 2 o0z 0 ou Qz_l

12° 6 oy oy 21

Quandoy=1e x=4

42 12 72 3
—+—+—=1 ou N
24 12 6 2
Logol gz_i:_ g
OX 3 3
2

Quandox=2ey=3

2—2+3—2+Z—2—1 ou z—i
24 12 6 V2
Logo, @z—iz—ﬁﬁ
o L1 2
V2

3.3.3 Derivadas de ordem superior



Como as derivada parciais de uma fungédo z =f (x, y) sdo em geral, fungdes de
x ey, elas podem ser diferenciadas com relagdo a x ou y. Estas derivadas, se existirem.

S&o denominada derivadas parciais de segunda ordem, e escrevemos:

. . 0z X x
— |==—= =z,"'=f,'" derivada parcial de —emrelagdoa X ;
OX

2 2
(az :a_§=8 f =z,"=f, " :derivada parcialde%emrela(;éoay;

= =z,,"=f," :derivada parcial de @em relacdoa x;
oy

“oxoy  oxey Y

= =z,"=f," rderivada parcial de %em relacdoay
X

Em particular, dizem-se mistas as derivadas parciais
ofe) 3(@)
ox\ oy oy \ OX

calculadas primeiro em y depois em X e vice-versa.

Normalmente, as derivadas parciais mistas possuem a propriedade

0’z 0%z
OXoy  0yox

quando sdo satisfeitas as condi¢fes de continuidade.



De um modo geral, para indicar que uma funcdo z = f (X, y) foi derivada

parcialmente n vezes em relacdo a x e nenhuma vez em relacdo a y, ou vice-versa,

escrevemos
0"t 0"z .
—=——, respectiva mente .
ox' oy

Se a funcgéo foi derivada n vezes, sendo i vezes em relagdo a x e depois j vezes

emrelacdo ay, (i +j =n), escrevemos

0"z
ox' oy

Exemplo 3.10
o't o't o°f eazf

Seja, f(x,VY)=x?+3xy+2y?. Calcular , , .
ja, 10x.y) yrey x> oy®  oxoy  oyox

Solucéo: Primeiro calculamos of /ox e of /oy.

i=2x+3y, i=3x+4y
OX oy

orf . of « ?
Paracalcular y,dlferencwmos = emrelacéoa x:
X

o’ f of o’ f

Do mesmo modo, para calcular —-, diferencia mos —emrelagdo ay: —-=4
oy oy oy

2 af 2 f
, diferencia mos — em relacéo a x: =3
oy oxoy

Do mesmo modo, para calcular

2 2

Para calcular f , diferencia mos g_f emrelagdo a y:
X X

0yox



Exemplo 3.11

3 2 2
Seja, z =(x*+ y?)2.Calcular 0z o 9 f
oyox  oxoy
Solucéo:
oz 3, 2% 2 2%
&:E(X +yY7)?% (2x) =3x(x“ +y°)
0%z 0(dz) 3, ., .
=—|—|==x (X + z2 (2
oyox 8y[axj 5 (x“+y7) ? (2y)
oz 3 : =
5=§(X2 +Y%)? (2y) =3y(x* +y*)?
azz a aZ 3 2 2 71
=—|—|==y (X + Z (2x
oxdy ax[ay] ¥ (C+y7) * (2%)
2 2 1
0°z _ 0°z :3xy(x2+y2) >
OX0y  0OyoX
Exemplo 3.12

o’u  dl o*u ou

Se u=Ax*+Bx®y+Cx?y?+ Dxy* + Ey*, determine , , e .
y y e ox® ' oxoy* ' oxfoy  oy®

Solucéo:
ou 3 2 2 3
8_=4AX +3Bx“y + 2Cxy* + Dy
X
2
% —12AX? +6BXy + 2Cy?
X
3
%:24AX+6By
X
3 2
82u :i 82 =6Bx +4Cy
ox‘oy oy\ ox
%u = Bx® +2Cx’y + 3Dxy* + 4Ey°®
2
% — 2Cx? +6Dxy +12Ey?
3 2
82u :2 61; =4Cx+6Dy
oy‘ox ox\ oy
2

=6Dx+ 24Ey

7=



3.4 AplicagOes das derivadas parciais na economia

3.4.1 Custo marginal

Custo marginal, a qualquer nivel q de producao, € o custo extra da producédo de
uma unidade extra a mais (ou menos) de g. Por exemplo, se para produzir 400 unidades
de um dado produto o custo é 16.000 unidades monetarias e para produzir 401
unidades desse mesmo produto o custo é 16.045 unidades monetérias, o custo marginal
é 45 unidades monetarias.

Se a func¢do de custo para produzir as quantidades x e y de dois bens é dada por
C =Q(x,y), entdo as derivadas parciais de C sdo as fungdes de custo marginal:

oC : <
P € o customarginal comrelagdoa x;
X

oC | . <
— éocustomarginal comrelacdoa y

Exemplo 3.13

Se a funcgéo de custo para produzir as quantidades x e y de dois bens é C = x In

(5 +y), determinar os custos marginais com relagdo a x e y.

Solucéo

z_C =In(5+y) éocustomarginal comrelagéoa X;
X

oC X . «
— =—— éocustomarginal comrelacdoa y.

oy S5+y



Exemplo 3.14

Se a funcéo de custo para produzir as quantidades x e y de dois bens é ¢ =15
+ 2x2 + xy + 5y? determinar os custos marginais com relagdo a x e y. Se y € mantido
constante em 6 e x = 3, a producdo de uma unidade adicional de x acrescenta quantas
unidades monetérias no custo total? Se x € mantido constante em 3 e y = 6, a producao

de uma unidade adicional de y acrescenta quantos cruzados ao custo total?

Solucéo:

oC . . x )
v 4x+y éocustomarginal comrelagdoa x;
X

oC ] . x
— =x+10y é o customarginal comrelagdoa y

Sey =6¢ex =3, aproducdo de uma unidade adicional de x acrescenta

« =4x+y=4.3+6=18 unidades monetarias no custo total.

Sey=6¢ex =3, aproducdo de uma unidade adicional de y acrescenta

o« _ X+10y =3+10.6=63 unidades monetarias no custo total.

3.4.2 Funcdes de producao

Funcdo de producdo € a relacdo técnica que indica a quantidade de produto
capaz de ser obtida com todo e qualquer conjunto de fatores especificos (ou fatores de
producéo). E definida para um determinado estado de conhecimento técnico.

Se a funcdo de producdo ¢é dada por z = f (X, y), entdo a derivada parcial de z
com relacdo a x (com y mantido constante) € a produtividade marginal de x ou o
produto marginal de x. A derivada parcial de z com relacdo a y (com x mantido
constante) € a produtividade marginal de y ou o produto marginal de y. Observe que é
igual a taxa de aumento do produto total quando este insumo aumenta, supondo-se que

a quantidade do outro insumo é mantida constante.



Exemplo 3.15

Considere a fungéo de producdo f (x, y) = 60 x** y“* que fornece o niimero de
unidades de mercadorias produzidas quando se utilizam x unidades de trabalho e y
unidades de capital.

a) Calcular o aumento do numero de mercadorias quando se aumenta 1 unidade de
trabalho e ou 1 de capital parax =81 e y=16
b) Produtividade marginal de trabalho e de capital parax =81 e y= 16

c) interpretar os numeros calculados em (b).

Solucéo
@ 1
(a) f(81,16)=60-81* -16% =3.240 unidades
3

1
incrementode 1 unidadede x —f(82,16)=60-82*-16* =3.269,95 unidades
Axz=29,65unidades

3 1

incremento de 1 unidadede y —f(81,17)=60-814-174 =3.289,48 unidades
Ayz=48,48unidades

1
S I 4
0 T o60.3x 4 yi—asxt.yi =45y = % (8116)=30unidades
OX 4 N OX
of s s 3 s of
—=60.—-x*.y *=15x*.y *=15— = —(81,16)=50,625unidades
oy 4 ye oy

c) As quantidades of /0x e of /oy sdo denominadas produtividade marginal de trabalho
e produtividade marginal de capital. Se a quantidade de capital é fixadaem y = 16
e a quantidade de trabalho aumenta de uma unidade, entdo a quantidade de
mercadoria produzida aumentard de aproximadamente 30 unidades. Do mesmo
modo, um aumento de capital de 1 unidade (com trabalho fixado em 81) resulta

em um aumento no producdo de aproximadamente 50,625 unidade de mercadoria.

3.5 Diferencial total



3.5.1 Incremento total

Sejaz =1 (x, y) uma funcdo dada em uma regido R do plano xoy, e suponhamos
que sdo derivadas parciais fx” (X, y) e fy’ (X, y) existam e sejam continuas em todo o
entorno U(P) de um ponto P (X, y) de R. Atribuamos a x e y 0s incrementos Ax e Ay
respectivamente, de modo que o ponto (X + Ax, y + Ay) esteja ainda em U(P) (onde
por hipétese, as derivadas parciais /’x e f’y s@o continuas). A funcdo z =f (x, y) sofrera

um incremento.

Az=f(x+AX, y+Ay)— f(x,y)  que se diz 0 seu incremento total

3.5.2 Diferencial total

A diferencial total de uma funcdo z = f (X, y), pode ser obtida,
aproximadamente, pela expressao:

dz=@Ax+@Ay

OX oy

Chamam-se diferenciais das variaveis independentes x e y e designa-se,
respectivamente por dx e dy aos incrementos Ax e Ay das variaveis x e y. Assim,
fazendo Ax ~ dx e Ay ~ dy, tem-se a solucdo exata:

dz=gdx+@dy
OX

%y

Por extensdo, a diferencial total de uma funcéo z = f (x1, X2,..., Xn) € a Soma de

suas diferenciais parciais, isto é:

0z
dz=) —dx
; 0%,



Se, por sua vez, as variaveis x; sdo funcGes diferenciaveis de outra variavel,

digamos t, entéo

e se 0s x; sdo funcbes diferenciaveis de duas variaveis, digamos r e s, entdo

dx; =%dr+%ds
dr ds

Exemplo 3.16

Calcular o incremento total e a diferencial total da fungdo z = x y no ponto
(2;3),se Ax=0,1e Ay=0,2.

Solucéo

AZ = (X+ AX) (Y + Ay) — Xy = YAX + XAY + AXAY

0z 0z

dz = —dx+—dy= ydx+ xdy~ YAX + XA
o Py y=y y=y y

Por conseguinte,

Az=3.0,1 + 2.0,2 + 0,1.0,2=0,72
dz=3.0,1 + 2.0,2=0,7

Ay / AXAY

L XAy

y yAxs” |

| | |
I I |
X AX

Figura 3.6 llustragdo do exemplo

Portanto, Az—dz=0,72—-0,70=0,02=2,777 % de Az.



3.5.3 Aplicacao da diferencial total para calculos aproximados

Seja z = f (x, y) uma fungdo diferencial no ponto (x, y). Calculemos o
incremento total desta funcao

Az =T (X+AX, y+Ay)—f(x,y), donde f(X+AXx, y+Ay)=f(X,y)+Az

Fazendo Az ~dz, temos:
of of

dz=—AX + —Ay
OX oy

Substituindo na equacdo (1) Az pela expressdo explicita de dz, tem-se a equagéo

aproximada:

f(X+AX, y+Ay) = f (X, y)+§(X, y)AX+%(X, y)Ay
X

sendo o erro cometido, um infinitamente pequeno de ordem superior em relacdo a Ax

e Ay.

Exemplo 3.17
Calcular o volume de material utilizado para a fabricagdo de um cilindro, cujas

dimensdes sdo:

R =raiointernodo cilindro=4cm;
H =alturainternado cilindro=20cm;
K =espessuradas paredes=0,1cm.

_)x(_



b)

Solucéo

Solugdo exata — O volume procurado V € igual a diferenca dos volumes dos cilindros
externo e interno, sendo o raio do cilindro externo igual a R + K e a altura igual a H +

K. Entdo, tem-se:

V=rx(R+K)*(H+K)-zR*H ou
V =7 (2RHK + R?K + HK? + 2RK ? + K?)
V=rx(2.4.20.01+4%.01+20.01*+2.4.01°+01°)=17,881~x

Solucgdo aproximada — Designemos por f o volume do cilindro interno. Entdo, f = 7R?
H. Onde f é uma funcdo de duas varidveis R e H. Somando K a R e a H, a fungéo f
sofre um acréscimo correspondente Af ; este acrescimento sera o volume procurado,

isto é

V = Af ou V =df.

Entao, V zﬂAR+iAH )
oR oH
Como, i=27rRH, i=;ze2 e AR=AH=K
oR oH

V ~ 7 (2RHK +R?K)

temos,
V~7(2.4.20.01+4°.01)=17,6 .

Comparando as solucGes exatas e aproximadas, verificamos que elas diferem

pela quantidade  (H K2 + 2 R K2 + K?), composta unicamente de termos que contém

0,3.7

K ao quadrado e ao cubo. O erro contido € inferior a 0,3 =, ou seja, 100.
17,881x

% ,

isto é, menos de 2 % da quantidade medida.



3.5.4 Emprego da diferencial para avaliar o erro cometido durante os célculos
numericos

Se uma grandeza fisica é funcdo de duas (ou mais) outras, podemos avaliar a
primeira medindo estas ultimas.

Como n&o existem medicOes que se possam considerar exatas, importa saber
como se propagam sobre a grandeza dependente, 0s erros cometidos ou admissiveis
ao medir as grandezas independentes. Suponhamos, por exemplo, que se trate de

avaliar a &rea A de um retangulo de dimens6es x e y, medindo os seus lados. A area é

A=xy.

Se admitirmos um erro possivel Ax na medicéo de x e um erro Ay na medicdo dey, o

erro cometido na avaliagdo da area sera

Ay]

AA = (X+AX)(y + Ay) — xy
AA = Xy + YAX + XAY + AX Ay — Xy
AA = YAX + XAY + AX Ay

| ]
| X Y

Em comparacdo com 0s erros Ax e Ay, o produto Ax Ay pode ser desprezado

como insignificante, pois se Ax e Ay forem da ordem de 0,01, o seu produto AxAy sera
da ordem de 0,0001. Assim,
AA = yAX + XAY

Mas, esta relacdo € precisamente a diferencial da fungéo A, visto que
oA oA
OX oy

donde,

dA=%dx+a—Ady :
OX oy



Dessa forma, o erro cometido na avaliacdo da area A é a diferencial da fungéo
A =xy.

Generalizando, seja U =f (x, Y, z,..., t) uma funcédo de varias varidveis x, y, z,...,
t. Suponhamos que a avaliacdo dos valores numéricos das quantidades X, y, z,..., t é
feita com um certo erro (respectivamente dx, dy, dz,..., dt). O valor de u sera
determinado com erro du, devido ao erro de avaliagdo das varidveis independentes.
Propomo-nos determinar o erro du, se se supdem conhecidos os erros dx, dy, dz,..., dt.
Assim,

du=idx+qdy+idz+...+ﬂdt.
0z ot

OX oy

As derivadas parciais e os erros relativos as variaveis independentes sédo ou
positivos ou negativos. Designando-se por |dx|, |dy|, |dz|, ... , |dt| os erros absolutos
méaximos das variaveis correspondentes (os limites dos valores absolutos dos erros),
tem-se

of
|du|_‘&‘ o+ 2]+t

oaf
0z

of of
—{|d —||dt
< et

O erro relativo maximo da grandeza avaliada é a razdo entre o erro absoluto
méaximo e o valor absoluto da grandeza medida. Assim, para avaliar o erro relativo
méaximo da funcdo u, dividimos todos aos membros da equacéo (4.11) por u =f (x, Y,
Z,..., 1):

al |J e a
Er:M:ﬂ|dx|+ﬂ|dy|+ﬂ|dz|+.-.+ﬂ|dt|
lul f f f f
onde,
a a a a
X _ O v0dil: Y9 0dil 2 10dl ... ot _ 9 odt
f OX Og| |’ f Og| |’ f Og| |’ ! f Og| |



Exemplo 3.18
Foram medidos o lado a e a hipotenusa ¢ de um triangulo retangulo com erros

absolutos maximos |dc| = 0,2 e |[dy| = 0,1. Tendo-se medido ¢ = 75 e a = 32, determine
0 angulo « pela formula sena = a/c e 0 erro maximo absoluto [da] cometido ao se

calcular este angulo.
Solucéo

a a
senx =—, «a=arcsen— , portanto
c c

oa 1 oa a

oa Je?ra? ' ¢ cyJe?+al
Utilizando a equacéo (18), temos:

1 32

01+ -0,2=0,00275 radianos=9'38"
J(75)? = (32)° 75,/(75)2 - (32)

der =

Logo, a= arcseng +9'38"
75



Exemplo 3.19

Suponhamos que se trate de determinar g pela formula do péndulo simples
T=2r \/I
g

medindo | e T. Seja | = 100 cm com um erro admissivel de 0,05 cme T=2scomum

erro admissivel de 0,01 s. Determinar o erro cometido na determinacéo de g.
Solucéo: Resolvendo em g a formula do péndulo, vem

47|

e diferenciando em relacéo as variaveis | e T temos o erro absoluto maximo:

o (4%l o (471
=|= [|+|—
dgl al[ T? J‘|d|+ GT( T? J

Para T =2,1=100,dT =+0,1 e dl =+ 0,05 pode-se calcular o erro absoluto

8721
T3

4 7?
T2

dT| =

|d||+‘—

a7

méaximo |dg| :

4 8’

2
-0,05+
4

|dg| = -100(0,01) =10,36 cm.s™

O erro relativo maximo sera:

471'2 87[2|
" (T A
c _ldg| _
' |g| " lax?l 47%|
T2 T2
Er:M+i|dT|:%+M:o,0105
T 100 2

O erro porcentual correspondente sera Ep=100 e Er—1,05%



3.6 Derivada de uma fungao composta (derivada total)
3.6.1 Funcgbes compostas de uma variavel independente

Sejaz = f (x, y) uma funcdo diferenciavel em uma regido R do plano. Se x e y,
por sua vez ndo sdo independentes, sendo fungdes de uma mesma variavel

independente t, precisamente,

x=¢(t) e y=w(0)

de modo que a cada valor de t em certo intervalo (a, b), corresponda um ponto (x, )
de R, z passara a ser funcéo de t através de x e y, e se dira uma funcdo composta de t.

Geometricamente,
x=¢(t) e y=w()

faz corresponder uma cota determinada z a cada ponto da referida curva. Em muitos

casos, é facil exprimir diretamente z como funcdo det :

z=f(xy)=fl@®), w()]=F )
Derivacao

Suponhamos que as derivadas parciais de ¢(t), ¥(t) e F(t) sdo continuas com
relacdo ao seu argumento. Como z = f (X, y) e diferenciavel por hipétese, podemos

escrever

dz_cedx  ou dy
dt oxdt oy dt

que ¢ a derivada total de z em funcdo t, através das variaveis intermediarias x e y.



Do mesmo modo, tratam-se 0s casos de trés ou mais variaveis intermediarias.

Se u="f(xy,2) e x=x(t), y=y(t) e z=2z(t),

entao,
du_oudx audy oudz
dt oxdt oydt oz dt

Analogamente, se y = f (X1, X2,..., Xn) € Xi= X1(t), X2= X2(1),..., Xn= Xn(t), tem-se:

dy_dyde oy dx, oy dy
dt ox, dt ox, dt ox, dt

Exemplo 3.20

Seja, z=3x"+5y*—4xy e x=tan2t, y=sen*t. Achar %

Solucéo
dz_ oz dx oz dy
dt oxdt oy dt
0z 0z

—=6x—-4 e — =10y —-4x ;
OX y oy y

% =2sec’2t e % = 2sent.cost = sen2t
dt dt

% = (6x —4y) 2sec® 2t + (10y — 4x)sen2t
dz 2
pria 4(3x —2y)sec” 2t + 2(5y — 2x)sen2t

Se necessario, pode-se expressar dz/dt unicamente em fungdo da variavel

independente t.



Exemplo 3.21

De um funil cénico escoa dgua a razdo de 18 zcm®s 1 Sabendo-se que a geratriz
faz com a parede do cone um angulo «=30°, achar a velocidade com que baixa o
nivel da &gua no funil, no momento em que o raio da base do volume liquido € igual a

6 cm.
Solucéo

Seja r o raio da base do volume liquido e h a sua altura. O seu volume sera:

Aqui, V é uma funcéo de r e h, os quais, por sua vez, sdo funcdes do tempo t.

A derivada total de V em funcdo de t, através de r e h, sera:

dv _ovdr ovdh
dt  or dt oh dt

o 2 ov 1 .,

—=—xrh;, —==7xr

or 3 h 3
Assim,

dv

2 dr 1 ,dh av. x dr ,dh
—=—arh—+=7zr"— ou —=—|2rh—+r"—
t 3 dt 3 dt dt 3 dt dt



A variavel independente t representa um tempo; as derivadas das grandezas V,
r e hemrelagéo at, representam a velocidade de variacdo das referidas grandezas. Em
paticular, dV/dt representa a velocidade com que diminui o volume de agua, isto &, a

razdo de escoamento (vazao), que no caso e dada,

av _ 187 cm’s™
dt

Trata-se de determinar dh/dt (velocidade com que baixa o nivel h) quando r =

6 cm. Conhecida a relagéo entre r e h, vamos eliminar h e dr/dt em dV/dt, porque néo

importa conhecer seus valores.

r r
Sabe-se que, tanoz:H ou r=htana e a=—tanoc

Mas,
a=30° e tan30°:§;donde,
\/§ 3r
r=h>> ou h="-=r3
3 J3
dr _J3dh
dt 3 dt
Assim,

v 7z J3dh ,dh
=2 @2rrf3 24t
dt 3( 3d dt
d—V:Z(ZrZQHZ@ :£3r3@:ﬂr2%
dt 3 dt dt” 3 dt dt

como d_V =18r,
dt

tem-se, 187r=7zr2@ e @=1?”=i cms?
dt dadt 6°7 2



3.6.2 Funcgbes compostas de varias variaveis independentes

Suponhamos que seja dada a fungéo z = f (x, y) e que x e y sejam funcGes

derivaveis de duas variaveis independenteste s ;

X=p(ts) ey=wy(s).

Neste caso, z € uma fungdo composta das variaveis t e s. Por conseguinte,

podemos expressar z diretamente como uma funcdo de tes:

z=flp(t ) vt 9] =F(ts)
e podemos escrever

G _dox oy
ot xat oy ét

Cn_oeox ey

= + —
0S OXOS oy os
Devemos observar que, neste caso, as derivada de z, x e y deve ser calculadas

em t e em s e, portanto, sdo derivadas parciais uma vez que ha duas variaveis

independentes.

Generalizagao

As equacdes acima sdo facilmente generalizadas para um nimero maior de

variaveis. Suponhamos dada uma funcéo diferenciavel de n variaveis xi, X2, X3,..., X

y = f (X11 X21 X3|-") Xn)



e estas, por sua vez, fungdes derivaveis de m varidveis independentes ti, to, t3,
entao

o tm

X1= @i g, t2, t3,..., tm)
X2= @2 1, t2, t3,..., tm)

Xn= @n( 11, t2, t3,..., tm)

As derivadas parciais da funcdo y em relacdo as variaveis independentes t, t,
t3, ..., tm, através das variaveis intermediarias xi, X2, X3,..., Xn, assumem a forma:

N _ YK, NN, 0K
o, ox ot 0X, ot oX, ot

Ny g, Ly,
o,

Cox ot,  ox, ot ox, ot,

ﬂ—ﬂ%+ﬁ%+...+ﬂaxn
ot, oOx ot, X, ot ox, ot




Exemplo 3.22

Em um dado instante, o comprimento de um cateto de um triangulo é de 10 cm e cresce
a uma taxa de 1cm/minuto. Enquanto isso 0 comprimento do outro cateto é de 12 cm
e decresce a uma taxa de 2cm/minuto. Encontre a taxa de variacao da medida do angulo

oposto ao cateto de 12 cm de comprimento no instante dado.

y=10cm 1 lem minuto?

X=12cm |2 cm minuto?

Solucéo
. _ _ _x — x
No instantex=12ey=10 -> tgH—y e 0 = arctg (y)
0=0(x,y) = x=x(t) =0=0(t)
y=y(t)
Dessa maneira:
do_o0dx 00 dy
dt ox dt oy dt
Sendo:
00 1 y= 1 o8 1 —-x_ =X
- 2 ") 2 A~ 22 2 2
X 1+X—2 y+— e 2 1+— y X
y y
46 _o0dx 00dy 1 oy X a1 gy 12 4.
dt ox dt oy dt X Yy +X 12 10°+12
y+— 10+-—
y 10
do

T -0,131 radianos/minuto

3.7 Derivacao de funcGes implicitas



3.7.1 Equacao e fungbes implicitas

Seja f (X, y) uma funcéo definida numa regido R do plano xoy. Se igualarmos

essa fungéo a zero, obtemos uma equacéo

f(x,y)=0

que estabelece um vinculo entre as duas varidveis x e y, de modo que os valores de
uma vém a depender de certa forma dos valores da outra. Quando a equacdo é apta a
definir y como funcdo de x em uma certa regido do plano, de modo que a cada valor
de xem um dado intervalo, venha a corresponder um e somente um valor de y, dizemos

que ela define implicitamente y como funcéo de x na regiéo referida.

Seja (S) uma superficie (Figura 3.7) que representa geometricamente a funcao
z=1(x,y). Aequacdo f (x, y) = 0 nos da a totalidade dos pontos de cota z = 0, isto &,
a curva AB, intersecdo da superficie (S) com o plano xoy.

Se z=ax+by +c ou f(x,y) =ax + by + c representa um plano e se fizermos

z=0, vem:

ax+by+c=0

que representa uma reta no plano xoy, intersecdo do plano dado com o plano xoy. A

equacao

ax+by+c=0

define implicitamente y como funcao de x em todo o plano cartesiano.

z=f(xy)




Figura 3.7 - Representacdo geometrica da superficie de uma fungédo z = f (x, y)

3.7.2 Derivada de funcgfes implicitas

Seja y uma funcao continua de x, definida implicitamente pela equacgéo

f(x,y)=0

donde f (x, y), f (X, y) e fy(x, y) sdo funcbes continuas em certo dominio D. Para fins

de derivacdo, seja

z=f(xy),

entdo:



a2 _otox oty
OX OXOX 0y OX

o _of ooy
OX OX 0y OX
Masse f (x,y) =0, entdo z=0,@=o e i+QQ=O
OX OX 0oy oX
Portanto,
of
dy __ax
dx  of
oy

De modo semelhante, a equacdo F(XVy,2=0

define z como fungéo implicita das duas variaveis independentes x e y. Para achar as

derivadas parciais de z em relagéo a x e a y, procedemos como segue:

oF
dz OX
dx  oF
o
oF
dz oy
dy  OF

0z



Exemplo 3.23
Dado x?y* + sen y = 0, achar dy/dx

Solucéo

Seja f(x,y)=x’y*+seny
Entéo, a_ 2xy* a_ 4x*y® +cosy
OX oy

4
Portanto, ay = _223x—y
dx 4X°y° +C0S 'y

Exemplo 3.23

Pela equacéo

+
24 12 6

z é definida como uma funcéo implicita de x e y. Achar as derivadas parciais desta

funcéo.
Solucéo
X2 y2 Z2
T2412 6
Logo, ﬁ:i’ ﬁzi, @:E
ox 12 oy 6 oz 3
Assim, Q:_L' a_ vy



Exemplo 3.24

Se uma func¢éo de producdo é dada por

2+4x2+5y-12xy=0

onde z é a quantidade de producdo final e x e y sdo as quantidades dos insumos, ache
as produtividades marginais.

Solucéo
F=22+4x+5y>-12xy
8—F=8X—12y. a—F=10y—12x e 8_F=22
ox oy &z

A produtividade marginal de x é

oF
oz ox _6y—4x
ox OF g
0z

e a produtividade marginal de y é

oF
oz _ oy _By-5x
oy OF 2

0z



EXERCICIOS PROPOSTOS - LISTA 3A

1 — Calcule as derivadas parciais utilizando as regras ordinarias de derivacao

a) f(x,y)=4y>+{x*+y?

b) f(6,a)=sen36.cos2«a

C) z:f(x,y):e% .In(x—zj
y

d) f(x,y,z)=e*"* +arctg(3'xziyj
z

1

e) u=f(x,y,2)= (x2 +y2+ 22)5

Respostas:
of X of

g) Lo X T _gpp2, Y
X \x*+y* Oy JXZ+y?

b) ﬁ:3c0539.005205;ﬂ:—ZSen&é’.senZa
0 ox
y y
oz Yoy (x*) 2 oz 21 (x*) e
c) —=-e*-=-In — ; —=+eX.—.In| — |-—
OX X y X oy X Yy, y
d —=+e".y-z+ L 3_y; %—+exyZ X-Z+ > ?
z
1+(3X2yj 1+(3x2y)
z z
8_:_i_exyz'x_y_ 6Xy >
2oL
z
ou - X . ou -y ou -z
) RN 3 e 3
(x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2 (x2+y2+22)2



of of o*f o*f o°f o°f
2 —Encontrar —; —;—; > ;
OX 0y OX oy oOxoy 0oyoX

y

XZ
a) f(va):__ 2
y X

b) f(x,y)=e"*-seny

c) f(x,y)=4x-senhy +3y-coshx

Respostas:
o 202y ¢ 1 Ff_2 6y Ff 2k
X y X3’ ay y2 X2’ 8)(2 y X ! 8y2 y3 !

%f  —2x 2 9 —2x 2

Xy y

t— = +—
X* OyoX y X

2 2
b) ﬂ:2e2X seny; ﬂ:e2X cosy; 0 f—4e2X seny; ot =—e*seny;
oX oy oX 0

2 2

2 2
o'f =2e”cosy; of =2e”* cosy
oxoy X

of o 0 f ]
c) —=4senhy+3ysenhx; —=4xcoshy+3coshx; —-=3ycoshx;
oX oy OX

2 2 2

q:4xsenhy; =4 coshy+3senhx;
oy

=4 coshy+3senhx
X



3 — Para cada uma das funcbes de producdo seguintes, ache as produtividades
marginais. A quantidade produzida é denotada por z e os insumos sdo denotados por

xey

3 1
a) z=4x4.y*4

b) z=4xy-x*-3y?

C) 2:25—1—i aplicadasaos pontosx=1ey =1
Xy

Respostas:

11 3 1
a) @:3)( 4y4; %:Xﬂ'y 4
0 oy
b) @:4 —2X; a—:4x—6y
OX

0z 4. 02
c) &(1,1) =1, 8y(1’1)_1



3.8 Maximos e minimos ndo condicionados

Definigdo 1

Se z =1 (x, y) é uma funcdo de duas variaveis, entdo dizemos que f (x, y) possui

um Maximo no ponto x =aey=Dbse
f(a,b)> f(x,y)
para todos 0s pontos (X, y) suficientes proximos do ponto (a, b), mas diferentes deste

ponto. Geometricamente, o grafico de f (X, y) possui um pico no ponto (a, b), conforme
ilustrado na Figura 3.8.

<V

Figura 3.8 - Representacdo geométrica da superficie de uma fungédo z = f (x, y) com

ponto de maximo.



Definigdo 2

Se z=f(x, y) é uma funcdo de duas variaveis, entdo dizemos que f (x, y) possui
um minimo no ponto x =aey="b se

f(a,b)< f(x,y)
para todos os pontos (x, y) suficientemente préximos do ponto(a, b), mas diferentes

deste ponto. Geometricamente, o grafico de f (x, y) possui uma concavidade com a

base no ponto (a, b) conforme ilustrado na Figura 3.9.

<Y

Figura 3.9 - Representacdo geométrica da superficie de uma fungédo z = f (x, y) com

ponto de minimo.



Primeiro teste da derivada para extremos

Ao maximo e ao minimo de uma fungdo chamam-se extremos dessa funcéo.
Em outras palavras, diz-se que uma fun¢do admite um extremo em um dado ponto se

ela tem nesse ponto um mMA&ximo ou um minimo.

Suponha que f (x, y) possui um maximo em (X, y) = (a, b). Entdo se mantendo
y constante em b, f (X, y) torna-se uma funcdo da variavel x com um maximo em x = a.

Portanto, sua derivada em relacdo a x é zero para x = a. Isto €,

of
—(a,b)=0
ax( )

Do mesmo modo, mantendo-se x constante em a, f (x, y) torna-se uma funcéo
da variavel y com um méximo em y = b. Portanto sua derivada em relagdo a y é zero

paray =b. Isto é

%(a,b)zo

As mesmas consideracdes podem ser feitas se f (x, y) possui um minimo em (X,

y) = (a, b). Assim, temos 0 seguinte teste para extremos em duas variaveis:
se f (x, y) possui ou um maximo ou um minimo em (X, y) = (a, b), entdo

of of
&(a,b)zo e 5(a,b)=0

Estas condicBes sdo necessarias para a existéncia de um extremo, mas ndo sao
suficientes. Contudo, se estamos certos da existéncia dos extremos, tais condigcdes
permitem determinar os seus valores. Caso contrario é preciso fazer um estudo mais

detalhado, como segue.



Segundo teste da derivada para maximos e minimos
Seja f (x, y) uma funcdo definida num dominio que contem o ponto (a, b) e

cujas derivadas parciais sdo continuas até a terceira ordem inclusive; suponhamos,

ainda, que o ponto (a, b) seja um extremo, isto é

of of
&(a,b)zo e E(a,b)zo :

Entdo, parax=aey=bh:
Casol) f (x, y) tem um maximo, se

2 f

0 o f
ayZ

Ox?

2 2 2
Z—Z(a,b)- of (a,b)} >0 e (a,b)<0
X




Caso2) f (x, y) tem um minimo, se

{ o (ab)} e O°f (ab)>0
OX

A

el 7

Caso3) f (x, y) ndo possui maximo nem minimo se

S

2(b) 2(b){

Chamado de ponto de sela ou minimax

(1) Nenhuma concluséo € possivel (pode ou ndo existir extremo) se

o {2

( a,b)-



A expresséo que acabamos de apresentar

0% f
o @b

0% f o* f ’
Y (a,b)- {8)@ (a, b)}

pode ser disposta em forma de matriz quadrada e se apresenta por H (de Hesse,
matematico alemdo), a saber:

o*f o°f
s (a,b) oxdy (a,b)
o* f o* f
Y (a,b) Y (a,b)

que diz o Hessiano da fungédo f (x, y) parax=aey=Dh.
Exemplo 3.25

Estudar os maximos e minimos da fungio z=x>—xy +y?> + 3x -2y + 1

Solucéo
a =2X-y+3
. OX
Determine 0s pontos extremos: o2
—=—-X+2y-2
oy
. n 2X—y+3=0
Resolvendo o sistema de equac6es
-X+2y-2=0
Achamos: 4.



. 4 1 (o - x
Assim, no ponto (—5 ) gj ocorre um maximo ou um minimo da fungéo z, o

qual devera ser pesquisado, de acordo com as condi¢des de suficiéncia.

Calculemos, agora, os valores das derivadas parciais de segunda ordem, no
ponto (—4/3, 1/3) e estabelecamos a natureza desse extremo:

o*f 5 o*f 5. o°f
OXoy

Assim, h =2. 2 — (- 1)> =3 > 0. Por conseguinte, no ponto (—4/3, 1/3) a fungdo tem

. . , 4
um minimo cujo valor é z =3




Exemplo 3.26
Estudar os maximos e minimos da fungdo z = x3 —y3 - 3 xy.
Solucéo

Determine 0s pontos criticos, utilizando as condi¢c@es necessarias para a existéncia de
um extremo:

Q:3x2—3y:0
OX
g:3y2—3x=0
oy

Obtemos os pontos extremos x1=1, y1=1 e x2=0, y.= 1.

Calculamos as derivadas parciais de Segunda ordem:

1 o Fr_o.. 07
) ) 8X6y

ox2 ay?
Estudemos a natureza do primeiro ponto, (1, 1):

§f5__6_ 0%z oz
ox? ’ Oxdy

2
Assim, H=6.6—(-3)>=27>0 e % >0. Logo, a fun¢do admite um minimo
X

no ponto (1, 1); o valor da funcao neste ponto é z=— 1.

Estudemos, agora, a natureza do segundo ponto, (0, 0):

2 2 2
2i-0:  Zo0: -
OX oy OXoy

Assim, 0.0—(-3)2=-9<0. Logo, este ponto ndo € minimo nem maximo (minimax).



Exemplo 3.27
Determine as dimensdes de uma caixa d’agua retangular, sem cobertura, tais
que, para um volume dado V, as superficies das paredes e do assoalho sejam minimas

(Figura 3.12), de maneira que se tenha o0 minimo de despesa.

Solugéo )
Sejam,

b =comprimenb da base,
h=altura,
L =largura

Ovolumeé V=b.h L=f(b,h L)

onde obtemos, h= L
bL

A superficie total é

S=bL+2Lh+2bh ou S=bL+2L L +2b L
bL bL

S:bL+2—V+2—V: f(b, L)
b L

Calculando as derivadas parciais e igualando-as a zero tem-se:

Bs_| v,
ob b
s _, 2V _g
oL L

Resolvendo o sistema de equacgdes, obtemos b =L. Assim, substituindo em f (b, L),

resulta:

4V oS 4V
S=b’+— e —=2b-—-=0 ou b=L=32V
b cb b’

Temos um maximo ou um minimo de S ?

%S

Como, W 2+i—\3/ >0, trata-sede um minimode S.



Exemplo 3.28

Suponha que a fungéo de producao seja:

16 2=65—-2(x—5)> -4 (y — 4)2.
Os precos unitarios dos insumos x e y (sob condi¢cBes de competicdo) sdo 8 e 4,
respectivamente, e 0 pre¢o unitario do produto acabado é 32; determine o lucro
maximo.

Solucéo

A funcéo de lucro é
L=32z-8x-4y ou L=130-4(x-5%-8(y-4)>-8x-4y

As condicdes necessarias para lucro maximo ou minimo séo:

oL

o~ x=5)-8=0 -8x+32=0
ou

oL -16y+60=0

= —16(y—4)-4=0
Y (y—4)

ou, x =4 ey = 15/4. Portanto, o lucro tem um maximo ou um minimo em (4, 15/4).

Calculando as derivadas de segunda ordem, temos:

0°L o0°L 0°L

—=-8, —=-16 e =0
OX oy OXoy
ou
9x,y) =11y + 1+ 12V
X y

Para minimizar esta fungédo, primeiro calculamos as derivadas parciais em

relacdo a x e y; depois igualamo-las a zero.



14V

a9

— =11y - 0
OX 4 x?
8_g=11X_152/ =0
OX y

Deste sistema de equacdes temos:

14V )
y 1D° y
2 2 2
Ou 11x 14\/2 =15V = 14 V3 =15V
11x 11x
Assim, x = 56.
2 2 2 2
N 14°V :14 \Y :14 '147840:175.616
11.15vV 11.15 11.15
14.147840
A larguray, sera =——— — =60.
guray y 11.56°
Finalmente
, :14784O:44
56.60
Como,
_ a o°L
H=(-8).(-16)-0=128>0 e ?:—8<0,
X

trata-se, de fato, de um méaximo da funcéo de lucroem x =4 e y = 15/4. O lucro

maximo sera Lmax = 78 Y.



Exemplo 3.29

Suponha que desejamos fazer o projeto de uma construcdo retangular de
147.840 m® de volume. Considerando que a perda diaria de calor é dada por

11xy+14yx+15xy

onde x, Y, z sdo, respectivamente, 0 comprimento, a largura e a altura da construcéo.

Determine as dimens@es da construgdo nas quais a perda de calor seja minima.
Solucéo

E preciso minimizar a funcéo

f(X,y,2)=11xy+14yx+15xy
onde X, y, z satisfagcam V=xyz=147.840
em que V é o volume da construcéo.

Logo, z =i .
Xy

Substituindo esta expressdo para z na funcao f (x, y, z), obtemos uma funcéo de perda

de calor g(x, y) de duas variaveis, a saber

a(x,y) =11xy+14yi+15xi
Xy

Xy

Afinal, a funcdo g(x, y) ter& um maximo ou um minimo em ( 56, 60, 44)?
Aplicando o teste da derivada segunda verificamos que

e portanto trata-se de um minimo



3.9 Maximos e minimos condicionados

Muitos problemas de otimizagdo consistem em maximizar ou minimizar uma
funcdo objetivo sujeita a certas condicdes de restricdo sobre as variaveis envolvidas.
Estas restricdes podem ser estabelecidas como igualdades ou desigualdades.

Uma técnica eficiente para resolver problemas desse tipo é o método dos
operadores de Lagrange. Este método é utilizado para otimizar funcBes sujeitas a
restricbes de igualdade, podemos ser facilmente generalizado para o caso de uma
restricdo de desigualdade. Méaximos e minimos sujeitos a multiplas restricbes de

igualdade e de desigualdade sdo obtidos utilizando-se as condi¢cdes de Kuhn-Tucker.

Operadores de Lagrange

Sejam f (x, y) e g(x, y) funcGes de duas variaveis. Determinar os valores de x e
y que maximizam (ou minimizam) a funcdo objetivo f (x, y) e que também satisfacam
a equacdo de restricdo g(x, y) = 0.

A ideia basica do método dos operadores de Lagrange para resolver tal
problema é substituir f (x, y) por uma fungédo auxiliar de trés variaveis F(x, y, A),

definida como

F(x,y,4)=f(xy)£49(x,y)

A nova variavel A (lambda) é denominada operador de Lagrange, podendo ser
precedido do sinal mais ou menos, sendo que na solucdo muda apenas o sinal de A.

Se F(x, y, A) possui um maximo (ou minimo) em (x, y, A) =(a, b, c), entdo f (x,
y) tera um maximo (ou minimo) em (x, y) = (a, b) sujeito a equacao de restricdo g(Xx,
y) =0.



Para localizar os pontos onde F(X, y, A) possui um maximo ou minimo,
precisamos determinar os valores de X, y e A para 0s quais as trés derivadas parciais de

F(x, y, 4) séo iguais a zero. Entdo, as trés equacgdes.

oF _ot ;99 g

X ox . ox

F_d %0

oy oy oy
oF B
— =90 y) =0

Podem ser resolvidas para as trés incognitas x, y, 4. A terceira equacao é exatamente
a equacéo de restricao original g(x, y) = 0; portanto F(x, y, A) necessita ser diferenciada
parcialmente, apenas com relacdo a x e a y. Em muitos casos, os valores de A ndo séo
de interesse, e ndo sdo calculados.

A solucdo das trés equaces acima fornece o ponto extremo da funcao
condicionada. Este extremo satisfaz o vinculo, mas deve ser testado como maximo ou

minimo da funcdo, por meio do procedimento seguinte.

Para um ponto extremo x =a, y = b,

oF
. &(a,b)_o
" | oF
—(a,b)=0
ay(a )
_O°F °F, .\ [ oF i
e H—ax2 (a,b).ayz (a,b) [—ﬁxay(a,b)}



H < oteste e a funcao deve ser examinado ns vizinhangcasdex =aey =b

(0%F
|ﬁ(a,b) <0
maximoemx =a, y = b, se

| 02F
entio < Ka_yz (@b) <0

H>04
(0°F

I dx?
minimoemx =a, y = b, se
I 2

°F
kayz(a,)>

(a,b) >0

Observe que, para maximos e minimos ndo sujeitos a restri¢des, se H <0, 0
ponto extremo ndo € nem um MAaximo nem um minimo. Entretanto, para maximos e
minimos condicionados, se H < 0, o ponto extremo pode ser de fato, um maximo ou
um minimo. Isto corresponde ao fato que um ponto pode ser um maximo ou minimo
da funcéo condicionada, embora ndo seja um maximo ou um minimo da funcdo néo
condicionada.

O método dos operadores de Lagrange pode ser extendido a uma funcéo de n

variaveis f (X1, X2,..., Xn)
sujeito a k restricdes gj (X1, X2,..., Xn) =0

paraj=1, 2,..., konde k < n. Assim,
k
FOG o X Ao A1) = T X)) = D0 A 05 (% %)
j=1

e a derivacdo parcial resulta em n + k equacbes a serem resolvidas para n + k

incégnitas.
L Y
X, 0% 0%, 0%,
F_o o, W
OX, OX, 0X, OX,
F_X L, B

ox, ox, | ox X,



Exemplo 3.30
Ache 0s maximos e minimos (se houver) de f (x, y) =5 x? + 6 y2 + X y, sujeitos

arestricdo x + 2y = 24.

Solucéo
FIX, Y, ) =5X2+6y>+Xxy—A(Xx+2y—24)

ﬁ:10x—y—/1 =0
OX

ﬁ=12y—x—2/1 =0
oy

a—F:x+2y—24:0
oA

Resolvendo o sistema de equacoes,

10x— y—- 4 =0 —-20x+ 2y+24 =0
—-X+12y-21 =0 -Xx+12y-24 =0
X+ 2y- 24=0 —21x+14y+ 0 =0

ou, 3x-2y=0

Resolvendo simultaneamente com a terceira equacéo,

33X —-2y+ 0 =0
X+ 2y-24 =0 Portanto,x=6ey=09.

4x+ 0 =24 =0
O ponto extremo sera (6, 9) ; A = 51.

2 2 2
oF S AL |
oxoy

0°F o°F . .
Como pv >0, —5>0 e H>0 oponto extremo (6, 9) &€ um ponto de minimo .



Exemplo 3.31
Ache os pontos de maximo e minimo (se houver) de f (x,y) =12 xy — 3 y? —

X2, sujeito a restricdo x +y = 16.

Solucéo
F(X,y, ) =12xy-3y>—x>— A (X +y—16)
F 1oy-2x-2 =0
OX
ﬁ:12x—6y—ﬂ, =0
oF

& - (x+y-16)=0
) (x+y-16)

Resolvendo o sistema de equacdes encontramos x =9,y = 7 e A = 66. Logo, 0 ponto

extremo serd (9, 7) ; 1 = 66.

O°F . PF_, . OF

o2 ’ oy?
H=(-2) (-6)—(12)>=-132 <0.

Portanto, a funcdo deve ser examinada nas vizinhancas de (9, 7). Sabe-se que,
sef(x+h,y+k)—f(a, b) <0 o ponto extremo (a, b) corresponde a um maximo, e se

f(x+h,y+Kk)—f(a b)>0o0 ponto extremo (a, b) corresponde a um minimo.

Logo:
g(9+h, 7+k)=x+h+y+k =16
9+h+7+k=16
h+k=0 .. k=-h

f(Q+h, 7+h)—f(9,7)=12(9+h)(7+h)-3(7—h)?—(9+h)?
-12.9.7-3.7°-9°
=—24h-12h* + 42h—3h?* -18h—h?
=—16h%* <0

Portanto, o ponto (9, 7) corresponde a um maximo.



Exemplo 3.32

Deseja-se construir uma area retangular fechada, de 600 m?. Trés lados devem
ser construidos de madeira ao custo de R$ 7,00 por metro linear. O quarto lado deve
ser construido com blocos de cimento ao custo de R$ 14,00 por metro linear.
Determinar as dimensdes da cerca que minimizam o custo total dos materiais de

construcao.

Solucéo
Seja x 0 comprimento do lado construido com blocos de cimento e y o
comprimento do lado adjacente, conforme a Figura 3.13. Como a area cercada

necessita ser 600 m?, a equacéo de restricao sera:

X. y = 600 N \

y . Madeira _

Cimento

A funcdo objetivo deve ser a expressdo do custo total dos materiais de

construgdo. Assim,

Custo da madeira = Custo da cerca de madeira x Custo da madeira por metro

Custodamadeira=(x+2y).7=7x+14y.

Custo dos blocos de cimento = Comprimento da parede x Custo dos blocos

de cimento por metro

Custo dos blocos de cimento = x. 14




Se C indica o custo total do material, ent&o C=7x+14y+14x

e a funcdo objetivo sera: C=21x+14y

Usando o método dos operadores de Lagrange para minimizar a funcéao

objetivo, temos:

f(x,y)=21x+14y

g(x,y) =600—xy
F(x,y,4)=21x+14y + 1 (600-X)

oF _

21-1y=0
oF_ 14-Ax=0
oy
oF =600—-xy=0
oA
Das duas primeiras equacgdes, vem A= 21_14
y X

Portanto, 21 x =14y e x=2/3y.

Substituindo esta expressdo de x na terceira equacdo, temos:

600—(§yjy:0 - yzzg.600:900 - y=+30

Rejeitamos y = — 30 porque ndo convém a geometria do problema. Logo, y = 30 cm, X

=20cme A=7/10



Devemos verificar se o ponto extremo (20, 30) corresponde ao minimo da

funcéo de custo.

O°F
ox?
2

O°F P

oxoy 10

2
H :0.0—(—lj =— 49

0

Como H <0, a funcdo deve ser examinada nas vizinhangas de (20, 30).

g(20+h, 30+K) =600—(20+h).(30+K)
(20+h).(30+k) =600
600

= -30
20+h

f (20+h, 30+k)— f(20,30) =21(20+h) +14(30+k) — (21.20+14.30)

=21h+14k
=21h+14 600 -30
20+h
2
_ 21h -0
20+h

Portanto, o ponto (20, 30) corresponde a um minimo. Assim, o valor minimo de 21
X + 14y com x e y sujeitos a restricdo, ocorre quando x =20 cmey =30 cme 0 custo

minimo sujeito a restricdo 600 —x y = 0, € Cmin = R$ 840,00



Exemplo 3.33
Deseja-se construir uma caixa paralelepipédica de volume maximo com uma

folha de chapa metalica de superficie S. Quais as dimensdes da caixa.
Solucéo

Sejam, x = comprimento da caixa;
y = largura da caixa;
z = altura da caixa;

V = volume.
O problema consiste em achar o maximo da funcéo objetivo
V=XYVY.12
Se as variaveis x, y, z estdo sujeitas a relacédo
Xy+xz+yz—-S=0
emque,x>0,y>0,z>0.
Formemos a funcdo auxiliar

F(X,y,2,A)=xyz+ A(Xy+xz+yz-a)

ﬁ: yz+A(y+2z)=0
OX
ﬁ:xz+/1(x+z):0
oy
i:xy+/1(x+ y)=0
0z

oF
— =Xy+Xz2+yz-S=0
EY) y y



Resolvendo o sistema de quatro equagBes a quatro incognitas. Multiplicando a

primeira equacdo do sistema por x, a Segunda por y e a terceira por z, tem-se:

Xyz+ A (Xy+xz)=0
Xyz+ A (Xy+yz)=0
Xyz+ A (Xz+yz)=0

3XYZ+ A (Xy+Xx2)+ A (Xy+yz)+ A (xz2+yz)=0
3Xyz+ 24 (Xy+xz+yz)=0
3xyz+24a=0

_3xyz
2a

Assim,

yz 1—2—(y+ z)}:O

X2 —3—y(x+z)}=0

Xy 1—:23—2(x+ y)}zo

Das duas primeiras equacdes, obtemos x = y. Da segunda e da terceira 'y = z.

- « - a
Substituindo na equacdo de restricdo, tem-se X=y=2= 3

Pode-se demostrar que este ponto €, precisamente, um ponto de maximo. O

. a
volume da caixa €, pois, maximo quando ela tem a forma de um cubo de aresta 3



Exemplo 3.34

Suponhamos que x unidades de trabalho e y unidades de capital podem produzir
f (x, y) = 60 x¥* y¥* unidades de um certo produto. Suponha também que cada unidade
de trabalho custa R$ 100,00 e cada unidade de capital custa R$ 200,00. Considerando
que R$ 30.000,00 estao disponiveis para ser gasto na producdo. Quantas unidades de
trabalho e quantas unidades de capital devem ser utilizadas para maximizar a

producgéo?

Solucéo
O custo de x unidades de trabalho e y unidades de capital é
C=100x+200y

Uma vez que queremos usar todo o dinheiro disponivel (R$ 30.00,00), precisamos
satisfazer a equacgéo restritiva 100 x + 200 y = 30.000 ou  g(x, y) = 30.000 — 100 x —
200y=0

3 1

A funcéo objetivo é f(x,y) =60x* y*.

Neste caso, temos a seguinte funcdo auxiliar

3 1

F(x,y,A)=60x* y* +1(30.000-100x — 200y).

11
ﬁ:45x 4y4-1001=0
X
3 3
Assim, %=15x 4y 4-2001=0
oF

—=30.000-100x-200y =0
oA

Resolvendo as duas primeiras equagdes para A,

45 11 9 11

/’L X 4 4 =—X 4 4 ,
100 y 20 y
3 3 3 3
l_ 15 X 4 y 4 :ix 4 y 4 .

~ 200 40



i _

11
X4yt="_x4y*

Portanto, precisamos ter
20 40

Multiplicando ambos os lados dessa expressdo por x4 y3* vem:
—y=—X ou y= 1,
’ 6
Substituindo este resultado na equacao restritiva

100x+20({% xj:30.000 e X =225. Logo y=375.

E, assim, a producdo méaxima é atingida utilizando-se 225 unidades de trabalho
e 37,5 unidades de capital. Isso resulta, no valor 6timo, A= 0,2875. Nesse caso, 0
operador de Lagrange pode ser interpretado como a produtividade marginal do
dinheiro. Isto é, se uma unidade monetaria adicional é utilizada, entdo
aproximadamente 0,2875 unidades adicionais do produto podem ser produzidas.

Lembre-se que as derivadas parciais of /ox e of /oy sdo denominadas,

respectivamente, de produtividade marginal de trabalho e capital. Neste exemplo,

of 1 1
— =45,(225) *.(37,5)*
OX

of 3 _3
—=15.(225)4.(37,5) *
Y (225).(37,5)

Produtividade marginal de trabalho _ 1
Produtividade marginal de capital 2

Custo por unidade de trabalho _ 100 _ 1
Custo por unidade de capital 200 2

Por outro lado,

Este resultado ilustra a seguinte lei da economia econémica: se o trabalho e o capital
estdo em niveis 6timos, entdo a razdo de suas produtividades marginais € igual a razdo

do custo por unidade.



Condigdes de Kuhn-Tucker

Embora o método dos operadores de Lagrange possa ser modificado para
resolver problemas de otimizagcdo com uma restricao de desigualdade, ele n&o pode ser
convenientemente modificado para mais de uma restricdo de desigualdade. Para a
solucdo de tais problemas, é vantajoso o uso das condi¢des de Kuhn-Tucker.

Considere uma funcdo de duas variaveis f (x, y), sujeita a restricdo g(x, y) <O0.
Um ponto m = (x", y") um ponto de maximo local de f (x, y) sujeito a g(x, y) <0 somente
se existir um 1 ndo-negativo, tal que 4 e(x’, y") satisfacam as condigGes de Kuhn-

Tucker.
of g
—(X,y)-4 —=(X,y)=0
aﬂ y) aX(y)

%(x,y)—ﬁ %g(x,y)=o

2 9(x,y)=0

g(x,y)< 0

Estas condigdes também sdo suficientes se f (x, y) € cbncava e a restricdo é
concava. Como um ponto de maxima de f (X, y) € um ponto de minima de — f (X, y),
este resultado € aplicavel para minimizar uma fungdo convexa, sujeita a uma restricdo

convexa.

As condicBes de Kuhn-Tucker podem ser facilmente generalizadas para uma

funcéo de n variaveis, f (X1, X2,..., Xn). Sujeita a restri¢éo f (x1, X2,..., Xn),

como,
of g .
=— -1 —==0, parai = 1,2,...,n
" OX; OX; P
A g (X, Xy e, X,)=0
g (X, X5y oy X,,) <0



Exemplo 3.35

Uma industria fabrica dois tipos de equipamentos de irrigacdo, x e y. A funcéao
de custo-conjunto é dada por

f(xy)=x2+2y>—xy.

Para minimizar o custo, quantos equipamentos de cada tipo devem ser produzidos, a

fim de que se tenha um total de pelo menos 8 equipamentos produzidos num
determinado periodo?

Solucéo

Usando as condi¢6es de Kuhn-Tucker,

ﬂ—/i a—g:2x—y—/1 =0
OX OX
a. a—g:4y—x—/1 =0
o oy

Ag=4 (x+y-8)=0
g=x+y-82>0

Devemoster A=00u x+y-8=0.Se A=0, entdo x =y = 0, de maneira a satisfazer
as duas primeiras equacdes, mas entdo x +y > 8 ndo é satisfeita. Se x+y —8 =0, entdo

X = 8 -V e, substituindo nas duas primeiras equacdes, resulta

28-y)-y-1 =0
{—(8—y)+4y—l =0

Portanto, o ponto de minimo de f (X, y) = x> —2 y?—xy, sujeita a restricdo

X+y>8 € x=5ey=3



EXERCICIOS PROPOSTOS - LISTA 3B

1 — Utilizando os testes de 1° e 2° derivadas, examine cada uma das seguintes fungdes

no que concerne a maximos e minimos (teste os pontos).

a) z=f(X,y)=x>+xy+y®-6x+2

b) z=Ff(X,y)=4x+2y— x> +xy—Yy?

c) z=Ff(x,y)=2x*+-2xy+Yy* +5x—-3y
d) z=f(x,y)=x>-3axy+y’

e) z=f(x,y)=x>-12xy+y?

Respostas:

a) ponto minimo=(4,-2)

b) ponto méximo:(g,gj
33

c) ponto minimo=[-1,%j

d) ponto minimo=(a,a)

e) ponto minimo=(4,4)



2 — Utilizando os multiplicadores de Lagrange ache os maximos e/ou minimos de cada
uma das seguintes fungdes sujeitas as restricdes dadas (teste os pontos).

a) z=f(x,y)=3x*+4y’-xy sujeito a2x+y=21
b) z=f(x,y)=x+Yy sujeitoax®+y’=1

c) z=f(x,y)=x*—y>+xy +5x sujeito ax=2y

Respostas:

a) ponto minimo=(8,5;4)

b) ponto méximo=(0,707;0,707) e ponto minimo=(-0,707;-0,707)

¢) pontode sela =(-2-1)

3 — Use 0 método dos multiplicadores de Lagrange para encontrara possiveis pontos

extemos das fungdes submetidas as restricbes dadas (sem testar condi¢Ges de
suficiéncia).

a) w=f(x,y,z)=x*+y*+z° sujeito axy.z=1
b) w=f(x,y,z)=x*+4y* +16z> sujeito ax.y=1
c) w=Ff(x,y,z)=x.z+yz sujeito asretricbessimultineas x*+2*=2 e y.z=2

Respostas:

a) (1,1,1);(1,-1,-1)(1,-1,1);(1,1,-1);(-1,1,1)(-1,-1,-1) (-1,-1,1)i(-1,1,-1)
b) (1,4142;0,M07,0);(-1,4142;-0707;0);(-1,4142;0,07,0);(1,4142;-0707;0)

¢) (1,2,1);@0,-2,-1); (-1,2,1);(-1,-2,-1)



4 — Utilize as condigbes de Kuhn-Tucker pra encontrar os pontos extremos das
funcoes:

a) f(x,y)=4x*+5y*-6y sex+2y>18
(confirmarque se trata de ponto de minimo)

b) f(x,y)=3x*+3y* sex+y>10
(confirmarque se trata de ponto de minimo)

c) f(x,y)=10x.y —5x*>—7y*+40x se x+y<13
(confirmarque se trata de ponto de maximo)

Respostas:

a)(4;7) e 1=32
b) (5;5) e 41=30
c)(8:5) e 41=10

5 — Dividir um segmento a em 3 partes tais que o produto entre as partes seja maximo.
a) Resolva incorporando a restri¢cdo na funcao objetivo.

b) Resolva utilizando multiplicador de Lagrange.

Respostas:
a)x—la'y—la'z—la
377 37 3

1 1
Pyx=y=z==e A==
)X=Y 3 9

6 — Uma calha deve ser construida com uma folha de largura a e comprimento
qualquer. Da-se a secdo da calha a forma de um trapézio isdscele. Qual deve ser a
largura da base e a inclinacéo das faces para que sua capacidade seja maxima? (Utilizar

multiplicador de Lagrange)

Resposta: b:%ae 0=120°



7 — Uma boia deve ter a forma de um cilindro terminado em dois cones iguais e de
mesma base que o cilindro. Achar as relages:
a) Entre altura do cilindro e a altura do cone
b) Entre a altura do cilindro e o raio do cilindro
Para que o material empregado seja minimo, considerando-se o volume da boia
(Utilizar multiplicador de Lagrange)
Respostas:
a) altura do cone=alturado cilindro

b) altura do ciIindro:ﬂ

J5

8 — Um fabricante produz 2 tipos de acucar. Um lhe custa, em média, 50 centavos o
quilo e o outro 60 centavos. Considere que o preco de venda do primeiro € X centavos
por quilo e do segundo é y centavos por quilo. Se o nimero de quilos de agucar que
pode ser vendido em cada semana é dado pelas formulas:

N1 = 250 (y-x) primeiro tipo

N2 = 32000 + 250 (x-2y) segundo tipo

Mostre que o lucro obtido € maximo quando os precos sdo fixados em 89 centavos e

94 centavos por quilo, respectivamente.



