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1 Exercicio

Uma particula de massa m, sob a agao da gravidade, escorrega no interior de um paraboloide de
revolugao liso, com eixo na vertical. Utilizando as coordenadas r, distancia da particula ao eixo
vertical, e (p, angulo azimutal, como coordenadas generalizadas determine:

do paraboloéide.

(e) Determine a frequéncia de pequenas oscilagoes em torno do ponto obtido no item anterior.

2 Resposta

(a): Sejam as coordenadas r e ¢ como as definidas no exercicio, vamos considerar a equagao de
um paraboldide de revolugao

=z (1)

que é um vinculo do problema, entao nés teremos que

x = rcos(p)

y=r Singw) (2)

serd a parametrizacao das coordenadas da massa m que escorrega no interior do paraboloide.
Definimos a constante ¢ = 1, de parametrizacao da parabola. Vamos escrever a lagrangiana do
sistema utilizando como sempre que £ =T — U de modo que teremos

& =71 cos(p) — resin(yp) (3)

i = 7% cos?(p) — 2ri¢sin(¢) cos(¢) + r2p? sin () (4)



y = rsin(p) + r¢ cos(p)
7* = 72 sin®(p) + 2rrp sin(p) cos(p) + rip? cos? ()

3= = %= 4r%?

Entao noés teremos que
i? + 9+ 22 =77 4 QP+ AP
E entao a energia cinética relacionada a particula seré

T= 2 + 1% + 4r%5%)

A energia potencial gravitacional da particula seré

U =mgz = mgr?

E portanto nés teremos a seguinte lagrangiana do sistema

L= %(7;2 +1r2p? + 4r*r?) — mgr?

(b): Vamos obter agora os momentos generalizados. Vamos ter que

Py = — = mi + dmr?r

or

e também

oL

p@ = % = m7“2gb

(c): Vamos escrever a equagao do movimento para a coordenada r.

oL
— = mr? + dmri? — 2mgr

or

— = mr + dmr¥r

or
d oL .

prir kil Amr®i + 8mrr?

Portanto teremos a seguinte equagao do movimento:

mro® + dmri? — 2mgr = mi + 4mr*i 4+ Smrr?

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)



mry? — 2mgr = mit + 4mr*i + dmrr? (18)

(d): Agora se supormos que ¢ = 0 entdo a equagao fica

—2mgr = mi + 4mr? + dmri? (19)

Nesse caso nos teremos que

P 4 4r%F 4 e+ 2gr = 0 (20)

Se considerarmos apenas pequenas perturbagoes entao os termos quadraticos vao se cancelar e
teremos a equagcao

T+29r =0 = 7= —2gr (21)

Donde noés teremos que

r(t) = Acos(y/2gt + B) (22)
Onde A, B sao constantes. Apenas para ficarmos com uma equacao balanciada dimensionalmente
nos restituimos a constante ¢ nos calculos (¢ uma constante proporcional ao inverso da distancia)

r(t) = Acos(y/2gct + B) (23)

(e): A frequéncia de pequenas oscilagdes serd simplesmente

wo == /2g¢ (24)
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