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1 Introducao

1.1 Objetivos

O desenvolvimento cientifico dos séculos XVIII e XIX foi tao acelerado e abrangente que, na época, ousou-se
afirmar que todas as leis da Fisica eram conhecidas completamente. O surgimento da Mecanica Quéntica e da
Relatividade, no inicio do século XX, mudaram esse paradigma, mas ainda demorou mais meio século para que
se abrisse um novo campo a partir da Mecanica Classica - um campo que nao entrava nos limites quanticos ou
relativisticos, mas ainda assim desafiava as nogoes de previsibilidade do sistema dado o conhecimento das forgas e
condigOes iniciais - o Caos. Este trabalho tem por objetivo explicar de forma geral o conceito de Caos, bem como
as ferramentas disponiveis para seu estudo, e aplicar os conhecimentos adquiridos nas disciplinas de Mecénica sobre
formulagao lagrangiana a sistemas caoticos.

1.2 O Péndulo Duplo

N
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Figura 1: Péndulo duplo com massas pontuais M; e My presas em hastes de comprimento L1 e Lo. O sistema pode
ser completamente caracterizado pelos dngulos das duas hastes com a vertical.

1.2.1 Dedugao das Equacgoes

O péndulo duplo é um exemplo famoso da utilidade e simplicidade da formulagdo Lagrangiana. O sistema,
conforme visto na Figura [l| pode ser descrito por apenas duas coordenadas independentes, 61 e €5, uma vez que as
posigoes 1, ¥y1, T2 € y2 sao dadas em funcao dos comprimentos L1 e Ly e dos dngulos pela relagao:

{ x1 = Lqsenf; (1)

y1 = Ly cosb,

(2)

Sabendo que a Lagrangiana do sistema é dada pelas energias cinética e potencial de ambas as particulas, podemos
escrever:

xo = Lisenf; + Losen 0y
yo = Ly cosy + Ly cos By

1 . . 1 . )
L= iMl(xf +41)%) + §M2(x22 +1j2)%) + gMiy1 + gMayo (3)

E derivando as expressoes e :



7, = L6, cos 01

S22 24 2
= =L70 4
y1 = — L1601 sen b, et e )

T = L19.1 cos 01 + Lzég cos 02
yl = —L101 sen 91 — L202 sen 02

- .f22 + :lj22 = L%9'12 + L§922 + 2L1L29'19.2(COS 01 cos 65 + sen 07 sen 92) (5)
A Lagrangiana em termos das coordenadas generalizadas é, entdo:
1 .2 1 .2 ..
L= §(M1 + MQ)L%@l + §M2L292 + M2L1L291(92 COS(91 - 92) + g(M1 + M2>L1 COSs 91 + gMng COS 92 (6)
Dela, podemos obter, pelas equagoes de Euler-Lagrange, as equagoes de movimento:

- —MQLQGNQ COS(1—92) — MQLQG‘QQ sen(91 — 92) — g(Ml + MQ) sen 64

0, = 7
1 O+ )L (7)
. .2
. —L161 cos(1—02) + L160; sen(f; — 63) — gsen by
0, = I (8)

Com algum esforco, essas equagbes podem ser desacopladas e resolvidas numericamente. Os resultados da
integracao numeérica serao mostrados na proxima secao.

1.2.2 Comportamento do Sistema

O primeiro caso testado para o péndulo duplo - até como uma forma de garantir que os resultados da integracao
numérica fazem sentido - foi o caso com My > M; e 05 = 01, o caso que se reduz aproximadamente a um péndulo
simples. As Figuras[2a]e [2b]mostram o comportamento esperado: um arco de circunferéncia centrado em zero como
trajetoria no plano zy e a altura das massas oscilando de forma senoidal com o tempo.
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Figura 2: (a)Trajetoria das duas massas (M; - vermelha, e Ms - azul) no plano zy. (b) Evolugao temporal da altura
das duas massas.)

Em seguida, a mudanca de alguns parametros permite observar diversos comportamentos no sistema: a Figura[3]
permite ver um comportamento semi-peridédico, com uma quantidade bem definida de méximos que ariam levemente
com o tempo; e a Figura [f] mostra um comportamento sem nenhuma ordem aparente.
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Figura 3: (a)Trajetoria das duas massas (M; - vermelha, e M5 - azul) no plano zy. (b) Evolucao temporal da altura
das duas massas.)
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Figura 4: (a)Trajetoria das duas massas (M; - vermelha, e M5 - azul) no plano zy. (b) Evolucdo temporal da altura
das duas massas.)

Mas o mais impressionante néo é sequer a existéncia desses comportamentos diversos. Consideremos agora o
caso semi-periodico da Figura[3] Alterando a massa 1 de 0,5 kg para 0,6 kg, a Figura[5 mostra como as trajetorias
das duas situagoes comegcam muito semelhantes, mas divergem até o ponto em que nao existe nenhuma correlacao

entre ambas.
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Figura 5: (a)Em vermelho e azul, as trajetorias das massas sob as condigdes iniciais do caso semi-periddico tratado
anteriormente. Em magenta e ciano, a trajetoria partido do mesmo ponto inicial, porém com uma das massas
aumentada em 100 g . (b) Evolugdo temporal da altura das duas massas.)

O péndulo duplo pertence a uma classe de problemas a qual chamamos “Sistemas Caoticos”, sendo tratados a
seguir.

1.3 Sistemas Caéticos
1.3.1 Definigao e Condigoes para a Existéncia do Caos

Um sistema é dito cadtico quando apresenta sensibilidade as condigoes iniciais - trajetorias divergindo exponen-
cialmente com pequenas mudancas de parametros. As condig¢bes para que um sistema apresente comportamento
cadtico podem ser enumeradas levando-se em conta as equagoes que descrevem o sistema. Para sistemas dindmicos
continuos, comportamento cadtico s6 pode surgir em trés ou mais dimensoes, e requer a presenca de nao-linearidades.
O péndulo duplo, por exemplo, pode ser descrito pelas varidveis 01, 02, w; = % e wy = %, satisfazendo os requi-

sitos de dimensionalidade; e termos nao lineares aparecem, entre outros lugares, em cos(6; — 6s).

1.3.2 Meétodos para a Detecgao e Estudo do Caos

Nem sempre as equagoes de um sistema dindmico sao completamente conhecidas, entao se torna vital possuir
outras maneiras de caracterizar o comportamento de sistemas caoticos. Em fisica, o espaco de fase é definido como
um espago 2N-Dimensional formado pelas N coordenadas espaciais ¢ e N derivadas ¢. A anélise das trajetorias no
espaco de fase constitui uma importante ferramenta para a caracterizacao do comportamento de sistemas dinamicos.

Quando um sistema apresenta comportamento periddico sua trajetoria no espago de fases se mostra fechada,
sendo o namero de voltas necessarias para retornar ao ponto inicial correspondente a periodicidade do sistema. A
essa figura damos o nome de atrator periddico. J&4 num sistema cadtico, apesar das trajetorias no espago de fase se
manterem proximas e formarem um padrao, elas nunca se fecham - ou seja, o comportamento cadtico é aperiddico
- e a essa figura damos o nome de atrator estranho.

Para casos em que a visualizacao do espago de fases é dificil - geralmente devido a sua alta dimensionalidade -
outra ferramenta 1util é a utilizacao da “Segao de Poincaré”. A seg@o de Poincaré consiste em realizar uma projecao
para uma dimensao N — 1, uma vez que essa transformacao ainda mantém as propriedades do sistema.

Encontrar a segao de Poincaré de um sistema requer escolher um plano de dimensao N — 1 e marcar nele os
pontos em que a trajetoria do espago de fase o cruza indo num sentido especifico. Na pratica, isto nem sempre é
conveniente, mas algumas outras formas de mapeamento podem ser definidas. Por exemplo, o Teorema de Takens
afirma que uma varidvel do sistema cadtico guarda as mesmas propriedades de todas as outras. Assim sendo,
o estudo dos méaximos de uma variavel através de um Mapa de Retorno pode classificar o sistema mais do que
adequadamente. O mapa de retorno consiste em tomar os n maximos de uma variavel, e colocé-los num grafico
contra os maximos de posigao n — k.

As Figuras |§| e [7| mostram uma projecao do espago de fases e o Mapa do 1° Retorno (k = 1) para o caso que se
assemelha ao péndulo simples e o que apresenta comportamento cadtico. Enquanto a projecao do espaco de fases
do primeiro caso nao apresenta a elipse que seria esperada de um péndulo simples real, ainda assim é possivel dizer
que a trajetoria é fechada, o mapa do retorno mostra claramente que, para cada massa , apenas um ponto com y



méaximo foi atingido. Ja para o caso caético, a trajetoria no espago de fases até segue um padrao, mas claramente
nao se fecha, e os pontos no mapa do retorno sao dispersos.
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Figura 6: (a)Projegoes do espago de fase - 01 e wy, referentes a M7 em vermelho, e para My em azul. (b) Mapa de
1° Retorno, correlacionado as posigdes dos méaximos em y)
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Figura 7: (a)Projegoes do espago de fase - 0 e wq, referentes a M7 em vermelho, e para My em azul. (b) Mapa de
1° Retorno, correlacionado as posi¢oes dos maximos em y)

2 Exemplos Mecanicos de Caos

2.1 Orbitas de Hénon-Heiles

Outro exemplo de Caos associado a fisica e a astronomia é o estudo de Hénon ~ Heiles, que ao tentar construir
uma Hamiltoniana para as orbitas de estrelas proximas ao centro da galaxia, contidas em um plano, obtiveram um
termo de terceira ordem, como pode-se ver na equagao [0}

3

1 1
H = §(p§+p§)+§(x2+y2)+)\(z2y—%), 9)

e pode-se escrever o potencial referente ao H da equagao [0} vide equagao, e as linhas equipotenciais podem
ser vistas na figura, [§], que ¢ fruto de uma simulagao feita em python.

3

Vie) = 5 +97) + Aty - L), (10)



sendo o potencial descrito acima, como um termo, sendo um oscilador harménico em duas dimencoes e o outro
termo com A um termo perturbativo.
Assim tem-se um sistema de equacoes diferenciais:

T = Py, (11)

P = —x — 2)\xY, (12)

Y = Dy, (13)

Py = —y — Mz® —¢?), (14)

sendo A um termo de unidades.
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Figura 8: Grafico que representa linhas equipotenciais do potencial de Hénon ~ Heiles.

2.1.1 Secgoes de Poincaré para o sistema de Hénon-Heiles

Para melhor estudar o comportamento do sistema de Henon-Heiles no espaco de fases foram feitas Segoes de
Poincaré para quatro valores adimensionais de energia (1/12, 1/9,1/8 e 1/6), uma vez que esta técnica é de grande
utilidade para visualizar trajetérias tridimensionais com energia constante.

Para a construgao das imagens apresentadas nas Figuras ] e foi utilizado um script em python, onde
o método de Runga-Kutta de ordem quatro foi utilizado para integrar as equagOes apresentadas no inicio desta
secdo. As segoes de Poincaré sdo projegoes no espago de fase e representam a coordenada y (no eixo x) e 0 momento
linear p, (no eixo y).

A Figura |§| apresenta as Segoes de Poincaré para uma energia adimensional de 1/12, construidas para 1, 15 e
100 trajetorias que representam as diferentes condi¢Oes iniciais. Nessas Sec¢oes de Poincaré é possivel ver que as
orbitas sao consideravelmente complexas, porém nao caoticas.

Na mesma figura, é observado que existem ilhas de estabilidade: o6rbitas periédicos que aparecem como linhas
fechadas nas Segoes de Poincaré e que se distribuem ao redor de pontos elipticos (pontos de equilibrio estével).
Essas orbitas periddicas nada mais sdo do que representagoes da evolugao de trajetorias quase regulares. [I].

Trajetorias regulares sao aquelas nas quais a trajetoria passa novamente pelos pontos iniciais em algum momento
da evolucao temporal. J4 trajetorias quase regulares sao aquelas onde o sistema parte de coordenadas iniciais, porém
a trajetoria nunca retorna ao ponto de partida, estando limitada a no maximo se aproximar muito dele durante a
evolugao temporal do sistema. [1].

As trajetorias particulares discutidas nos paragrafos anteriores, sugerem que o sistema é integravel para a e
energia adotada. O fato do sistema ser integravel implica que ele é regular, isto é, néo apresenta caos. Se um
sistema Hamiltoniano conservativo com n graus de liberdade é dito integravel, entao devem existir n constantes de
movimento (Fi) independentes em involugao, como pode ser visto nas Equagoes [15| e

{F,HY=0i=1,2,...,n (15)



(F, F;} =0i=1,2,..,n (16)

Onde

<8Fi OH OF; (17)

OH
=3 (G0 o om )

é o Paréntese de Poisson. [1].
O sistema de Hénon-Heiles possui 4 graus de liberdade e no caso integréavel, possui um nimero igual de constantes
de movimento, sendo elas a energia total, o momento angular e combinagoes de coordenadas e momentos.
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Figura 9: Se¢oes de Poincaré para energia de 1/12. Painel superior esquerdo: Segao de Poincaré para 1 trajetoria.
Painel superior direito: Se¢ao de Poincaré para 15 trajetorias. Painel inferior esquerdo: Segao de Poincaré para 100
trajetorias.

A Figura contém as Segoes de Poincaré para a energia adimensional 1/9 em diferentes condigoes iniciais. Com
essa energia, é possivel notar que o sistema passa de integravel para misto, havendo uma transigao de fase. Dessa
forma, a trajetéria é formada predominantemente por ilhas que representam trajetorias regulares e quase regulares
e minoritariamente por pontos que representam trajetorias cadticas.

Trajetorias cadticas nao apresentam regularidade, de modo que a trajetoria pode nunca mais passar pelos pontos
iniciais ou se aproximar de tais pontos durante sua evolugio temporal do sistema. [1].
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Figura 10: Segoes de Poincaré para energia de 1/9. Painel superior esquerdo: Segdo de Poincaré para 1 trajetoria.
Painel superior direito: Secao de Poincaré para 15 trajetorias. Painel inferior esquerdo: Se¢ao de Poincaré para 100
trajetorias.

As Segoes de Poincaré para diferentes condigoes iniciais utilizando a energia de 1/8 podem ser vistas na Figura
Nestas imagens é possivel ver que existe uma extensa regiao de comportamento cadtico (maior do que no caso
onde a energia era igual a 1/9), mas também existem regides de estabilidade do sistema representada pelas ilhas
em torno dos pontos elipticos, de modo que temos novamente um sistema misto.
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Figura 11: Segoes de Poincaré para energia de 1/8. Painel superior esquerdo: Segdo de Poincaré para 1 trajetoria.
Painel superior direito: Secao de Poincaré para 15 trajetorias. Painel inferior esquerdo: Se¢ao de Poincaré para 100
trajetorias.

As segbes de Poincaré para a energia de 1/6 pode ser vista na Figura Neste caso, o comportamento
é predominantemente cadtico, havendo apenas algumas pequenas ilhas de estabilidade. Tal comportamento era
esperado, uma vez que a equagao de Hénon-Heiles é nao-linear e nao integravel exceto em energias especiais.
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Figura 12: Segoes de Poincaré para energia de 1/6. Painel superior esquerdo: Segdo de Poincaré para 1 trajetoria.
Painel superior direito: Secao de Poincaré para 15 trajetorias. Painel inferior esquerdo: Se¢ao de Poincaré para 100
trajetorias.

Para essa energia, também foram feitos graficos para as trajetorias que ilustram o fato de que é possivel encontrar
trajetorias caoticas e nao cadticas para E=1/6 (Figura .

Figura 13: Painel esquerdo: Trajetoria ndo cadtica para E=1/6. Painel direito: Trajetoria cadtica para E=1/6.

A partir das Segoes de Poincaré apresentadas nas Figuras[9] [I0] [I1] e [[2] foi visto que de modo geral as trajetorias
regulares e quase regulares ficam confinadas a areas determinadas no espago de fase, enquanto que as trajetorias
caoticas se distribuiam por toda a sua extensdo. Além disso, foi visto para o sistema de Hénon-Heiles que quando
alteramos as condigoes iniciais do sistema, aumentando a sua energia, o comportamento do objeto de estudo torna-se
cada vez mais cadtico.
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2.2 Roda da Agua
2.3 O Sistema de Equagoes de Lorenz

No comego dos anos 1960, com o avango da era dos computadores, o matematico e meteorologista Edward
Lorenz estudava as peculiaridades do clima simulando a conveccao de fluidos. Seu modelo de tempo era composto
por 12 variaveis dindmicas como, por exemplo, temperatura, pressao e velocidade, e por um certo conjunto de
parametros. Uma tnica simulagdo poderia demorar horas, enquanto que o programa gerava uma infinidade de
numeros correspondentes a mudangas dessas variaveis. A cada rodada, Lorenz néo era capaz de prever quais seriam
os numeros que o programa devolveria, indicativo de que, apesar de deterministico, seu sistema era imprevisivel.

Um dia Lorenz decidiu reproduzir uma de suas antigas simulagoes e, para isso, colocou como condigoes
iniciais alguns dos valores devolvidos pelo programa bem no meio da simulagdo (o conjunto de parimetros que
utilizou foi o mesmo). Como a historia conta, Lorenz deixou a nova simulagao rodando enquanto foi pegar um café.
Quando voltou, o matematico ficou surpreso ao ver que a nova simulagdo nao reproduziu os antigos dados e, na
verdade, levou o sistema por um caminho completamente diferente. Procurando por possiveis erros, Lorenz percebeu
que enquanto o programa imprimia os dados com trés casas decimais, o maquinario trabalhava com seis. Portanto,
ao invés de usar como condigbes iniciais os valores exatos da antiga simulacao, ele usou valores que diferiam dos
originais por algo em torno de 10™* a 10~%. Ao analisar com mais calma os novos dados, o matematico observou que
eles reproduziam a antiga simulagao apenas por um curto intervalo de tempo e depois divergiam exponencialmente.
Lorenz entao concluiu que seu sistema apresentava uma incrivel sensibilidade a pequenas mudangas das condigoes
iniciais. Assim, a ideia moderna de caos originou-se em 1963 com o paper em que o matematico descrevia estes
acontecimentos e mostrava a existéncia de sistemas ca6ticos na natureza.

Apos alguns anos de trabalho, Lorenz foi capaz de reduzir seu sistema a um conjunto de trés equagoes
diferenciais ndo-lineares e auténomas, hoje conhecidas como equagoes de Lorenz. Apesar de governadas por leis
deterministicas, elas se comportam de forma imprevisivel e aperidédica, além de apresentarem sensibilidade as
condigoes iniciais.

X oy —a), (18)
W alp-2)-y (19)
% =xy — Bz. (20)

Estas equagoes sao capazes de descrever o movimento de um fluido numa célula convectiva. Quando um
liquido ou um gés é aquecido por baixo, tende a circular num padrao estével de “rolos”. a porgao quente sobe por
um dos lados do cilindro, perde calor e volta a descer pelo outro lado — Figura . Se a diferenca de temperatura
for grande o suficiente, uma instabilidade aparece e os “rolos” passam a oscilar ao longo do comprimento do cilindro.
Esta é exatamente a regiao de caos deterministico.

Os parametros o, p e 8 que aparecem nas equagoes de Lorenz sao constantes sempre positivas e correspondem
a certas quantidades fisicas. O parametro p, talvez o mais importante dos parametros, recebe o nome de nimero de
Rayleigh. Ele indica a razao entre a temperatura da parte inferior e do topo da célula convectiva. Ja as variaveis
x, y e z correspondem, respectivamente, & reversao convectiva e as variagoes horizontal e vertical da temperatura.

COLD -4

HOT

Figura 14: Esquema de conveccao de um fluido aquecido por baixo.

Atualmente, simular as equacoes de Lorenz é uma tarefa simples e que pode ser realizada por qualquer
pessoa com um computador e com conhecimentos minimos de programacao. Utilizando como parametros o = 10,
p=28ef = %, e como condigdes iniciais x(0) = 1, y(0) = 1 e 2(0) = 1, é possivel mostrar as consequéncias de
mudar y(0) por apenas 1074, Ao plotar as séries temporais da varidvel = (graficos de como x evolui no tempo),
observa-se na pratica a sensibilidade do sistema em relagdo a mudangas infimas das condigoes iniciais. Na Figura

, a curva em vermelho corresponde a evolucdo do sistema quando y(0) = 1, enquanto que a curva em azul
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corresponde & mudanca 3’ (0) = y(0) +10~*. Assim, foi necessario mudar apenas uma das variaveis por um pequeno
valor para que as séries temporais divergissem completamente.

Além da sensibilidade & mudancgas das condigOes iniciais, a Figura evidencia a aperiodicidade do
sistema. Isto &, ndo é possivel definir, a principio, um periodo de oscilagdo da variavel em questao. A série temporal
de x é, portanto, capaz de mostrar a natureza cadtica das equagoes de Lorenz. Neste trabalho, outros recursos
também serdo utilizados para mostrar como o caos emerge destas equagbes (atratores, mapas de primeiro retorno
e diagramas de bifurcagao de periodo).

Para as simulagoes que serao aqui apresentadas, utilizou-se um programa de integracao numérica baseado
no método de Runge-Kutta de quarta ordem, ja que o erro cometido é proporcional a (At)?, onde At é o passo de
integragao. Neste caso, foi escolhido um passo de integragao igual a 0.01, tal que o erro cometido é proporcional a
1076.

Série Temporal para condicoes iniciais que diferem por 10—
20

ivel x

ariave

vV

Tempo

Figura 15: Sensibilidade das equagoes de Lorenz & mudancas das condigoes iniciais.

2.4 A Roda D’agua Caodtica de Malkus

Como a ideia de sistemas deterministicos perfeitamente previsiveis era predominante ao final da década
de 1960, foi preciso desenvolver uma série de exemplos fisicos, capazes de serem reproduzidos em laboratério, que
demonstrassem a existéncia do caos. O primeiro analogo mecénico das equagoes de Lorenz foi criado e desenvolvido
por Malkus e Howard no comego da década de 1970 e ficou conhecido como a roda d’agua caética.

O modelo mais simples da roda d’agua consiste num sistema de copos de papel furados e arranjados
circularmente, onde um filete de 4gua cai constantemente por cima dos copos em um tnico ponto deste sistema. O
fluxo deve ser tal que desestabilize a rotagao dos copos, levando a um movimento caético: a roda gira para um lado
algumas voltas, desacelera e pode reverter a direcao de rotacao — Figura . Assim, a roda mudaria de direcao
por diversas vezes com o passar do tempo.

Para encontrar as equagoes de movimento da roda d’agua e relaciona-las com as equacgoes de Lorenz, deve-se
considerar o fluxo de 4gua que entra e sai do copo (variagdo da massa), usar as equagoes de Lagrange para sistemas
dissipativos e analisar o que acontece no centro de massa do sistema.
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Figura 16: Esquema do movimento da roda d’agua cadtica de Malkus.

2.5 Desenvolvimento Matematico

A roda d’agua estudada neste trabalho sera discreta, isto é, possuird um nimero N de copos de mesmo
tamanho e espacados igualmente. Assume-se que os copos nunca colidem ou enchem até transbordar, e que sempre
haverd um copo na saida de dgua. A posi¢do angular 6 é calculada a partir do copo 0, tal que o i-ésimo copo
tem posicao dada por 0; = 6 + z%’r Ja em coordenadas cartesianas, a posicao de um copo serd dada por 7; =
[rsin(6;),rcos(0;)], onde r é o raio da roda d’agua.

Uma das principais consideragoes a serem feitas para o desenvolvimento matemético deste modelo é a de
que um certo copo nao “captura” a agua que cai de outro. Assim, a variacdo de massa de um copo serd devido ao
inflow de adgua, que acontece apenas num ponto especifico do movimento, e ao out flow, que ocorreré ao longo de
todo o movimento e serd proporcional & massa de 4gua dentro deste copo:

dmi
dt

onde k é a taxa de vazamento e ¢; é o inflow de adgua. Neste caso, o inflow deve ser uma funcao discreta:
numa certa regido proxima a saida de agua ele é igual ao inflow total do sistema, denotado por ¢, enquanto que
nas demais posicoes é identicamente nulo.

E razoével dizer que um copo “captura” 4gua apenas na regiao em que 0; = 5 +0; vaide § — & até § + %7,
vide Figura . Isto corresponde a dizer que a condi¢ao para que um copo tenha sua massa acrescida pelo in flow
total do sistema é sin(5 £ &) < sin(#;). Utilizando a propriedade de que sin(a £ b) = sin(a)cos(b) & sin(b)cos(a),
pode-se ainda utilizar como condicdo que cos(5;) < cos(f;). Fora desta regiao, o inflow de dgua devera ser igual a

0. Assim, é possivel escrever que

@ secos(F) < cos(6;),
4= { 0 demais. (22)
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Figura 17: Representacao da regiao em que deve acontecer o inflow de agua.

A massa total do sistema ¢ dada pela soma das massas de cada um dos copos e, por isso, também dependera
do tempo:

N-1

M) = 3 mit). (23)

i=0
Somando sobre i a Equagcao (21)) e substituindo a definigdo de massa total, uma vez que somatoria e derivada
sao operagoes comutativas, obtém-se que

dml- dM ~
Z a4 (g — km;) — W*Q*kMa (24)

onde considerou-se que os copos recebem 4gua um por vez, tal que apenas um dos ¢;’s serd nao nulo e igual a
q. Integrando diretamente o resultado, sendo ¢ e k£ constantes, determina-se a expressao para a variagao da massa
total do sistema em funcao do tempo:

(1—e k). (25)

Note que quando ¢ — oo, a massa do sistema tende a ser constante. Ao supor que tempo suficiente se passou
para que isso seja verdade, é possivel assumir também que o momento de inércia da roda d’agua é constante. Isto
serd importante para balancear de maneira eficaz o torque do sistema.

Além de considerar que muito tempo se passou para que a massa total seja constante, também é necesséario
supor que a roda vazia é simétrica, que a dgua deixando um copo nao exerce torque e que os copos giram livremente
em seus suportes, mas sempre mantendo a “boca”’ orientada verticalmente para cima.

Como a roda d’agua é um sistema dissipativo, seu movimento sera descrito corretamente apenas pelas
equacgoes de Euler-Lagrange para potenciais que dependem da velocidade:

d (0L oL oF

il e el 2

dt <8w> 00 Ow (26)
onde L é a Lagrangiana, F' é a fungao de dissipagao de Rayleigh e 6 é o tnico grau de liberdade do sistema,

tal que w = ‘é—f. Para determinar a Lagrangiana, é preciso antes saber quais sao as energias cinética e potencial da

roda d’agua. A energia cinética de rotacao de cada copo é igual a

sendo que I; = m;[r? — (7 -7)] é o momento de inércia e w; é a velocidade angular. Como 7 é a diregao do vetor
velocidade angular e, no caso da roda d’agua, é perpendicular a 7;, o momento de inércia de um copo sera dado
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por I; = m;r?. Utilizando agora a propria definicio de 6; é facil ver que w; = w, ou seja, todos os copos possuem
mesma velocidade angular. Assim, a energia cinética se reduz a

1
T, = imiTQ(w)z. (28)

Ja a energia cinética total de rotacao do sistema serd a soma das energias cinéticas de rotagao dos copos
mais a energia cinética de rotacao da roda vazia:

N-1
1
T = ; T; + 5Jo(w)2 - T=_-I(w)? (29)

onde I = Iy + Mr? é o momento de inércia total. Como assumiu-se que tempo suficiente passou para que a
massa total pudesse ser considerada constante, o momento de inércia também sera constante e igual a

I=1I+ %r? (30)

J& a energia potencial de cada copo nada mais é que a energia gravitacional devido a ac¢ao da forga peso —
Figura (|17). Assim, a energia potencial total da roda d’agua sera a soma das energias potenciais individuais:

N-1 N-1
U, =grm;cos(0;)) — U= Z U, =gr Z m; cos(6;). (31)
=0 i=0

Portanto, a Lagrangiana do sistema para um tempo suficientemente grande (massa e momento de inércia
totais constantes) é dada por

N-1
1 2
L=T-U= gl(w) —gr ; m; cos(6;). (32)

A fungao de dissipacdo de Rayleigh pode ser interpretada como um potencial que corresponde a forgas de
friccao, isto é, forgcas que sao proporcionais a velocidades. Esta fungao é usualmente definida em trés dimensoes
como

F= % Z[bmj (vmj)z + byj ('ij)2 + sz (Uzj)z]’ (33)

J
onde a soma é sobre as particulas do sistema. Para a roda d’agua, a velocidade de um copo é igual a v; =
rwlcos(0;), —sin(6;)]. Supondo que by; = by; = b;, a fungdo de Rayleigh neste caso sera

F=_(w)*? b = = (w)%v, (34)
i=0
tal que v pode ser interpretado como uma taxa de amortecimento rotacional. Note que v possui unidades de
2
kg™-. . i i i .
Substituindo as Equagoes e na Equacao , obtém-se a expressao que rege o movimento da roda
d’agua caodtica de Malkus:

dﬁ—l rjfm-sin(G-)—uw (35)
at 117 e ’ '

Lembre-se que m; depende do tempo e, por isso, para ser capaz de descrever completamente o movimento da
roda d’agua, é preciso considerar também a Equacao (21)).

2.6 Equivaléncia com as Equacgoes de Lorenz

Para chegar as equagoes de Lorenz a partir das equagoes de movimento da roda d’dgua determinadas na
se¢do anterior, é preciso fazer uma aproximacao de centro de massa. Considerando que a massa total do sistema é
constante, as coordenadas do centro de massa da roda d’agua serao dadas por

[r i m; sin(@i)] , (36)

e mia

ToM = N1 T

dico M

IS
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dico M i=0

Substituindo a expressao de z¢ps na Equagao , obtém-se uma nova definicao para a taxa de mudanca
da velocidade angular:

EN—1 miy k N—1
Yom = % = i [r Z m; cos(@i)] . (37)

dw  gq v
at - IETeM T T (38)

Ja para obter equagoes que descrevem o movimento do centro de massa, é preciso derivar as Equagoes (36))
e (37) em relagdo ao tempo. Comegando por xcas:

dxowm
dt

Nobo N-1
lz Wrsin(&) + Z m; rweos(6;)

=0 =0

N-1 N-1 N—1
lr Z q; sin(0;) — kr Z m; sin(6;) + wr Z micos(ﬁi)] ,
i=0 i=0

=0

(39)

ST IS -

onde a Equacao foi utilizada da primeira para a segunda igualdade. Note que apenas para o intervalo
-« <t < & oinflow serd nao nulo. Assim, sabendo que o seno ¢ uma funcao impar e que o intervalo para g; # 0
é 51metr1c0 em relacdo a 0, a soma sobre i do termo g; sin(6;) é identicamente nula. Portanto, a variagdo temporal
de z¢o s em termos das proprias coordenadas do centro de massa é dada por

dxonm
dt

Fazendo o mesmo para ycps, obtém-se que

=wycm — kron. (40)

dycm
dt

N-—1 N—-1
dmZ m; ’I“UJSWL
’I“COS
dt Z ¢

=0 =

(41)

ST S

N-1 N-1
[7” Z q; cos(0;) — kr Z m; cos(0;) — wr Z m;sin(6 ] .
=0 i=0

Neste caso ndo é possivel eliminar a somatoéria em ¢ do termo g; cos(6;), tal que a variagdo temporal de yop em
termos das coordenadas do centro de massa sera igual a

d kr X
y;;M = ? q; cos(0;) — kyen — wron - (42)
1=0

Portanto, o centro de massa da roda d’agua tem o movimento descrito pelo sistema de equagoes diferenciais
autonomas formado pelas Equagoes , e . Este sistema pode ser reduzido ao sistema de Lorenz através
das seguintes substituicoes de variaveis:

w=kx,
vk?
Tom = —=Y,
l/k2
Yom = QZ cos(
i T
=
Assim, é possivel estabelecer as correspondéncias
d G d
dfb::%ICM_%w — d—::_:a'(y—x) ondeaz%, (43)
dx d g
d(;;M:wiUCM—k’xCM — d—z:x(p—z)—y ondep:l/gTZ ; cos( (44)
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=

d kr — d
% = ?T gi cos(0;) — kyom — wxem  — ﬁ =yx — fz onde = 1. (45)

I
=3

1

A somatoria que aparece em p pode ser aproximada, em primeira ordem, pelo inflow total de d4gua no

sistema, ¢. Isto porque apenas um dos copos estard na saida de adgua, tal que um tnico ¢; serd ndo nulo. Como

foi mostrado anteriormente, a condigao para que isso seja verdade ¢ cos(%;) < cos(6;). Considerando que N seja

suficientemente grande e que, consequentemente, 6; seja pequeno o bastante, é possivel expandir cos(f;) em série
de Taylor, retendo termos apenas em primeira ordem. Assim, o pardmetro p pode ser reescrito como

r

=250 (46)

Apesar de constante, este é o tnico parametro que dependera da variagdo do inflow de agua no sistema. A

principio, somente o inflow pode ser controlado experimentalmente e, portanto, é o que ditard o aparecimento

de caos no sistema. Dessa forma, as equagdes de Lorenz para a roda d’agua terdo o comportamento (cadtico ou

periodico) dependente apenas da variagao do valor de p.

2.7 Pontos Fixos e Estabilidade

Um sistema de equagoes diferenciais pode ser representado genericamente pelo campo de velocidades

dr =

i F(7). (47)
Se F (¥) = 0, entd@o a trajetoria no espago de fases é chamada de ponto fixo. Os pontos fixos sdo caracterizados

principalmente pela sua estabilidade. Um ponto fixo é dito estavel se as trajetérias convergem para ele, enquanto

que o ponto fixo é instavel se as trajetorias divergirem dele.

A estabilidade pode ser determinada matematicamente a partir dos auto-valores do Jacobiano do sistema
calculado no ponto fixo em questao. Todos os auto-valores negativos correspondem a um ponto fixo estavel, porém
basta apenas um dos auto-valores ser positivo para que o ponto seja considerado instavel.

As equagoes de Lorenz possuem trés pontos fixos que sdo bem conhecidos: (0,0,0), (vp—1,v/p—1,p—1)
e (—vp—1,—vp—1,p—1). Os dois tltimos existem apenas se p > 1. Para estudar a estabilidade destes pontos,
é preciso calcular o Jacobiano em cada um deles:

—0 o 0
J=| p—2z -1 —z |. (48)
Y r -1

Note que para ser compativel com o caso da roda d’agua cadtica de Malkus, assume-se 5 = 1 em todas as
situacoes.
Para o ponto fixo (0,0,0), os auto-valores do Jacobiano serdao dados por

A = —1, (49)
Mo = % [~ =1+ Vi T 2+ do(p- )], (50)
As = % [—(J—l)—\/(0+1)2+40(p—1)}. (51)

Quando p > 1, A; e A3 serao negativos, enquanto que Ao seré positivo. Assim, a origem sempre serd um ponto
de sela instavel.

Os outros dois pontos fixos, (v/p—1,v/p—1,p—1) e (—/p—1,—+/p—1,p — 1), apresentam a mesma

equagao caracteristica que diagonaliza o Jacobiano e determina os auto-valores:

N4+ A2(0+2)+ Ao +p)+20(p—1)=0. (52)

Para estes pontos, é mais facil estudar sua estabilidade numericamente. Variando os valores de p e o durante as
simulacoes que serao apresentadas na proxima segao, ambos os pontos mostraram-se estaveis todas as vezes.
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2.8 Simulagoes

Para entender como o caos emerge das equagoes de Lorenz e se manifesta em sistemas fisicos como a
roda d’agua, foram adotadas diversas ferramentas computacionais (séries temporais, espagos de fases, diagramas
de bifurcagoes e mapas de primeiro retorno). Foi necessario integrar numericamente as equagoes de Lorenz e, para
isso, utilizou-se como condigoes iniciais 7(0) = (0, 1,0) e como parametros fixos 0 = 3 e § = 1. Ja p foi considerado
o parametro de controle, sendo variado num intervalo de 20 até 100.

O diagrama de bifurcagoes, também conhecido como rota para o caos, evidencia as bifurcagoes de periodo
que acontecem devido & variacao do parametro de controle. Ele é feito plotando os pontos de maximo local das séries
temporais de uma das varidveis do sistema para cada valor de p. Na Figura , é possivel observar que a roda
d’agua ja comega num regime cadtico e, apenas para maiores valores de p, passa a apresentar um comportamento
periodico. Note que existem dois ramos cadticos principais que, como serd mostrado a seguir, correspondem aos
dois “l6bulos” do atrator estranho — Figuras e .

Ao plotar os valores de x, y e z, é possivel perceber, em alguns casos, a concentracao das trajetorias do
sistema numa certa regiao do espago de fases. Este confinamento das trajetérias é chamado de atrator. Dependendo
dos parametros utilizados, o atrator pode ser estacionério, periddico, quase-peridédico ou cadtico. Para exemplificar
este fato, a partir do diagrama de bifurcagoes foram escolhidos dois valores de p: um que correspondia a um atrator
cadtico — Figura — e outro que correspondia um atrator periédico — Figura . Por apresentar uma forma tao
caracteristica, dois “l6bulos” que juntos lembram as asas de uma borboleta, o atrator correspondente as equagoes
de Lorenz recebeu o nome de atrator estranho.

Nas Figuras e também estdo representados os pontos fixos do sistema de Lorenz. A origem, um
quadrado azul, é claramente um ponto de sela: ao mesmo tempo que as trajetérias convergem ao ponto por um
lado, divergem por outro. Ja os outros dois pontos fixos, os circulos vermelhos, sdo em ambos os casos estaveis.

O mapa de primeiro retorno é uma forma alternativa de analisar as propriedades de um atrator. Obtém-se
este mapa localizando todos os pontos de maximo local da série temporal em questao, neste caso da variavel z, e
plotanto max(x),+1 por maz(x),. Assim, o mapa de primeiro retorno é capaz de determinar, por exemplo, se o
atrator é de fato cadtico ou periddico e, se for periédico, qual o seu periodo correspondente. Portanto, das Figuras
e é possivel confirmar que o atrator cujo p = 26 é realmente cadtico, uma vez que ndo ha um niimero bem
definido de pontos no mapa. Por este mesmo motivo, conclui-se que o atrator com p = 71 é periédico e de periodo
igual a 3 (nimero de pontos que aparecem no mapa de primeiro retorno).

Diagrama de Bifurcagoes para Sigma = 3 e Beta = 1
25

..
ariavel x

v
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= ! ; ! | |
20 30 40 50 60 70 80 80 100
Parametro de Controle Rho

Figura 18: Diagrama de bifurcagoes ou rota para o caos.
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Espaco de Fases para Sigma = 3, Rho = 26 e Beta = 1

Figura 19: Espago de fases com o atrator estranho caotico para p = 26.

Espago de Fases para Sigma = 3, Rho = 71 e Beta = 1

Figura 20: Espago de fases com o atrator estranho periédico para p = 71.
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Mapa de 12 Retorno para Sigma = 3, Rho = 26 e Beta = 1

12 T T

o

| Kﬂn /.

2
b ]

m o
W oy o

Varidvel x(n—1)

-4 2 (1] 2 4 <] 8 10 12
Varidvel x(n)

Figura 21: Mapa de primeiro retorno para p = 26.

Mapa de 12 Retorno para Sigma = 3, Rho = 71 e Beta = 1
18 .
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Figura 22: Mapa de primeiro retorno para p = 71.
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