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Experimento de Frank - Hertz

= Franck e Hertz em 1914 realizaram um experimento que
confirmou a hipotese de Bohr que os estados de energia
Interna de um atomo sdo quantizados.

= Ampola de vidro com gas a baixa pressao (gas de
atomos para investigar).

= Catodo aquecido que produz elétrons.

= Elétrons sdo acelerados por um potencial V e atraidos
pela grade polarizada positiva.

= Os elétrons que passam pela grade so chegam a placa Vi
P se tiverem energia suficiente para vencer o
potencial retardador Vr.
+ £ _uaey eV=E,-E, = 4,9eV (grafico mostra primeiro pico).

critica

=Se eV>=4,9eV, o0 elétron incidente podera
transferir 4,9eV ao elétron do gas (fazer o elétron ir
para 0 estado excitado), o espalhamento é
inelastico e o elétron perde toda a sua energia e
g nNao consegue vencer o potencia Vr e a corrente

Accelerating voltage V (volts) cal




Experimento de Franck - Hertz

= O primeiro estado excitado do Hg (mercurio) tem energia 4,9 eV
acima do estado fundamental

% =4,9 1 =2536A=2536nm

= Experimentalmente temos uma linha espectral do mercario com
este comprimento de onda

= E ExcitacOes multiplas causadas pelo mesmo elétron 2x4,9=9,8V
(metade do caminho até a grade)

= Na configuracdo usual apenas as excitacdes

multiplas para o primeiro estado excitado sao

observadas, de modo que as quedas de corrente

acontecem a cada 4,9V

4,9eV ¢




Hipoteses de de Broglie

A hipoétese de de Broglie em sua tese de doutorado de 1924, era que
0 comportamento dual (onda-particula) da radiacdo
eletromagnetica poderia ser aplicado a materia

Vimos que podemos associar a um foton uma frequéncia de uma
onda luminosa que governa seu movimento E=hv

E um momento do foton é relacionado ao comprimento de onda

h

"=

Entdo segundo de Broglie se ondas de luz tem propriedades de
particulas, particulas devem ter propriedades de onda. E prop0s que
ambas as relacdes cima sédo validas também para particulas.

Deste modo, o comprimento de onda (néo relativistico) associado a
particula d emassa m e velocidade v é:

a=h_h
p my



~ Difraciode RX

*O pequeno alargamento sofrido por um feixe de raios X ao passar por
uma fenda de alguns milésimos de milimetros de largura indicava que

A2~10"m=01nm

*Bragg em 1912 estudou a difracao de raios X em varias familias
de planos paralelos de atomos

*As ondas difratadas com o0 mesmo angulo por atomos situados
em planos diferentes estarao em fase (interferéncia construtiva)
se a diferenca entre os dois percursos foi igual ao um numero
inteiro de comprimento de onda 2dsenéd = nA
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Difracdo de eletrons

Temos que :

Elétron para este caso podemos associar um comprimento de onda (por
exemplo para energia cinética de 100 eV) — De Broglie

P E hc 1,24keVnm

=1.2x10""m

p v ~ omcE \/25105 100(eV)?

Testes experimentais da hipotese de de Broglie

Class-vacuum
vessel

1927 Davisson e Germer l"
(USA) e G. Thomson
(Escécia):

- Estudaram a quantidade de
elétrons que eram
espalhados em uma
superficie de Ni em funcao
do angulo de espalhamento

Potencial faz
com que os e

sejam emitidos
com E (eV)

<
I

'Fﬂa'inent:




E a energia que
tem corrente
maxima no detect

Difracdo de eletrons

A existéncia deste pico em
50° mostra qualitativamente 0
postulado de de Broglie pois
sO pode ser explicado com

uma interferéncia construtiva
de ondas espalhadas

Scattered intensity (arbitr

Diffraction pattern of X-ray ffraction pattern of electron

o

beam passing through Al fo beam passing through Al foil
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Ei!r'agao !e eIe'rr'ons

Maximo =

A Nl =2dsend=2dcosa ¥ -

0 angulade.espalhamerto
d 6_1 ¢
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d e a distancia entre os planos de Bragg esta relacionada a distancia
Interatdmica D atraves da relacdo: d = Dsena
nA =2Dsena cosa

nA = Dsen2a = Dseng
Medidas de difracdo de RX revelaram que D=0,215nm para o Ni.
O comprimento de onda entdo calculado para n=1

A =0,2155en50=0,165nm



Ou usando a distancia Interplanar:
Medidas com raios-X = d = 0,091 nm
Maximo em ¢ = 50°=2= 2dcose/2 = 2x0,091x0,906 = 0,165 nm

Calculado por De Broglie para elétrons de 54eV e’:

P h ~h  hc  124keVnm 01681
p V2mK  \2mc’E  |J25.10°54(eV)?
G.P. Thomson Nobel em 1937 Difracdo de feixe de elétrons

Semelhantes experimentos
com feixes de protons,
néutrons e mesmo atomos
apresentam o mesmo
fendmeno de difracédo
mostrando que as relacdes de
de Broglie s&o universais.

O pai G. Thomson ganhou o Nobel por ter descoberto e e ter
caracterizando-o como particula. E o filho ganhou o Nobel por
mostrar que o e € uma onda



Caso relativistico

- Para se determinar uma expressao equivalente que se aplique
tanto as particulas relativisticas como nao-relativisticas: .

£ (pef et MBS

(Bo +Ex )" =(pe) +(E)

Energia total

/2
E=E,+E, p:(ZEOEKJrEé)l
C
ﬂ, = h — hC °0 O Aplicavel a qualquer

particula com qualquer
energia

p (2E,E, +EZ )"



Regras de quantizacao de Wilson e Sommerfeld

- Em 1916, Wilson e Sommerfeld enunciaram um conjunto de regra de
guantizacao:

- “Para qualquer sistema fisico no qual as coordenadas sao funcoes
periddica do tempo existe uma condi¢cdo quantica para cada coordenada”

§ P,dg=n.h
g € uma coordenada, p, € 0 momento associado a esta coordenada e,

n, € 0 numero quantico que toma apenas valores inteiros.

§ significa que a integracéo € tomada sobre um periodo da coordenada g.

Exemplo:

No caso do atomo de H o elétron se movendo em uma §Ld(9 =nh
Orbita de raio r tem momento angular constante L=mvr. 27

L [d6=nh
A coordenada 6 é uma funcao periodica do tempo )

(0a2m) L27=nh= L=n#h



Regras de quantizacao de Wilson e Sommerfeld

- Uma interpretacao fisica da regra de quantizacao de Bohr foi dada em
1924 por de Broglie

L =mvr =n#a Er:n_h
h p:E A 27

pr=_— A 27 =nA
27T

Momento do elétron em uma orbita possivel de raio r,

As Orbitas possiveis sdo aquelas nas quais as circunferéncias podem conter
exatamente um numero inteiro de comprimentos de onda de de Broglie

-_\\ Sommerfield trabalhou com orbitas
[ == NS elipticas para o atomo de H e também
( /: 3 x‘)}} f.-{-.=;; levou em coqta as correcoes relgtivisticas
- Q\ = g para a energia do elétron. Usou isto como
\ TR f tentativa de explicar a estrutura fina do
U J/ hidrogénio (Estrutura fina € uma

separacao das linhas espectrais em
varias componentes diferentes).
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Orbitas elipticas de Sommerfeld N(Mero quantico

azimutal

Usou coordenadas polares § Ld H =Ny

§Prdr =n.h

G

As varias oOrbitas caracterizadas por um mesmo valor de n sao ditas degeneradas

1) A primeira condicdo da a mesma restricdo para 0 momento angular orbital
| = ngh n, =1,2,3....

Que era obtida para a teoria da Orbita circular

2) A segunda condicao (que n&o era aplicavel a 6rbita puramente circular)

L(a/b—-1)=nr n-o0123.

Que era obtida para a teoria da oOrbita circular




Orbitas elipticas de Sommerfeld

Sommerfeld calculou os valores dos semi-eixos maior (a) e menor (b) que dao a
forma e o tamanho das orbitas elipticas e a energia total E do elétron nessa orbita

q dre N°h?

T

1 €é a massa reduzida
n € o numero quantico:

n,=123....
n=n,+n
n=123...

n, =0123..

As energia sao

degenerada
n=3, n6=3
n=3, n6=2
n=3, n6=1 :
n=2, n6=2 T
n=2, n6=1
n=1, n6=1 vy vy y
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Orbitas elipticas de Sommerfeld tratadas
relativisticamente

O tamanho real da correcao depende da velocidade média do elétron que por sua
vez depende da excentricidade da Orbita, correc6es da ordem de v2/c?, era provavel
gue a maior correcao fosse na Orbita muito excéntrica, porque v aumenta a medida

gue o elétron se aproxima do ndcleo  k L

n# h 2g4 a’Z® 1 3
v=—-=—(n=1) E = He 1+ (-2
mr - mr 2nh n n, 4n
. Amepn® R’
=3, = mez — mkez o € chamada de “constante de estrutura fina”
7 7 ke? ke* 1
B TR “The 137
M ) v ke 144ev.nm ¢
mke —_ = = n=3, n6=3 ! .
c #Ac 197,3ev.nm 35 ni —
As linhas tracejadas nao foram observadas n=2. ne=2 5 v "
NOS espectros e estas transicdes n&o ocorrem n=2, nb=1 | o

(regras de selecao): ne _ ne — il
i f

n=1 nezl ; A 4 iV V




A Traveling wave Envelope

| Cos(k1_+ kz)x - !/ oA COS(%) Podemos interpretar a onda
2) - E Sy A soma como sendo um
| . // > \ envelope que modula
A /n \ lentamente uma onda com
wh

\J U}'& > ke w médios

| U;}w U
A / \ . Ve Y
- N Ax € a largura do envoltorio e
- - -~ L, . .
J - } N\ / é inversamente proporcional
e | St o

- 4 ao numero de onda
ot Ax

P(x,t) =¥, + P, = 2Aos§(Akx—Awt)cos(Ex— at)

A velocidade de

propagacao das ondas
Individuais vi=w/k

1

E(Akx—Acot): — Ak X—A_a)tj = %%k(x —ovgt)

Ak
velocidade
de grupo

Em contraste com o pulso a combinacao de ondas nao é Vg =——
localizada no espaco dk

amplitude
(envelope)

A velocidade de propagacéao do grupo

(que é a velocidade do envoltorio) q
0,



L
Ondas harmonicas gue compoem um

pacote de ondas. A velocidade € dada por:

K

(27 @
Velocidade de fase """\« j(zfzj

(w
e
K

V. K=w

A velocidade de grupo esta relacionada a
velocidade de fase por: 4, 4

(kv )=v, 1k
—_— — _|_ -
9 dk dk- "7 " dk

» Avelocidade v, pode ser > ou < que Vg



. !ara 0 pos!u‘ago He He !rog‘le

E=hv=iw p=—="7k E="_

o Ehn pzpv
khp 2mp 2m 2

» A velocidade de fase nao corresponde a
velocidade da particula
, _Uo_daeo) dE_p_
° dk d(kk) dp m
O pacote de onda se propaga com
velocidade do eletron

Vi =




Principio de incerteza de Heisenberg, diz:
gue € impossivel determinar (fazer medidas) simultaneamente da posicao e

momento de uma particula) (X e p,, por exemplo) apresentam uma relagao
entre suas incertezas dada por

AKAX > i Quanto mais bem definida a posi¢do de
2 uma particula (pacote de onda mais
7 estreito), menos definido serd o
APAX > — momento dessa particula (uma
2 combinagdo maior de comprimentos de
27 D D onda, e portanto de momentos serd
k = = — = — neCQSSdPiO)
A h 7

O principio de incerteza também pode ser enunciado em termos da energia e
do tempo:
Das propriedades do pacote de onda, tem-se que: A At > 1

(£
E=hv=h——=ho AE.At> 2



Probabilidade
Em 1925-1926 Max Born prop0s como relacionar a ¥

(funcéo de onda) com o comportamento das particulas que
ela descreve:

A probabilidade que a particula seja encontrada no instante t
em uma coordenada entre X e X+dx é:

P(x)dx = ¥ (x, t)| dx
P(X)dx =¥ (X, t)P(X,t)dX

Y nao é uma quantidade mensuravel, mas o seu modulo ao
quadrado € mensuravel e € justamente a probabilidade por
unidade de comprimento ou densidade de probabilidade P(x)

para encontrar a particula no ponto x no tempo t.




Ja que a particula deve ser encontrada em alqgum lugar ao longo do eixo X, a soma
das probabilidade sobre todos os valores de x deve ser 1.

T 4 -
“\P(X, '[)‘2 dy =1 Qualquerfuncao que satisfaz

esta equacao é dita normalizada

A probabilidade de uma particula estar no intervalo
a=<x<=Db esta relacionado area embaixo da curvade aaté b
de uma funcao densidade de probabilidade P (x t)‘z

[0 () |2

b
P = _H\P(x,t)\zdx =

0 area embaixo da
X curvaentreaeb




OBSERVAVEIS:

Y ndo € uma quantidade mensuravel

MAS como podemos relacionar a funcao de onda com
grandezas observaveis????

COMO podemos obter a posicao, 0 momento ou a energia de
uma particula a partir da funcéo de onda (de maneira exata no

VALORES ESPERADOS:

USANDO a interpretacao probabilistica de Bohr, podemos
obter apenas os valores médios ou valores esperados das
grandezas oo

X = j XP(x,t)dx = j P (X, 1) XP (X, 1)dX




Valores esperados
Conteudo basico:

1. Valor medio de uma funcgao de Xx:
F)=(f(x)= f P () FOYP(x) dx

2. Desvio padrao de uma variavel:

o, = ,J(xz)—(x) = Ax

3. Momento da particula: p= —;ha—
X

4. Energia: E=ih2
ot

Condicao de normalizacao: f \W(x,r)f dx=1




OPERADORES — OBSERVAVEIS RESUMIDAMENTE

1- no caso da posicdo o operador € o proprio valor da posicao:
X <> X
2 - no caso do momento, operador é dado %)I’Z
D<= —1h—
OX
?,

pP=<p>= _[:P (x,t)(— 17 &j\P(x,t)dx

3 - no caso da energia, operador € dado por:
~ ., O
E=17—
ot

E =< E >= z‘lf*(x,t)(ihgj\lf(x,t)dx



OBSERVAVEIS - VALOR ESPERADO

Temos entao que o valor esperado de qualquer grandeza que depende da
posicdo, do momento, da energia pode ser determinado através de:

_ N A, B,
f(x,p,E)= joo P (x,t) f (x,—m& | |haj\11(x,t)dx

O valor medio de uma grandeza em mecanica quantica € normalmente
chamado de valor esperado, que € o valor que se espera obter de uma
medida daguela grandeza.

Observe que ndo esperamos necessariamente que o valor de uma
medida que tenha uma alta probabilidade seja igual ao valor esperado.




Equacao de Schrodinger

Conteudo basico:

« E consistente com de Broglie-Einstein:
« Consistente com E = p?/2m + V (portanto nao-relativistica);

+ Linear em Y, de tal forma que, se ¥, e ¥, sdo solugées =
=Y =¥, +c,'Y, tambeém e solugcao (combinacao linear).
Interferéncia é possivel.

2 2 -
_ lp(f’ D) Ve W) = 7 O D)
2m  ox ot




A equacao de Schrodinger independente do tempo

2
WD) | W) = i D)
2m o ox ot
Metodo da separacgao de variaveis transforma uma eq. diferencial
parcial em um conjunto de egs. diferenciais ordinarias. Solucao
deve ser produto de fungdes: W(x.1) =y (x)@(?)

Caso o potencial I"(x,7) nao dependa do tempo, seja apenas 7(x):

) , IE
VD) ) = Ep) = Wn=pioe
2m  dx” -




Propriedades das autofuncoes

Por representarem propriedades de um sistema fisico, as
autofungdes devem apresentar caracteristicas que reflitam isso.

Assim:

w(x) deve ser finita (1) dy(x)/dx deve ser finita (4)
w(x) deve ser univoca (2) dy(x)/dx deve ser univoca (9)
w(x) deve ser continua (3) dy(x)/dx deve ser continua (6)

P(x) finita e univoca = (1) & (2)

Valores esperados finitos e univocos = (4) & (9)
(4)=(3)

Nx), E e y(x) finitos = d*y/dx- finita = (6)



O potencial nulo: I"(x)
Particula livre, pois F(x) =— dF(x)/dx = 0.

=0, Vx.

IE

=Ey(x); e W(x,nH= tp(,x)e"i

ne d*y(x)
2m dY?
valido para qualquer valor de £ > 0.
M tod rticula: d> _2mE
omento da particula: x,b(.x) m W(x )——k Y(x)

U0 72
p=(p)= ftp (\)(—zh )w(\)(h !

w(x) = Ae™ +Be7* deve ser a solucao geral

Mas -ifi a"g( Y __in - 9 ppiton —ihiky(x) = fiky(x) =+ 2mEy(x)
X X

Portanto, <p> = ]'-zp*(.r)\/ZmE Y(xX)dx =~2mE ]'w*(.r)q;(.r)(ir =2mE

No outro caso, ¥(x,r) = e+, teremos: (p)=—v2mE

Posicao da particula: W' = 4™ o' = 4" 4

|1I'|2‘L

Nesse caso, Ax = «. Mas Ap = 0.
1 qualquer ¢




. B

O potencial degraul — E<}

. 701
Mx) = Yo, sex >0 7 =7,
0,sex<0 E
V(ix)=0
h’ d2'¢ 72 dzw
0:— =FEy ; 0. —— Vy=E
'S 2m d.?{'.z v t 2m (jr * ﬂw ¥

Regi&o x < 0: solugéo para a particula livre: y(x) = 4e™ + Be™

N2mE

fi
Solucéo geral, para x > 0. y/(x)=Ce™ + De™
Determinar as constantes 4, B, C e D, que satisfagcam os

com: kl =

Penetracdo da

barreira
17

\/Zm(\/o E)

AAAAAﬁﬂ

requisitos para y e dy/dx: finitas, univocas e continuas.
w(x) finita Vx = C = 0. (D(. ik, i
Continuidade no pontox =0  y(x) = 2

k
De™ x=0

1

w

VUV VY

D( ik, ) o %20
2

k,



Elétron em uma caixa

Podemos associar a probabilidade de localizar a particula em um estado
com menor energia usando uma funcao de onda para o elétron (associar
ao elétron uma onda cossenoidal)

Nz
i % Funcdo deonda | F(X)= ACO{— Xj

a

2 <% =123,
2 2

A probabilidade que a particula seja encontrada em um ponto
na coordenada x entre —a/2 e a/2 é :

P(X)=|[P(x)| dx

PO=¥ (00 |peo= | Arcos| " x]o

¥ = 0 at left wall of box.

—-al?2
Nz
¥2(x) = A°cos’| — X
a _—
Onda fixa nas ponta separada por uma distancia a, tera A/2 comprimentos 5 — M
de onda:
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Ja que a particula deve ser encontrada em alqgum lugar ao longo do eixo X, a soma

das probabilidade sobre todos os valores de x deve ser 1.

T\‘P(X)\zdx =1

Qualquer funcao que satisfaz
esta equacao é dita normalizada

. +a/2
NO nosso caso: PX)= | A cosz(zxj 1
-al2 a g_ix
a
V2 (x) Mudanca de variavel -
d@ = —dx
a
: 3 +al?2
P(x)=A*— j(:os2 ado 1
> . a/2 " -al:
_a/2 x (pm) A22£:1 £

2 .
A=.l— Constante de normalizacao
a
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Qual o valor médio do momento ) _ CO{ nz Xj
para a funcao de onda do estado a
fundamental da particula dentro a

a
. ——<Xx<—,n=123..
desta caixaig/? 1a/2 2

X = ij(x,t)dx: j‘P*(x,t)x‘P(x,t)dx
() —al?2 —a/?2

n=1

-a/2 <om al2 Fungdo impar  Funcho par
Como a integral € sobre um valor impar em uma regido simétrica a integral é nula

X =< X >= O valor médio da posi¢édo do elétron na caixa no estado
n=1 éem x=0

O valor mais provavel de x, é dado pelo valor de x onde P(x) € maxima: me 2



Elétron em uma caixa

P2 (x) = A cosz(n—ﬂ xj, n=123...
a

+al?2
—al?2

0 | = | % Funcao impar 3
-a/2 S om) a» ¢ P Funcéo par

W2 (z)

Como a integral e sobre um valor impar em uma 3

d
regido simétrica a integral € nula Xmp == €

N/ _ O valor médio da posicao do elétron na caixa no
XK=< X>= O estado n=2 é em x=0

Observe que nao esperamos necessariamente que o valor de uma
medida que tenha uma alta probabilidade seja igual ao valor esperado.




I |

Pocos de potencial: E <V

v, |- [

Dentro, —a/2 <x < a/2:
Y (x) = e’ + Be™™
2mE  p,

g com. kl = —
-a/2 0 +a/2 h h

Ondas com a mesma amplitude nos 2 sentidos.

A=B= y(x)=Bcoskx= ¥(x,1)=y(x)e ™"

A autofuncao tera nos fixos nos pontos onde cosk,x = 0.
A=—B= y(x)=A'senkx = W(x.1)=y(x)e ™"

Se ambas sé&o solugdes = solucao geral sera uma combinacgao
linear: ¢ (x)=A'senkx+ B coskx

Regides fora do poco:

2m(V, - E
Y(x)=Ce™ +De™ parax<-a2.Com: f, =‘/ m(Vo — £) _ b

h . h

fyx —kax v,
Y(x)=Fe* +Ge™™ parax=>al2 ] = s e e
E \/ o% \/

0
v
/ \1\
al2 o a2




—al2

5) Normalizacao: neste caso, o limite de integracao reduz-se ao
Intervalo [- a/2. a/2], unica regiao em que as fungdes de onda
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dx =
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Voltando ao oscilador harménico

wi(x) /\ ’E5=1_21ha)
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5 E . =(n+1/2)hv n=0,1,2,3....

A

1 ~ ~
«,-== Podemos escrever a solugao da funcao de onda

como:
u(x)*

vo(¥) = H, Ul 2

)= |G

£

Onde H, séo polindmios de ordem n, com n>=0
As fungbes H,, sdo relacionadas aos polindmios de Hermite que séo tabelados tabulado

Holu(z)| = 1 v .
Hy[u(z)] = 2u(z) Vo= A y,=A1-2u")e

Hs[u(z)] = 4u(z)? — 2 o s
Hayfu(z)] = Su(z)® —12u(z) W1 =AUE 2 yy=AEu—-2u7)e 2






