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1 Introducao

A teoria do espalhamento de uma onda plana eletromagnética por uma esfera foi primeiramente tratada a partir dos for-
malismos das equagdes de Maxwell pelo fisico alemdo Gustav Mie, em seu artigo "Beitrdge zur Optik triilber Medien,
speziell kolloidaler Metallosungen", datado de 1908. Este espalhamento é semelhante ao que acontece, por exemplo,
em nossa atmosfera, quando as frentes de onda provenientes do Sol (que podem ser aproximadas como planas) sdo es-
palhadas por goticulas de d4gua suspensas no ar. O resultado disso sao fendmenos bem conhecidos chamados arco-iris,
em que arcos luminosos aparecem no céu, e efeito gloria, onde halos a aparecem quando o observador estd posicio-
nado entre o Sol e as goticulas de dgua. As caracteristicas desses fendmenos, como a polarizacio da luz espalhada, o
angulo onde os arcos aparecem, etc. deveriam, portanto poder ser interpretadas com base na teoria do espalhamento
Mie. Porém, embora seja realmente consistente, a solugio a estes fendmenos dada por essa teoria apresenta séries que
convergem muito lentamente e de dificil determinag¢do numérica. Uma forma de contornar este problema é dado pela
teoria do Momento Angular Complexo, que serd apresentada neste trabalho. Sua aplicacdo para o estudo do fendmeno
do arco-iris e do efeito gldria foi objeto de estudo do professor Herch Moysés Nussenzveig, e € discutida em seu livro

intitulado "Diffraction Effects in Semiclassical Scattering".

Figura 1: A esquerda, uma imagem do arco-iris, e a direita, do efeito gléria.



2 Espalhamento Mie

O problema de espalhamento que desejamos resolver pode ser formulado da seguinte maneira: uma onda eletromag-
nética plana, de campo elétrico E; e magnético Hj, e de polarizagdo fixa, viaja por um meio infinito sem perda de
intensidade, e encontra-se com uma esfera de raio a, indice de refracdo N, que interage com a onda incidente e pro-
duz também um campo eletromagnético (Es, Hg), chamado de "campo espalhado", que € dado pela diferenca entre o

campo total (E, H) e o campo da onda incidente.

Na notagdo que se seguird, Os campos (E, H) dentro da esfera serdo denotados por (Eq, Hy), e os campos fora da esfera

por (E;, H,). No problema tratado aqui, os campos da onda incidente sdao
E; = Epexp(ikz — wr)ey

H; = Hoexp(ikz — wt)ey

onde k € o vetor de onda. (Obs: O termo ¢/’ serd omitido, pois serd assumido que todos os campos também tenham

essa dependéncia temporal.)

Figura 2: Tlustragdo do problema de espalhamento tratado. As setas em vermelho correspondem a dire¢do de propa-

gacdo da onda incidente e as em preto, as direcdes de propagacdo da onda espalhada.

O procedimento utilizado por Gustav Mie para resolver este problema de espalhamento é trabalhoso, porém direto.
Basta encontrar os campos (Eq, Hy) e (E», H,) que satisfazem as equacdes de Maxwell(e consequentemente a equagio
de onda):

V-E=0 (1



V-H=0 2

VXE = iwuH (3
VX H = —iweE 4)
V’E + K’E =0 5)
VH + KH =0 (6)
E as condi¢des de contorno na superficie:
[E2(x) —E1(X)] xn =0 (N
[Hz(x) - Hi(x)] xn =0 ®)

para todo x pertencente a esfera, onde n é a normal a esfera orientada para fora.
Antes de procurar solugdes para (E, H), é importante determinar primeiro como estes campos serao representados.

Como o problema tem uma certa simetria esférica (a particula que estd causando o espalhamento € esférica), vamos
utilizar o sistema de coordenadas esféricas (r, 8, ¢), centrado na origem da particula, para representar os campos. Além
disso, os campos serdo escritos como combinagdes dos Harmonicos Esféricos Vetoriais, que serdo introduzidos a
seguir.

Seja y(r, 8, ¢) uma fungdo escalar. Vamos construir um vetor M dado por:

M = VX (ry) 9
Como o divergente de um rotacional é sempre zero, segue entdo que

V-M=0 (10)

Além disso, utilizando as relacdes

V2M = VA(V X (ry)) = V X (V2(r9)) = V x (rV2)



KM = K2V x (ry) = V x (rky)

temos que

V2E + K’E = V x [r(VZy + k*¢)] (11)

Ou seja, se i satisfaz a equagdo de onda escalar

Vg + Ky (12)

entdo M satisfaz a equag@o de onda vetorial. Supondo que ¥ seja da forma

Y(r,0,¢) = R(rNOO)D(¢) 13)

Podemos encontrar uma familia de fun¢des i que satisfazem a equacdo de onda, dadas por:

Yemn = cOs mPP (cos 0)z,(kr) (14)

Yomn = sinm@P;'(cos 0)z,(kr) 15)

onde P} sdo as fungdes de Legendre do primeiro tipo de grau n e ordem m, e z, pode ser tanto uma das funcdes de

Bessel esféricas (j,, ¥,) quanto uma das fun¢des de Hankel esféricas (hﬁll), hf?)).

Podemos agora definir os Harmoénicos Esféricos Vetoriais:

Memn = V X (rwemn) (16)
Momn = V X (rwomn) (17)
VxM
Nemn =——"= (18)
k
V X Momn
Nomn = - (19)

onde N € outro vetor, definido a partir de M, que também satisfaz a equagdo de onda.

_VxM
Tk

N (20)

O campos campos espalhados (Eg, Hs) podem ser representados como uma soma dos esféricos harmonicos definidos

acima. Apds um exaustivo cdlculo, encontramos que a série que que os representa o campo elétrico € dada por:

oln

E, = Z E,(ia,N$), - 5,M ) 1)
n=1



Onde o sobrescrito (3) indica que a funcao radial deles corresponde a BV (kr). Para kr >> 1, podemos aproximar

hﬁ,l)(kr) por seu comportamento assintotico
(_ l)n eikr

BV (kr) =~
LKr

Fazendo essa substituicdo em (21), podemos escrever as amplitudes do campo elétrico como

ikr

Ey~ “—singS 1(8.6) 22)
ikr
_ ikr

9~ ——cos¢S2(B,0) (23)
ikr

Onde g = ka e os coeficientes S ; sdo dados por (H. M. Nussenzveig 1992)

S;= % Z [1-SYB)1(coss) + [1 - S PB)pi(coso) (24)
=1
onde
P = DA Do) 25)
— X
t(x) = —xpy(x) + Qv+ DP,(x) (26)
$00¢g) = _47B) W GTB) - Nejin'yi(@) o

D X T A — N
{1 B lng](ﬁ) Nejln' (@)

Onde {l(j) sdo as funcdes de Ricatti-Hankel, e y; as fungdes de Ricatti-Bessel, dadas por
¢ @) = xh) ()

Yi(x) = xji(x)

ee1=1,e2=N‘2,a=Nﬁ.

Portanto, para determinar a amplitude do campo elétrico espalhado Eg, basta determinar o valor das somatdrias de
S 2. Porém, o que se observa é que conforme valor de § = ka aumenta, as somatdrias acima passam a convergir mais
e mais lentamente, de forma que o cdlculo das somatdrias conseguem somente ser feitos por extensos programas de

computador.



3 Espalhamento classico

Para compreender melhor o motivo pelo qual as séries em (24) demoram a converger, vamos primeiro tomar algumas
observagdes a respeito da teoria cldssica de espalhamento. No espalhamento cldssico, um feixe de particulas com

momento linear p € lancado em dire¢do a um potencial (assumido aqui ser central) V(r).

Figura 3: figura acima representa uma trajetéria do problema de espalhamento cldssico para um potencial repulsivo.

Neste caso o angulo de deflexdo ® das particulas pode ser determinado a partir das quantidades conservadas:

L= mrzq'b (23)
1, I?
E = er + W + V(}’) (29)
GQJzn—ZLj‘ dr (30)
ro

72 \2m(E - V(r) - &
onde ry € a distancia de minima aproximacdo, L = bp é o momento angular da particula, e b € o pardmetro de impacto.

Além disso, definimos a se¢@o de choque
do b

dQ "~ sind

db’

o €1y

Dentro dos limites de validade da ética geométrica, podemos ver o espalhamento de uma onda eletromagnética
como o espalhamento dos raios de luz de pardmetro de impacto b, e o problema de espalhamento por uma esfera de

raio a e indice de refracdo N pode ser formulado como mostra a figura 4.

Vamos supor, por simplicidade, que o raio de luz sofre somente uma reflexdo interna, como na figura 4. O angulo
de refrac@o pode ser determinado através da lei de Snell-Descartes, e o angulo de deflexdo é dado por:

180

Ox) = (n - (4arcsin (%) x— 2arcsin(x))) X (32)
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Figura 4: figura acima mostra o problema de espalhamento de luz por uma esfera de acordo com a ética geométrica.

A figura 5 mostra o grifico do angulo de deflexdo em fungdo da varidvel x = g, para um indice de refracdo de

N =1.343.
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Figura 5: O gréfico acima mostra o Angulo de deflexdo ® de um espalhamento por uma esfera com indice de refracao

N = 1.343 no limite a 6tica geométrica.

Pelo gréfico, podemos ver que perto de xy ~ 0.86, temos um ponto critico. Isso significa que os raios de luz

de pardmetro de impacto préximos de by = ax, tendem a se focar na direcdo do angulo de deflexdo ®(xp). Essa

interpretacdo é também sustentada pelo valor da secdo de choque diferencial neste ponto, % = oo. Esse angulo de
deflex@o ®(xg) é chamado de angulo do arco-iris, pois como representa o angulo onde raios de luz se acumulam, este

deve ser o angulo no qual vemos o arco do arco-iris. E de fato o é.



4 Teoria do Momento Angular Complexo

4.1 Espalhamento semiclassico

Agora, vamos considerar o espalhamento de ondas propriamente dito. Quando lidamos com particulas de dimensdes
muito pequenas, efeitos quinticos comecam a aparecer, de forma que as particulas agora passam a ser representadas
nao mais por sua posi¢do e momento, mas por suas fungdes de onda. Vamos agora considerar o espalhamento de ondas
escalares. O objetivo € interpretar o resultado e avaliar se e como conceitos da teoria cldssica de espalhamento, como
trajetdrias, pardmetro de impacto, desempenham algum papel na interpretacio fisica dos resultados do espalhamento
ondulatério. Vamos analisar o espalhamento quantico de particulas. Supondo que a onda incidente € uma onda plana,
e admitindo que, a longas distancias, a fun¢do de onda espalhada se comporta como

ikr

e
Ys ~ [k 0)— (33)
f, chamada de amplitude de espalhamento, pode ser determinada a partir da expansdo em ondas parciais:
N\ 1
Sk, 6) = (ik) Z(l + 5)[51(/0 — 11Pi(cos0) (34
1=0
Onde S; é chamada de fun¢do-S da /-ésima onda parcial, dada por
S (k) = 2™ (35)

Na somatéria de f, cada / representa uma onda parcial de momento angular L = VIl + )i =~ (I + %)h Nas nossas

consideracdes semicldssicas, se assumirmos que podemos ainda escrever L = pb = hikb. Entao

[+
k

=

b= (36)

Ou seja, seria equivalente a dizer que cada termo / na soma de f corresponde a um feixe vindo com um pardmetro de
impacto b dado por (36). A partir dessa interpretagao, fica claro que para obter um resultado preciso de f, é necessario
considerar a somatdria até pelo menos / ~ ka = S que seria, em termos do espalhamento cldssico, a contribuicio
de todos os feixes com parametro de impacto b < a, ou seja, todos os feixes que atingem a esfera. Estendendo
esta analogia ao problema do espalhamento Mie tratado acima podemos agora compreender o porqué da demora na
convergéncia da série em (24) conforme S aumenta. E o problema ndo para por ai. Além disso, a série encontrada
para os campos nao converge uniformemente; pelo contrario, ela sofre oscilagdes bruscas tanto em termos préximos
de [ = B quanto para esferas com raios diferentes. Ou seja, embora o resultado obtido esteja correto, seu cdlculo é
exaustivo, e é possivel fazé-lo somente com o auxilio de programas de computador. Além disso, para obter resultados

quantitativos a respeito do fendmeno do arco-iris, ainda devemos considerar que o espalhamento ocorre em goticulas

10



de dgua com raios diferentes, o que complicaria mais ainda o cdlculo. Nas palavras do préprio Moysés, a partir deste

formalismo, "sé os computadores entendem o arco-iris!"

Voltando a discussao do problema de espalhamento por uma onda escalar considerado, temos que procurar outra
forma de determinar a amplitude de espalhamento f, que seja menos exaustiva do que ter que somar a0 menos f3

termos para obter uma aproximacao razodvel.

11



4.2 Representacio de Poisson

O primeiro passo para representar a fun¢do f de uma forma que facilite seu cdlculo numérico corresponde a tomar sua

representacdo de Poisson, dada pela seguinte relagdo:

O+ =, x) = —" [ @A, x)e*™dA 37
;(2>mzz_w(>fo(> (37)
Aplicando isso para a f de (34), temos
f(k,0) = (ik)~" Z (=" f ALS (A, k) = 11P_y (cosO)e*™™dA (38)
m=—o00 0

Note que hd uma aparente arbitrariedade na escolha da funcdo de interpolacdo ®(A, x); a Unica exigéncia imposta
pela férmula acima € que ela tenha o mesmo valor da fungdo original nos "pontos fisicos", onde 4 = [ + % Nos
outros valores de A, o comportamento ndo é univocamente determinado. Porém, como serd visto a seguir, vamos
querer estender esta integral ao plano complexo, e portanto € importante que a funcdo d(4, x) seja estendida de forma
analitica para o dominio complexo. Esta condi¢do restringird a arbitrariedade da func¢do de interpolacdo a escolhas
bem determinadas. Quando a extensdo € feita, A passa a ser chamado de momento angular complexo (em unidades de

7).

Continuando a andlise da representacdo de Poisson para a funcdo f, vamos antes fazer algumas consideragdes a

respeito de sua representacdo em somatdria, na forma de (34).

£k, 60) = (k)™ (Z(l + %)Sl(k)Pl(cose) -+ %)Pl(cose)
=0 =0

Como . -
;(1 + %)Pz(cose) - ;(l + %)Pl(l)Pl(COSH) = 6(1 - cosh)

podemos negligenciar este termo, desde que excluamos da andlise angulos préximos de 8 = 0. Além disso, vamos

assumir a seguinte aproximagao para P;(cos):

Pi(cosO) ~ (I + %)9 - f] (39)

5
] cos 4

n(l + 3)sind

A partir dessas consideragdes, temos a seguinte representacdo de Poisson de f

f(k,0) = (ik)™" Z (=1)"(2rsing)"? f ) Vale s 4 gi0ntii ] da (40)
0

m=—00

12



onde

DA, 0) = 21, + A2mr + 0) (41)

Primeiro, vamos analisar somente o termo para m=0. Ou seja, a representacao de Poisson fica

1 0 . I . .7
f(k, ) = (ik)™ 2nsing) "2 f VA #0715 + e-0%15] da (42)
0
Devido aos termos @.. o, o integrando de (42) oscila rapidamente. Portanto, vamos assumir que as maiores contribui-
¢des para o valor da integral provém de pontos de fase estaciondria, ou seja, pontos em que d(‘l;jo = 0, ja que perto

desses pontos as fases @, o tendem a variar menos bruscamente. Derivando a expressdo (41) para m = 0, encontramos

que um A é ponto de fase estaciondria quando
dn
da

Ou seja, Para um momento angular lambda, os dngulos nos quais ele se torma um ponto de fase estaciondria sdo tais

222 =0 (43)

d A P . N
que O, = 2d—z. Esses dngulos, como ficard mais claro a seguir, representam o mesmo angulo de espalhamento para
particulas cldssicas de momento angular A. O sinal positivo para 6 em (42) representa um potencial repulsivo e o
negativo, um potencial atrativo. Supondo que nos pontos de fase estaciondria possamos aproximar @, o por sua série

de Taylor (Olver and Werner 1974)

_ 1 _ _
0. 0(4,0) % @up(d,0) + 5 (A= VL, (4, 6) (44)
Temos que
i) I
[k, 0) = (k) exp(i) | ————==| expli[2n:(1) + 20]] (45)
sind|0' ()|
A sessdo de choque diferencial, dada por |f(k, 6)|?, vale
do 1
_— = (46)
dQ  k2sing|er ()|

A expressdo obtida é equivalente a obtida pela teoria cldssica do espalhamento, com b = % Ou seja, estamos a
ponto de concluir que os pontos de fase estaciondria A da representacdo de Poisson da amplitude de espalhamento
L . ‘oo A . _12 <
correspondem a trajetérias de particulas cldssicas espalhadas com um parametro de impacto b = £. Porém, um ponto
interessante é que, se ha mais do que um ponto de fase estaciondria, a se¢do de choque diferencial ndo é a simples
soma das secdes de choque de cada ponto de fase estaciondria isolado. Isso quer dizer que surgem fenomenos de

interferéncia, o que ndo € esperado pela teoria cldssica de espalhamento.

A partir do que foi discutido acima, ja temos um método para avaliar a amplitude de espalhamento: basta tomar
sua representagdo de Poisson e considerar somente as contribui¢des dos pontos de fase estaciondria. Porém, como
vimos que esses pontos estdo ligados a trajetérias cldssicas das particulas (ou raios de luz), em pontos inacessiveis

classicamente (pontos de sombra geométrica) ndo teremos fase estaciondria. Ou seja, devemos encontrar alguma outra

13



forma de avaliar a integral que aparece em (38). Uma maneira de fazer isso € estendé-la para uma integral de caminho
no plano complexo. Esse procedimento € a origem a teoria do momento angular complexo. Como a extensao ¢ feita,
em geral, depende do problema a ser resolvido. Serd mostrado aqui, de modo superficial, a sua utiliza¢cdo para um caso
mais simples: o espalhamento por uma esfera impenetravel de raio a. Neste problema, o potencial espalhador V(r) é
suposto ser co em r < a € 0 em r > a. Portanto, as fun¢des de onda das particulas satisfazem, para r > a a equagao de
onda

Vi + Ky 47)

juntamente com a condi¢do de contorno

¥(a,0,) =0 (48)

Ja que por hipétese a esfera ¢ impenetravel. Este problema é andlogo ao espalhamento (escalar) de ondas eletromag-

néticas por uma esfera perfeitamente condutora. A fung¢do de onda espalhada é dada por:

w(r,0) = Z(z + %)il[hf)(kr) + S 1B (kr)Pi(cos8) (49)
1=0
onde e
B
S =-——— (50)
W)

Portanto, a solucdo consiste no célculo da representacdo de Poisson de (49). Para isso, como foi mencionado acima,
devemos estendé-la ao dominio complexo, que passard a ser chamado de plano A. Esta extensdo deve ser analitica e

apresentar bom comportamento no infinito. Para isso, vamos lembrar que
. T
WD oy = [ HD 51
V=5 H @ (51)

Ou seja, podemos representaryy como:

- * 1 i 8Bk :
W0 = (7Y =1y f Ay et i3 8PN b ospretinnig (52)
L 0 2kr H(l)(ﬂ) 2
m=—oo 1
onde
g, B.kr) = HYB®HP (B) - HY B)H, (B (53)
Porém, as fungdes de Legendre P,(x) apresentam uma singularidade logaritmica em x = —1. Ou seja, esse ex-

tensdo analitica vale somente para dngulos 6 que ndo sido proximos de 8 = «. A partir da expressao (52) utilizando
propriedades sobre a reflexdo do integrando, pode-se estender a integral sobre a reta real inteira(H. M. Nussenzveig
1965). Essa integral pode ser vista como um caminho no plano complexo, que se fecha no infinito: e pelo Teorema

dos Residuos, o valor da integral corresponde ao valor dos residuos dos polos do integrando no semi-plano /m(1) > 0.

14



Os pdlos do integrando em (52) sdo dados pela equacdo
HYB) =0 (54)

e estdo representados na figura abaixo:

ImaA

A

= Red

Figura 6: O grafico mostra os pdlos A, do integrando da expressdo (52). Os caminhos C,, correspondem a tomar como

aproximacao para a integral em (52) a série de seus residuos.

As raizes A, da equacdo (54) sdo infinitas, porém a série de seus residuos € assintética e rapidamente convergente,

de modo que a seu célculo é em geral muito mais rapido do que pela expressdo em (49).

Este mesmo método foi utilizado pelo fisico Herch Moysés Nussenzveig para tratar o problema do espalhamento
Mie discutido acima, em seus artigos intitulados "High Frequency Scattering by a Transparent Sphere"l e II. Os

resultados obtidos foram utilizados para interpretar o fendmeno do arco-iris e o efeito gldria.

4.3 O arco-iris e o efeito gléria

Podemos agora tentar entender os fendmenos do arco-iris e do efeito gléria a partir da teoria do Momento Angu-
lar Complexo, que foi introduzida acima. Vamos retomar os resultados obtidos a partir da 6tica geométrica para o
espalhamento por uma esfera de raio a e indice de refracao N:

180

B(x) = (n - (4arcsin (%) X — 2arcsin(x))) X (55)

Olhando o gréfico, € possivel notar que os angulos de deflexdo podem ser separados em 3 dreas:

DHr>0>0,

15



Figura 7: Gréfico do 4ngulo de deflexdo ® obtido a partir da férmula acima, para N = 1.343.

Onde somente um raio de luz contribui para o espalhamento,

(2)6, 20 > 6g

Onde dois raio de luz contribui para o espalhamento, e

0)6r >0

Onde nennhum raio de luz contribui, tratando-se de uma 4rea de sombra geométrica. Para o grafico da figura 7,

6, = 168, 6, ~ 139.4.

A figura abaixo ilustra os trés casos

Figura 8: A figura ilustra as regides (1), (2),e (0) de © .

16



Efeitos de difracdo devem ocorrer nas bordas destas regides (inclusive em ® = 7 (H. M. Nussenzveig (1992))).

Os fendmenos de difracdo na borda ® = & ddo origem ao efeito gldria, e na borda de ® = 6;, ao arco-iris.

Figura 9: A figura mostra as regides onde ocorrem o o efeito gléria (G), o arco-iris (R), e outro efeito de borda,

chamado de penumbra (P).

Como foi discutido acima, cada raio de luz corresponde a um ponto de fase estaciondria A na representacio de
Poisson da amplitude de espalhamento. Ou seja, para o efeito gléria (® ~ x, regido (1)) hd somente um ponto de fase
estaciondria (representado, na figura 10, pelo ponto preto). Conforme ® diminui, este ponto comega a se mover para
a direita da reta real (H. M. Nussenzveig (1992)). A partir de ® = 67, um novo ponto de fase estaciondria aparece
(representado pelo ponto branco), ja que agora, na regido (2), temos dois raios contribuindo para o espalhamento. A
medida que ® vai diminuindo, os dois pontos de fase estaciondria vao se convergindo, até se encontrarem em ® = 6.
Ou seja, no plano 4, o arco-iris corresponde a um colisdo entre dois pontos de fase estaciondria. Por fim, se ® < g

(regido (0), de sombra geométrica), os A passam a ser complexos.

17
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Figura 10: A figura ilustra o comportamento dos pontos de fase estaciondria A no plano A a medida que ® varia. Os

pontos pretos correspondem ao A que aparece na regiio (1). Os pontos brancos, ao novo A que aparece na regiao (2).

5 Referéncias

H. M. Nussenzveig (1965) Ann. Phys. (NY) 34, 23.
H. M. Nussenzveig (1992) Diffraction effects in semiclassical scattering, Cambridge university press.

Olver, E. W. I. (1974) Asymptotics and Special Functions. New York: Academic.

18



	Introdução
	Espalhamento Mie
	Espalhamento clássico
	Teoria do Momento Angular Complexo
	Espalhamento semiclássico
	Representação de Poisson
	O arco-íris e o efeito glória

	Referências

