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A formulacao lLagrangiana da
eletrodinamica relativistica

Um preladio a eletrodinamica quantica

Neste trabalho iremos explorar a formulacdo Lagrangiana da eletrodinamica
relativistica e verificar propriedades fundamentais como as invariancias de Lorentz e Gauge.
Iremos comecar obtendo a Lagrangiana para o eletromagnetismo utilizando os campos E ¢ B
e os potenciais ¢ e A. A partir desta Lagrangiana iremos obter a Lagrangiana na formulacao

covariante da eletrodinamica relativistica e passar a trabalhar com a quantizagao dos campos.

1. Formulagao Lagrangiana da eletrodinamica

Antes de obtermos a Lagrangiana para os campos eletromagnéticos, primeiro vamos
recordar alguns conceitos importantes da mecanica Lagrangiana. Seja um sistema mecanico

descrito por um conjunto de coordenadas e velocidades generalizadas:

q,(), gr(1), ..., qn() e G (), G,(t), ..., qn(1) (1.1)

A mecanica classica estabelece que uma funcao escalar L[g,(t), ¢, ()] denominada

Lagrangiana determina o comportamento dinamico das coordenadas generalizadas através

d oL oL
= === 1.2
di (aq'k(r)) 0g 2

Devemos notar, entretanto, que a Lagrangiana nao ¢ univocamente definida. Por exemplo,

da célebre equagao de Euler-Lagrange:

seja Alg,,(1), 1] uma fungao escalar do tempo e das coordenadas generalizadas. A Lagrangiana
L{q,(),q,,(t)] produz exatamente a mesma dinamica que a Lagrangiana
dAlg,(1), 1]

> (1.3)

L{q,,(t), (D] +

uma vez que a derivada total ndo altera a equacao de Euler-Lagrange.

Serd util também definir um conjunto de momentos canonicos conjugados,
oL

= (1.4)

Pk
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de forma a podermos escrever a equacao 1.2 como
dpk _ oL

= 1.5

Esta equacdo nos mostra que o momento canonico ¢ uma constante do movimento se a

Lagrangiana nao depende explicitamente da correspondente coordenada generalizada.

Outra definicao que nos sera util é a densidade Lagrangiana & a qual se define como

L= J.,‘Zd3x (1.6)

Com estes conceitos em mente iremos agora partir para a obtengdo da Lagrangiana

para os campos e potenciais eletromagnéticos.

A. Formulagao ndo covariante

Para obter a Lagrangiana para os campos eletromagnéticos na formulagao nao covariante
comecaremos trabalhando em cima da equagdo da forca de Lorentz

m% =e[E(r,1) + vX B(r, 1)] (1.7)

onde e ¢ a carga elétrica. Mais precisamente, manipularemos a equacao 1.7 até escreve-la na
forma da equacao 1.2. Como a equagao 1.2 tera um gradiente no lado direito da igualdade,

parece uma boa ideia escrever a equagao 1.7 em termos dos potenciais @(r,t) e A(r,t).

B=VxA [ E=—V(p—; (18)

A velocidade v(t) nao é funcao da posicao, portanto, utilizando a identidade vetorial

Viv-A) =vX(VXA)+AX(VXV)+ (V- V) A+(A-V)v (1.9)
a equacao 1.7 se transforma em
dv 0A
—=—c¢|Vp+— -V)A-V(v-A 1.10
== Vor S (VA -V (.10

Devemos lembrar agora que podemos escrever

dA(r,1)  0A(r,1) N (dr . V>A

— 1.11
dt ot dt (-1

d
onde v = d_: Substituindo 1.11 em 1.10, obtemos

d
E(mv+eA)=eV(v-A—q)) (1.12)
Por fim, se compararmos a equagao 1.12 com a equacado 1.2, percebemos que

1
L(r,t)=Emv2+ev-A(r,t)—eqo(r,t) (1.13)
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Mas podemos ir além e obter esta Lagrangiana em funcdo dos campos eletromagnéticos e
verificar que esta ¢ a soma de duas Lagrangianas. Primeiramente devemos procurar a
Lagrangiana que resulta na Lagrangiana da equacao 1.13 quando utilizamos as defini¢oes

para a densidade de carga e de corrente

p(r,) =) gdlr — ()] e i) = v dlr — (1) (1.14)

k k

Ora, ¢ evidente que, utilizando 1.14, obtemos
Jd3r(j-A—p(p)=eV-A(r,t)—ego (1.15)

A Lagrangiana da equacdo 1.13 pode ser escrita portanto como

L(r,t)=%mv2+Jd3r(j-A—p(p) (1.16)

que ¢ a soma de uma Lagrangiana para a particula nao relativistica que sente os campos e a

Lagrangiana de interacdo entre a particula e os campos. Para uma particula relativistica, nao

e - 1 mc? 1
¢ dificil de ver que basta substituirmos o termo Emv2 por ———,onde y =—— ¢
14

V1—v2/c?

obteremos a equacao de movimento
dp d
— =— =g(E+vxB 1.17
dt dt [myV] a( Y ) ( )

uma vez que

i(—mcz\/l—vz/c@) = ad i (1.18)

ov cz\/ZI —v2/c?) B c2y

Mas, e quanto a Lagrangiana dos campos livres? Nao iremos derivar a Lagrangiana
para os campos livres uma vez que nao ha um método direto de faze-lo. Na realidade, o que
se faz ¢ supor uma Lagrangiana e verificar se esta satisfaz as equagoes desejadas. Desta forma

iremos apenas afirmar que a Lagrangiana para campos eletromagnéticos livres é dada por

1
Lf=EeOJd3r(E-E—CZB~B)=Jd3’”$f (1.19)

Antes de provarmos que esta Lagrangiana satisfaz as equagoes de Maxwell,
precisamos generalizar as equacdes de Euler-Lagrange (1.2) para campos. Isto se deve pelo
fato da Lagrangiana nos dar E(r;t), B(r,t), A(r,t) e ¢(r,t) como possiveis coordenadas
generalizadas e estas sao funcgdes do tempo e do espaco (o que ¢ esperado de um objeto
relativistico). Para realizar esta generalizacao, devemos derivar as equagoes de Euler-

Lagrange para uma agao que inclui derivadas espaciais além das derivadas temporais:

)
S = J dtJd3r$[qk(r,t),c'zk(k,t)aiqk(r,t)] (1.20)

1

Para este fim que definimos a densidade Lagrangiana. Com esta agdo, obtemos sem

demonstragao que as equacoes de Euler-Lagrange generalizadas sdo:
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d { o 0 0
R T (1.21)
dr \ 0gy 9qy 9(0;qi)

0 9 0

Onde 0, = <a—, e 0_> Para obter as equagoes de Maxwell agora utilizaremos a densidade
x dy 02

Lagrangiana da equacao 1.19 e o termo de interacdo entre particula e os campos da equagao

1.16, de forma a termos uma densidade Lagrangiana resultante dada por:

1 .
,?:$f+£pr=EGO(E-E—CZB-B)+(J-A—p(p) (1.22)
Escrevendo E e B em termos dos potenciais atreves das equacoes 1.8 obtemos

3:(j-A—p(p)+%€0[(V(p+0A/6t)2—cz(V><A)2] (1.23)

Agora utilizando a equacao 1.21 nesta densidade Lagrangiana para ¢(r,t) obtemos:
O0=-p+¢V-E (1.24)
que ¢ exatamente a lei de Gauss! Se utilizarmos a equacao 1.21 para A, lembrando que
c? = 1/€ypg, obtemos:
|
0=j+¢E——VXB (1.25)
Ho
Esta é exatamente a lei de Ampere! Ja as outras duas equagoes estdo automaticamente
satisfeitas, uma vez que fizemos uso destas na definicao dos potenciais nas equagoes 1.8. Com
isso provamos que a densidade Lagrangiana para campos eletromagnéticos dada pela

equacao 1.22 nos fornece equacoes de Maxwell!

Por fim, antes de passarmos para a formulagdo covariante do formalismo
Lagrangiano, vamos explorar a lei de conservagao de carga que esta densidade Lagrangiana
nos impoe. Esta lei de conservagdo ¢ uma consequéncia direta da invariancia de Gauge. Para
vermos 1sso, considere a Lagranglana de uma particula relativistica em um campo
eletromagnético

mc2

Ly=- +ev-A—ep (1.26)
/4

Se A(r,t) ¢ uma funcao escalar arbitraria, realizar as mudancas A’ = A+ VA e ¢’ = ¢ —0A/ot

transforma, utilizando 1.11, a Lagrangiana Lo em
oA dA

Ly=Ly+te|Vv-VA+— ) =Ly+e— 1.27

b (v s ) i o

Por outro lado, sabemos por 1.3 que ambas as Lagrangianas resultam nas mesmas equagoes

de Euler-Lagrange. Isso confirma que a for¢a de Lorentz s6 depende dos campos e nao dos

potenciais eletromagnéticos, como ja esperavamos. Agora, se partirmos do principio da

minima acao, a invariancia de Gauge das equagoes de Euler Lagrange implica que a variacao
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da acdo (0S) ¢ nula quando tomamos a mudanga de Gauge como uma varia¢ao. Ou seja, se A

¢ uma mudanga de Gauge infinitesimal, a equagao 1.27 nos diz que a variagdo na acao

]
5S=J

1

resultante é

) e, [vk- VIA@, )] + (1.28)
k

J[A(r;, 1)]
ot
Utilizando as equagoes 1.14 para densidades de carga e corrente, podemos reescrever a

equacgao 1.28 como

5S=J2dtjd3r [j-V(A)+p%] =0 (1.29)

n
Integrando por partes, obtemos

5] a %) ap
5S=J dtJd3r[V-(jA)+—(pA)] —J a’tJd3r<V~j+—>A=0 (1.30)
" ot " ot
O primeiro termo se anula pois 6¢q,(r,t;) = dg,(r,t,) = 0 por definicao, enquanto o segundo

termo s6 ¢ nulo se o integrando o for. Desta forma obtemos a equacdo da continuidade

dp
V-.j+—=0 1.31
it (1.31)

Com 1isso provamos através da invariancia de Gauge a conservacao de carga. Note que a

inclusao do termo de campos livres na Lagrangiana nao teria mudado o resultado, pois este

s6 depende dos campos e a mudanga de Gauge ¢ realizada nos potenciais.

B. Formulacao covariante
A mudanga para a formulacdo covariante ¢ deveras simples. Basta definirmos novos
objetos com os quais trabalharemos e substitui-los nos resultados que obtivemos no

formalismo nao covariante.

Primeiramente definimos os quadrivetores de corrente e de potencial:
L. . 4
JH = (cp, Jus Jy J) = (€ps ) e Al = (;,Ax, A, Az> = (AO,A) (1.32)

Através destes quadrimotores obtemos o tensor eletromagnético

0 Elc Ejc Elc

Z

-E/c 0 -—-B, B

= —_ = 1.
F,, =09,A,—-9d,A, Ejc B. 0 -B, (1.33)
~E/c -B, B, 0
1o . o o . .
Onde 9, = <_E’V> ¢ o quadrigradiente e a métrica adotada é a tempo-positiva
c

Nag =1, —=1,—-1,-1).
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Podemos agora escrever a densidade Lagrangiana da equagao 1.21 em funcao do
tensor eletromagnético e dos quadrivetores. Através de um calculo direto obtemos
€ 1 1
SE*- — B =——F, F" (1.34)
2 2pg 4pg *

Além do mais, —p@ +j - A nada mais € que —j*A,, de forma que a densidade Lagrangiana da

equagao 1.21] resulta na expressao

1
— —jHA —— vp
Z == J'Ay= = FuF (1.35)
Ho
Embora tenhamos apenas reescrito os resultados ja obtidos utilizando um novo formalismo,
esta notacao deixa claro que o eletromagnetismo classico ¢ uma teoria Lorentz invariante por
esséncia! Todos os indices estao contraidos., de forma que nao ha mudanga nessa expressao se

mudarmos de referencial.

Agora que obtivemos o formalismo Lagrangiano para a eletrodinamica relativistica,
vamos explorar sua aplicacdo na quantizacao dos campos eletromagnéticos que é o passo

inicial para o desenvolvimento da eletrodinamica quantica.

2. Quantizacao dos campos eletromagnéticos

Utilizaremos nesta secao a densidade Lagrangiana para campos eletromagnéticos na
auséncia de fontes, dada pela equacdo 1.34 e passaremos a trabalhar com unidades naturais
por conveniéncia, utilizando o formalismo canénico para a quantizacao e o sistema de

coordenadas incluira a coordenada temporal.

Os vetores A, possuem 4 componentes, 0 que ingenuamente parece nos dizer que o

campo tem 4 graus de liberdade. Entretanto, o photos tem apenas dois graus de liberdade, os
quais chamamos de estados de polarizacao. Para resolver esta discrepancia devemos fazer

duas consideragdes que garantirdo que a quantizagao dos potenciais A,, que no ponto de

vista matematico também sao campos, resultara em 2 graus de liberdade:

* Nao ha derivadas do campo Ao na Lagrangiana, de forma que este campo nado ¢ dinamico.
Isso implica que dados A; e A; em um momento to, 0 campo Ao estd completamente
determinado pela lei de Gauss (V - E = 0), que em termos dos potenciais é escrita como

0A

VIAg+V-— =0 2.1
0 3 (2.1)

A equagao tem como solucao
(V- 0A/ot)(x")
dr|r—1’|

Ay(r) = Jd3x’ (2.2)

Portanto Ao nao ¢ um campo independente! Reduzimos agora nossos graus de liberdade

ara 3, mas ainda devemos reduzir para 2.
P 5

* A Lagrangiana 1.34 tem um grande grupo de simetria, atuando no potencial vetor como
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A,(X) = A1) + 9, A(r) 2.3)

para uma funcao arbitraria A(r). Isto ¢ a chamada simetria de Gauge que ja estudamos na
secdo anterior. Simetria de Gauge tem uma interpretacao diferente de simetrias globais, de
forma que esta simetria ndo implica em infinitas leis de conservacdo, pelo contrario, a
simetria de Gauge deve ser compreendida como uma redundancia na teoria. Isto ¢, 2
estados relacionados por uma transformagao de Gauge sao, em geral (ha excessoes que nao
discutiremos), o mesmo estado. Ha muitas op¢oes diferentes de transformacoes de Gauge
que podemos escolher. Algumas tem maior utilidade em determinadas situacgdes, de forma

que a escolha de um Gauge ¢ como a escolha de coordenadas para um problema.

A seguir quantizaremos a teoria de Maxwell livre de fontes de duas formas: no Gauge
de Coulomb e de Lorentz. No final chegaremos aos mesmos resultados mas veremos que

cada método tem suas proprias sutilezas.

A primeira dessas sutilezas ¢ comum para ambos os métodos e aparece ao calcular os
momentos conjugados a A,, através da equagdao 1.4. Para ndo confundir os momentos
canonicos conjugados com os momentos cinematicos, chamaremos estes momentos de I1*.

0oz A . .
n’=——=0 e MN'=—=-FY=E (2.4)
A, 04,

1

O momento canodnico conjugado a Ao ¢ nulo. Esta ¢ a consequéncia matematica de Ao ser

estatico, enquanto o momento conjugado a A;j ¢ o campo elétrico. Com isso podemos calcular

a Hamiltoniana deste sistema:

- 1 1
H=Jd%nug—L=Jd%5E2+EBZ—AdV-E) (2.5)

Desta forma Ao age como um multiplicador de Lagrange que impde a lei de Gauss ao sistema
descrito pelos graus de liberdade A. Vamos agora ver como tratar este sistema com diferentes

escolhas de Gauge.

A. Gauge de Coulomb

O Gauge de Coulomb é V- A =0, de forma que sua equacao de movimento, obtida pelas

equacoes de Maxwell livres de fontes, ¢é:

9,0"A =0 (2.6)
Esta equacao ¢ resolvida da forma usual por transformada de Fourier:
d’p :
A= e 2.7
| SEseme 2.7)

A restricao da imposta pela lei de Gauss implica que £-p =0, o que significa que & ¢é
perpendicular a p. Podemos escolher &(p) como sendo uma combinacao linear dos dois
vetores ortonormais €,,r = 1,2. Estes dois vetores correspondem aos dois estados de

polarizagao do Féton.
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Para a quantiza¢ao agora tomamos os colchetes de Poisson como comutadores.

G of of  of of )
[f.8lp = e (2.8)
d ; <aq,- o,  OIT; dg;
Nossa primeira tentativa seria escrever
[A,(0), A)]p = [E'(0), ()], =0 ¢ [A,(0), E/(t)]p = i5/6(r —17) (2.9)

Entretanto isto nao pode estar correto, pois nao ¢ consistente com as restrigoes. Ainda
queremos ter V-A=V-E =0, agora imposto aos operadores, mas pelas relagdes de
comutagao acima vemos que [A;(r), Ei(r)] =i V?6®( —r’) # 0. Nossa primeira tentativa nao
levou em conta as restricdes. Na realidade, este ¢ um problema ja presente na teoria classica,
onde a estrutura dos colchetes de Poisson ja havia sido alterada. A estrutura “correta” dos
colchetes de Poisson, que leva em conta restricdes de segunda ordem e ¢ denominada de

colchetes de Dirac é dada por

[f.8lp = Lf:8lp = X, L bulpMy,) [y 81 (2.10)
a,b

Onde M,;, = [$,. $,1p € @, sdo as restricdes de segunda ordem. Esta expressio leva a uma

alteragao na ultima relagdo de comutagao de 2.9, a qual ndo iremos demonstrar:

. 99\ _4
4@, E@)p =i ;= |8Va—1) @.11)

Para ver como este resultado ¢ consistente com as restri¢coes, reescrevemos agora o lado

direito da igualdade no espago de momentos,

, ) d3p pip; ip-(r—r”
[A,(r), ()] = lJ ) (517 - |p—|2) e/P e (2.12)
que agora ¢ consistente com as restrigoes, por exemplo:
: [ dp PiPi \ . e
[0,A,(r), Ei(x")]p = lJ(sz <5ij - Ipljz ) ipe® T =0 (2.13)

Agora escrevemos A e E na expansao usual em termos de operadores de criagdo e

aniquilagao,

d3 2 ) _
P Z e,(Playe" + aSTe_’p'r] (2.14)

1
@) \2]p] =
— d3p . |p| : r,ip-r rf —ip-r
E(r) = JW(_I)\ /TE € (Plage™" +ay'e ] (2.15)

Onde, como antes, os vetores de polarizagao satisfazem

€r(p) ‘P= 0 € €r(p) : €S(p) = 6rs (216>

A(r) = J
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Nao ¢ dificil mostrar que as relacoes de comutagdo dadas em 2.12 s3o equivalentes as

relagoes de comutagao dos operadores de criagdo e aniquilagao,
lag, aglp =la}’,a}1, =0 e lag, i1y = 2n)*6" 6% (p - q) (2.17)

Onde, para obter estes resultados, precisamos utilizar as relacdes de completeza dos vetores
de polarizagao,
2 i
i i .. PP
> €i(pel(p) = 5ij — o
r=1

(2.18)

Agora podemos obter a Hamiltoniana substituindo 2.14 e 2.15 em 2.5 e utilizando as
identidades 1.8 e 2.4. O ultimo termo de 2.5 desaparece no Gauge de Coulomb e ap6s um

pouco de algebra chegamos na simples expressao da Hamiltoniana no espaco de momentos:
yap 2.19
J o P! Z (2.19)

O leitor pode facilmente verificar, pelas relagoes de comutacao 2.17, que a variacdao de
qualquer operador F funcio de A e E ¢é dada por F = [F, H],,. O Gauge de Coulomb tem a
vantagem de os graus de liberdade estarem expostos, entretanto, a invariancia de Lorentz nao

¢ mais evidente.

B. Gauge de Lorentz
Podemos tentar trabalhar de uma forma Lorentz invariante impondo o Gauge de Lorentz

d,A* = 0. Com isto a equagao de movimento que segue das equagoes de Maxwell é
V_ 32 AV —
9,01 A¥ = 9*A¥ = 0 (2.20)

Nossa estratégia para implementar o Gauge de Lorentz sera um pouco diferente do feito para
o Gauge de Coulomb. Iremos alterar a Lagrangiana da equacao 1.34 para que a equacao
2.20 seja obtida diretamente das equacdes de Euler-Lagrange. Isto ¢ feito tomando a
densidade Lagrangiana como

1

1
L == FF, - E(aﬂA#)2 (2.21)

Aplicando as equagdes de Euler-Lagrange obtemos
9,F* + 0“(9,A") = 0,0"A* = 0 (2.22)
Agora partiremos para a quantizacao através da densidade Lagrangiana 2.21 e apenas no
final impor a restrigdo d,A* = 0. Iremos esbarrar em alguns problemas devidos a simetrias
“residuais”, entretanto podemos comecar sem problemas pois desta vez IT° e IT' sdo
dinamicos.
0o A

HO — aT —_— aﬂAﬂ e 1T = 67 = aiAO —Ai (2.23)
0 i

Tomando estes campos como operadores, podemos impor as relagoes de comutagdo usuais
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[A,(r), A, ()] = [T'(r), IV(Ex)], =0 e [A,(0), V()] = in, 60 —1)  (2.24)

e podemos fazer a expansao usual em termos dos operadores de criacdo e aniquilacao e dos

quadrivetores de polarizacao (eﬂ)i, 1 =0,1,2,3:

A (r)=J dp L3 er(plape™” +alfe ] (2.25)
H (2”)3 /—2|p| =~ H P P

— d3p H |p| : A A ipr At ,—ipr
IT*(r) = J 2 (+z)\/7§)(€”) (P)lage™®" —agfe™PT] (2.26)

Note que o momento IT* desta vez vem com um termo (+1), ao contrario do (-1) no caso do
Gauge de Coulomb. Isto se deve ao sinal negativo que aparece nas equagoes 2.23.

Agora temos 4 quadrivetores de polarizacio e*(p) ao contrario dos 2 vetores que
tinhamos no Gauge de Coulomb. Tomemos €° como temporal e €' como espaciais.

Escolhemos a normalizacao
et et =t e (€)M My =1, (2.27)
Os quadrivetores de polarizacdo dependem do quadrimomento do Foéton p* = (|p],p).
Escolheremos as polarizacoes €' e €2 para serem transversas ao momento do Foton:
el-pt=e*-pt=0 (2.28)
O terceiro vetor ¢ a polarizacao longitudinal, por exemplo, se 0 momento do Foton esta na

direcao Z, entao p* ~ (1,0,0,1) e

1 0 0 0
o_1|0 1|1 2_ |0 3_|0

<=l <=lol =il =10 (2.29)
0 0 0 1

Para outros quadrimomentos os vetores de polarizagao sao transformacdes de Lorentz destes
vetores, uma vez que a equagao 2.28 ¢ Lorentz invariante. Agora fazemos o mesmo que no
Gauge de Coulomb e escrevemos as relacdes de comutagao 2.24 em termos dos operadores

de criacao e aniquilagao. Isto nos da
[al’}, a(}/] = [al’,”, aé’T] =0 e [a;, a(]H] = - Q2r)’s%(p - q) (2.30)

O sinal negativo na segunda relacdo de comutacao de 2.30 ¢é bastante estranho. Para as

componentes espaciais 4 = 1,2,3 ndo ha problemas
lag,ai ] = 6" Q2n)6P(p-q), 4,4 =123 (2.31)
Entretanto, para os operadores temporais temos

lag, ag'] = = 27)’6%(p — @) (2.31)

Isto é bastante estranho. Para ver o quao estranho isto ¢, tomemos o vacuo |0) que é Lorentz

invariante definido como

al|0) =0 (2.32)
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Entao podemos criar uma particula da forma usual,
|p. 2) = a;'10) (2.33)

Para as polarizagoes espaciais 4 = 1,2,3 tudo parece correto, mas para a polarizacdao temporal

A =0, o estado |p,0) tem norma negativa,
(p.019,0) = (0lapay"|0) = = (22)*6%(p - q) (2.34)

Um espago de Hilbert com norma negativa significa probabilidades negativas, o que nao tem
sentido algum. Neste ponto devemos nos lembrar de nossa restricao d,A* =0, a qual ate
agora nao impusemos. Vejamos agora as diferentes formas que com que podemos aplicar esta

restrigao.

* Podemos pedir que d,A* = 0 seja imposto como uma equagao sobre operadores, mas isso
nao pode funcionar, pois as relagdes de comutacao 2.24 ndo serdo obedecidas se

no = - d,A¥. Precisamos de uma condigao mais fraca.

* Podemos tentar impor a restrigdo ao espaco de Hilbert ao invés de diretamente aos
operadores. Vamos supor que possamos separar o espago de Hilbert em “bons” estados | W)
e “maus” estados que de alguma forma se desacoplam do sistema. Mas como definiriamos
quais sao os bons estados? Uma ideia ¢ impor 9,A*|¥) =0 em todos os “bons” estados
fisicos. Mas 1sso nao funcionara também. Novamente temos uma condi¢ao muito forte, por

exemplo, suponha que decomponha-mos A,(r) = Alf (r) + A/ (r) com

A_(I')ZJ L — 3 ef(palfe™®r (2.35)

g Qn?\2pl &P '
d’p 1 S ,

A+ — J - A A,—ipT 236

0= | G mgeﬂ(pmpe (2.36)

Entao no vacuo A/;" |0) = 0 automaticamente, mas 0*A; |0) # 0. Entdao, nem o vacuo € um

estado fisico se utilizarmos 9,A*|¥) = 0 como restrigao.

* Nossa ultima tentativa sera a correta. Para manter o vacuo como um “bom” estado fisico,
podemos pedir que os estados fisicos | ¥') sao definidos como por

HAS|W) =0 (2.37)

Isso garante que (¥'|9,A*|¥) = 0, de forma que o operador d,A* tem elementos de matriz
nulos entre estados fisicos. A equagdo 2.37 é conhecida como condic¢do de Gupta-Bleuler. A
linearidade desta restri¢do significa que os estados fisicos |¥) geram um espaco de Hilbert
fisico #

Mas agora estamos livres dos estados com norma negativa de forma que #; tem produto

interno positivo definido em si? Na verdade ndo, mas estamos quase.

Consideremos uma base tal que podemos decompor qualquer elemento dessa base

como |¥) = |yy)|¢) onde |yy) contém apenas photos transversais, criados por a;’z"', e | @)
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contém os Fotons temporais criados por apT e longitudinais criados por apT. A equagao 2.37
requer que (aS* —agf)lgb) = 0. Isto significa que os estados fisicos precisam conter uma

combinagao de Fétons longitudinais e temporais. Sempre que o estado contem um Foéton
temporal de momento p, este também deve conter um Foton longitudinal de igual momento.
Em geral, |¢) serd uma combinagao linear de estados |¢,) contendo n pares de Fotons

temporais e longitudinais, de forma que podemos escrever

5= 614 2.39

n=0

onde | ¢y) =10) ¢ o vacuo. Nao ¢ dificil de ver que todos os estados restantes envolvendo
Fotons longitudinais e temporais tem norma nula ((¢,|®,,) = 8,00,,0)- Isso significa que o

produto interno em #; € positivo semi definido. Isto ¢ um avango, mas ainda temos que lidar

com todos os estados de norma 0.

A forma com que lidamos com os estados de norma 0 ¢ tratando-os como estados
equivalentes ao vacuo por uma transformacao de Gauge. Dois estados que diferem apenas
em suas componentes temporais e longitudinais |¢,), n>1 s3o ditos fisicamente
equivalentes. Nos compreendemos a simetria de Gauge da teoria classica como descendo ao
espaco de Hilbert da teoria quantica. £ claro que nio podemos dizer que dois estados sdo
fisicamente 1dénticos ao menos que estes nos deem o mesmo valor esperado para todos os

observaveis fisicos. Checamos isto através da Hamiltoniana

d3p 3
_ it i _ 0t 0
H= J 2 Ip| Zap a,—ay'ag (2.39)
i=1
A qual ¢é obtida exatamente da mesma forma que o feito no Gauge de Coulomb, substituindo
2.25 e 2.26 em 2.5, utilizando as 1.8 e 2.23 e manipulando a expressao. A restri¢ao
3 /
(apT—agT)lqﬁ) =0 nos garante que (¥ |a3TaS|‘P) = (‘P’lagTagllﬂ , de forma que as
contribuigoes das componentes temporais e longitudinais cancelam-se na Hamiltoniana. Isto
também reitera que a Hamiltoniana é definida positiva, nos deixando apenas com os Fotons
transversos, como seria de se esperar. Desta forma, a Hamiltoniana 2.39 se reduz a

Hamiltoniana 2.19.

Conclusoes

A formulacdo Lagrangiana da eletrodinamica relativistica torna explicitas propriedades da
eletrodinamica que estdo mascaradas nas equagdes de Maxwell. Junto com a formulacao
covariante, verificamos que a eletrodinamica ¢ relativistica por esséncia e obtivemos leis de
conservacao diretamente da invariancia de Gauge. Também vimos que, embora com muito
mais trabalho e argumentacao no Gauge de Lorentz, ambas as escolhas de Gauge resultam
na mesma Hamiltoniana ao aplicarmos o formalismo candnico, de forma que a

eletrodinamica quantica também se mostrou invariante por estas transformagoes de Gauge.
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