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Indutancia Mutua

Anteriormente consideramos a interacdo magnética entre dois fios que conduziam correntes
estacionarias: a corrente de um fio produzia um campo magnético que exercia uma forga
sobre a corrente de outro fio.

No entanto, quando existe uma corrente variavel em um dos circuitos, ocorre uma interagcao
adicional entre os dois circuitos.

Sejam as duas bobinas indicadas abaixo. Uma corrente circulando na bobina 1 produz um
campo magnético B e, portanto, um fluxo magnético através da bobina 2.

Quando a corrente-na bobina 1 varia, o fluxo Bobina | —~—
magneético atraves da bobina 2 também varia; de N voltas
acordo com a lei de Faraday, isso produz uma fem
na bobina 2. sendo assim, a variagéo da corrente em
um dos circuitos produz uma corrente induzida no
outro circuito.

Nesta figura uma corrente i, na bobina 1 induz um
campo magnético e algumas das linhas de campo
passam através da bobina 2.

Seja Og, o fluxo magnético através de cada espira
da bobina 2 produzido pela corrente i, na bobina 1



Indutancia Mutua

N,voltas /~ _

I

\'; Bobina 2
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O campo magnético é proporcional a i, de modo que ®g, também é
proporcional a i,.

it ] y
~HHA ./ AR
Quando i, varia, ®g, também varia e assim induz uma fem ¢, na . “(Hﬁ ‘

bobina 2 dada por: 1D
p g = —N; B2

dt
Pode-se representar a proporcionalidade entre ®g, e i; na forma N,
®g, = (constante) ;. Introduzindo uma constante de

proporcionalidade M21, chamada de indutancia mutua das duas il
bobinas, escrevemos: :
Ny@py = Myyiy

Onde ®@g, é o fluxo magnético através de uma Unica espira,da bobina 2. Portanto,
4P i
S ar T ar

E podemos escrever a fem na bobina 2 como:
diy

£ = —M
2 Zld{

A indutancia mutua definida acima pode ser escrita na forma:
N> Dpy

3

My =

Indutancia Mutua

Podemos repetir 0 raciocinio para o caso em que uma corrente ~ Bobinal

., , . Y en .. Nvoltas /~ _ N .
variavel i, na bobina 2 produz um fluxo magnético varidvel ®g; e ' (2 }303:;;52
induz uma fem &, na bobina 1. SY—— -
Neste caso teriamos a constante' M,, que, em principio, poderia ser Y

imaginada como diferente de M,,. Contudo, verifica-se na pratica . f ‘

que M,, é sempre igual a M,, e assim pode-se utilizar o simbolo M
para designar essa indutancia mutua.

Assim:
di di
S, == M— e £ = —-M—>

dt dt  fem mutuamente induzida e

Onde a indutancia mutua é:

M — szljgz _ N Dp

I ) Indutéancia muatua

A unidade de indutancia mutua, no Sl, é o henry (1H), sendo que:
IH=1Wb/A=1V-s/A=1Q-s=1J/A

Similarmente ao caso de capacitancia, 1 H é uma unidade muito grande de indutancia.
Em geral tem-se valores tipicos na casa de milihenry ou microhenry.



Bobina de Tesla: Em uma das versbées da bobina de Tesla, um solendide longo de
comprimento | e segdo reta com area A possui N, espiras enroladas de modo compacto.
Uma bobina com N, espiras & enrolada em seu centro (figura abaixo). Determine a

indutancia mutua. | / |
|

O fluxo dentro da espira 2 é exatamente o fluxo dentro da
espira 1

ol Secdo transversal A
l

By = ponyiy =

= MNPp  NBA &,uolelf_ poAN N,
E] f| fl [ !

Ny
Exemplo de Aplicagéo: voltas

[=050m,A=10cm®=10x 107 m® N, = 1000 N, = 10

(47 % 1077 Wb/A-m)(1.0 X 107> m?)(1000)(10)
B 0.50 m
=25 % 107° Wb/A =25 x 10°°H =25 uH

Indutores e Auto-Indutancia

No caso anterior consideramos dois circuitos separados: a corrente no circuito um
gera um campo magnético que origina um fluxo no segundo circuito. Se a
corrente muda no circuito um o fluxo se altera no circuito 2 e assim se tem uma
fem induzida no circuito 2.

Um efeito importante ocorre se considerarmos
apenas um circuito isolado. Quando
uma corrente esta presente, ele gera um
campo magnético que gera. um campo
magnético através do mesmo circuito.

Sendo assim, qualquer circuito conduzindo
corrente pode induzir uma fem pela variagao
de seu proprio campo magnético.

Pela Lei de Lenz sabemos que essa fem
induzida se opbe a variacdo da corrente inicial.

Sendo assim, fem auto-induzidas sdo de
grande importancia sempre que temos a
corrente variando

fem auto-induzidas ocorre em qualquer circuito pois sempre teremos algum fluxo
de campo magnético gerado em correntes de circuito fechado



Indutores e Auto-Indutancia

Essa fem auto-induzida é amplificado se no circuito tivermos uma espira com N
voltas de fio.

Como resultado de uma corrente i existe um
fluxo magnético @5 através de cada volta da
espira. Assim podemos definir a auto-
indutancia L do circuito como:

B NOD B

I Auto-indutancia

L

Usualmente, quando nao existe outros
elementos indutores no circuito, a auto-
indutancia €& simplesmente chamada de
indutancia. No Sl, a indutancia possui como
unidade o henry

ddp di
Se a corrente varia, o fluxo varia e assim, da equagéo acima: di = La
Da Lei de Faraday para uma espira de N voltas obtemos finalmente / & = —L%

O sinal negativo é equivalente a Lei de Lenz: o indutor sempre se opde a variagao de
correntes no circuito.

Indutor como elemento de Circuito

Um elemento de circuito que é projetado para ter uma indutancia em particular € denominado indutor. O

simbolo de indutor é: L3000

Pelas Leis de Kirchhoff em-um circuito fechado, mede-se as diferengas de potencial em cada elemento e

a soma algébrica total deve ser zero. O campo elétrico produzido pelas cargas andando no circuito é
conservativo e o chamamos de E_.

Dentro do' indutor, o campo magnético produzido pelas espiras criam um
campo elétrico ndo conservativo, E,. Se assumimos que a resisténcia interna
do indutor & desprezavel, & necessario.um campo também desprezavel para
mover as cargas no sistema. Assim, o campo total, E. +E, deve ser zero,
mesmo que os campos individualmente ndo sejam nulos.

Variable
No circuito ao lado tem-se uma fonte de corrente. De acordo com a lei de  source

Faraday, a integral de linha em torno do circuito € o negativo da taxa de ofemf

variacéo do fluxo pelo circuito, assim, p_ di
}£ E,-dl = —L—
dt

Como o campo ndo conservativo somente € ndo nulo dentro do indutor,

b .
— — di
E,-dl = —L—
l " i
di

b
Agora, como vimos acima  E_+ E, =0 , € assim: / E.-dl = Ld_
a 'r

Mas, esta integral nada mais é do que o potencial V,, do ponto a com respeito ao ponto b. Assim,
finalmente obtemos: di
"fc#):“/a_vbzl'a

Sendo assim existe uma queda de potencial nos terminais de um indutor associado a for¢cas conservativas.
Quando usamos as leis de Kirchhoff para analisar circuitos, a relacao acima deve ser utilizada.



Comportamento de um indutor

(a) Resistor with current { flowing from a to b:
potential drops from a to b.

a : b
. AAMA——— V, = iR>0
+ i
R

(c) Inductor with increasing current i flowing
from a to b: potential drops from a to b.

I Increasing: a’e']fdr >0
d 2 b
— O ——— V,,
+ S -

i
L

i

(b) Inductor with constant current i flowing
from a to b: no potential difference.

] ::crnstant cﬁf.-:.l': =10

—O—fm‘—-— Vap =

l.

.:f!:':I

(d) Inductar with decreasing current i flowing
from afo b: patential increases from a t@ b.
i decreasing: dfjd! <
.

= L2 > —o—-’w\—o—vﬂ —L—-r:D

l.

Indutancia de um solendide / Tordide

Solenoide longode area A.

Toroide circular de raio R.

il
e e ) J

B Mo NI
27

®=[B-dd =_b[(B)(hdr) =j“°—N1hdr
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Destes dois exemplos vemos que a indutancia pode ser escrita como a constante
de permeabilidade L, vezes uma grandeza com dimensao de comprimento:

U, =47 x107Tm/ A = py=47x10" H/m



Medium Permeability 4 [H/'m] Relative Permeability J/Ho

Mu-rmetal 2.5 %1072 20,000
Mu-retal 50,000
Permalioy 10x1072 8,000t
Electrical steel 5.0 =107 4,000
Ferrite (nickel zinc) 20=107° —80= 10| 16-640
Ferrite (rmanganese zinc) =38.0 w107 =R40
Steel .75 =107 1008 |
Nickel 125 <107 100! - 600
Platinurm 1.256 9701 x107° 1.000 265 -~
Alurminurm 1.256 66501070 1.000 022 Y —4
Air 1000000870
Yacuum 1.256 6371 x107° (g) |1 . U
Hydragen 1.256 6371 x107° {oooooogs
Sapphire 1256 6366 x 108, 0,999 999 76
Copper 1 256628010 |0:299 994

N |-
Water 1.256 G270%107° 0.399 392 J
Bismnuth A 0.999 834 i
Superconductors |DA 0 b @ |

Circuito RL

-

— O
)i Simbolo de indutor
a * b




No inicio, o indutor se opora a passagem de
corrente em decorréncia da variagao do fluxo
magnético. Isso gerara uma forga eletromotriz
induzida g;,4, ou uma queda de potencial V,:

e-V,-V, =0

dl
Vv, :LE Ve,=1IR

L£+[R:8
dt

Equacéo Diferencial de primeira ordem
com estimulo externo

\
O/v
Or
S
& S
— [z

Ligando-se a chave S com a chave S1 ainda
ligada, a fonte sera colocada em curto forgando
a parada da corrente. Isto gerard uma alteragéo
no fluxo magnético no indutor, gerando uma
fem induzida:

V4V, =0
v =1 v, =IR
dt
Lﬂ+IR=O
dt

Equacao Diferencial 'de primeira ordem
homogénea

Solucao obtida'na Carga: Crescimento da Corrente

EIR =

0632.&

&L

0.368 ¢ /L




Solucao obtida na descarga: Decaimento da Corrente

dl R M
dt °L

0.368/ R/L

Energia Armazenada no Campo Magnético

_'\N;\l »
d] .
g=IR+L— e \_
dt O{‘ b

Multiplicando por / em ambos os lados,
A energia ndo aparece como energia

Taxa com que a energia aparece térmica no indutor. Sendo assim, pela
sob a forma de energia térmica no conservacéao de energia, deve ficar
resistor, ie, poténcia dissipada no armazenada neste. Logo, esta
resistor \ equacéo indica a conservagéo da

d [ energia para circuitos RL.

cl=1"R+L]—
m/’

Este termo deve indicar a taxa
dUg/ dt com que a energia é
armazenada no campo magnético:

du, _, dI

dt dr

Taxa com que o dispositivo de fem transmite
energia para o circuito, isto é, é a poténcia
fornecida pela fonte.




Taxa de energia armazenada no
campo magnético do indutor:

Wy g4
dt dt

Pode ser reescrito como,

dU, = Lldl
Fazendo a integragao direta,

" qu. = L1dr
0 Up = .[o

1
U, = 5”2

Energia Magnética armazenada em
um indutor L transportando uma
corrente /

Solenoide longo com secéo transversal A

Tomemos um comprimento
préximo ao centro do
solenodide.

A energia armazenada nesta extensao d deve estar interiamente
dentro deste volume pois 0 campo magnetico fora é
praticamente nulo

Também, a anergia armazenada deve estar uniformemente
distribuida por todo o volume do solendide, porque o campo
magnetico é uniforme em qualquer ponto de seu interior. Assim,

w =Ys WL L
boad 82244 d24

Como obtido anteriormente,

1
gz U’ Ad - = uy = E,uonzl2

Para um solendide ideal, B = yyin

B>
21,

Densidade de energia

u Jr
B magnética

Similaridadesentre capacitancia e indutancia

Eleirfea Mergeidtion
Definigio C =gV L=Nd/i
Dimensioes C = &, > um comprimente L = gy % wm comprimento
Constantes €, = B.85 pFim Mo = 126 uHim

Armizenamenuo de energia

Densidide de anergia
Constante de tempo

L3

Ue=tcvi= 4

'
by = {eJ2)E"
77 =R

hd

L s (Npy
Uy =3Li*= ( 2;
Heg = [Iﬂ #'lr.]-B:

‘fL = UR




Circuito LC

1 | L
e L
Q max

O
S

Analogia com oscilador Massa-Mola

Energia potencial da mola < Energia eletrica no capacitor, Energia cinética da massa < Energia magnética no indutor

fup Com o capacitor completamente carregado a energia total
U do circuito esta no campo elétrico do capacitor e vale
u=0 Q,,%/2C. Neste instante a corrente é nula e ndo ha energia

7 4 = k
o JILIE Se” ]w-':-'gf:f-'_«“.f"&";r’.%‘»,’«:f'-m 1 no indutor

I g

A 4f)

i
&

. ilnlax
Com o inicio da descarga do capacitor, a energia acumulada no =1 T l
campo elétrico diminui. Ao mesmo.tempo a corrente aumenta e -

comeca a haver energia no indutor. Quando_o capacitor estiver

completamente descarregado a corrente atinge o valor maximo. o . ‘ o
I-0

4
_f_|__ ‘Q, = Agora ocorre o processo inverso. A energia que estava
i1 t1 ”'1:_ % I L =0 armazen_ada no indutor_ como ’energia magt?ética _é agora
R TII = AT .lJ transferida para o capacitor, porém com polaridade inversa a
H g L [ do inicio do processo.
(c) 1

Agora a corrente possui sentido oposto ao mostrado no item b

memu B

. e . . =41 Q=0
e a energia do capacitor é novamente transferida ao indutor. ‘ - !
—
=10
v=10 f
2 T A energia do indutor é transferida ao capacitor que agora
T A B | 9 P q g

possui polaridade igual ao item (a). O processo se repete
‘__ _H‘ indefinidamente.

x=0




Energia potencial da mola < Energia eletrica no capacitor

I:M'l:'.

Energia cinética da massa < Energia magnética no indutor

Balanco de energia

Em um termpo arbitrario t, depois da chave ter
sido fechada, o capacitor esta com uma carga
Q e o circuito com uma corrente /. Ambos os
componentes acumulam energia mas a soma
deve ser igual a energia inicial U pois nao ha
dissipacgao:

2
U=U:.+U, 9 e
2C¢ 2

Ja que admitimos nao haver resisténcia no
circuito, ndo ha dissipagao e entao a energia
total permanece constante no tempo, ou seja
du/dt = 0:

2
d_U:i Q—+1L]2 =0
dt dt\2C 2

Agora,
I:d—Q dl d(de d*0
dt dr dt\ dr ) adr
Assim,
2
oo ddo_,
C 4t dt dt
d’0 1
+—0=0
dr’ LCQ
Equacdo Diferencial de segunda

ordem homogénea e linear

Como Resolver?




Da resolucao da equacao diferecial,

0=0, cos(wt+5)

Onde Qm é a carga maxima do capacitor e a
frequencia angular o é dada por

A corrente sera dada por

I= a0 _ —wQ, sin(wr +6)

ot

Como obter o dngulo de fase 6 ?

—>Condicoes de contorno!!!

Inicio: Capacitor totalmente carregado. Sendo
assim em t=0, I=0 e Q=Qm. Fazendo I=0 e t=0
em na equacéo anterior, temos

0=-wQ, sin(5)
Ou seja, 8=0.

Isto também é coerente com a segunda
condicao, Q=Qm em t=0.

Assim a variacdo da carga e da corrente seréo:

0=0, cos(a)t)

[ =-wQ, sinwt =1, sinwt

Q
Qmax\ /i\ /R |
VY

|

|

|
|
|
I
|

|

|

|

Como fica a energia?

2
U=U.+U, =2Q—C+%L12

; LI} .
U=U.+U, =2Q—gcos2 a)t+7’"s1n2 ot

U é constante. Logo, para t=0

o)

2C
Similarmente, para ot = /2
LI’
T2
Logo,
0, _ LI,
20 2

max

|
[
[
Imax — T T {_ :
I [
I [
4
0 T T 37T/ 2T
E podemos reescrever U como,
2 2
U= &(cosz wt +sin” a)t)z O _ cte
2C 2C
U
U = g ct U,
|
| 2
| max
| 20
|
| t
|
|
|
|
i
|
l Ik
|
|




Simulacao circuito LC

—o(/é :

Ug = stored magnetic potential @nergyin the inductor

=0

e —————
Ug Us
||||I|P'.‘"Y|I||||I||II||II|!|5gop






