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Expansdo em fracoes parciais

Suponha a seguinte funcao de transferéncia:

H;zl (s+z)

C) =7 s+ 205+ p)””

onei=1,...,ge n=q+r. Aexpansao em fracoes
parciais de G(s) pode ser escrita como:

i KA A A
S (s+p) (s+pm) (s+pm)? 7 (s+pm)"

Newton Maruyama O Papel dos Pélos e Zeros



Expansdo em fracoes parciais

onde:
Ki= (s+p)G(S)|
A =[5+ pm) G|,
d p
Ar—] = %[(S‘*‘pm) C(S)] s:fpm’
1 d°
Ar—2 = 2'd 2[(S+pm) C(S)] Sz_pm’
1 drﬁ ,
e LR RO
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Expansdo em fracoes parciais

A funcdao no dominio do tempo pode ser escrita
como:

q
g(t) = > Kiexp ™" +A exp "' +Aytexp P + (1)
i=1

..+ At Texp Pt
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Expansdo em fracoes parciais

Polos e zeros

A seguir, uma definicao formal para pélos e zeros é
estabelecida.

numero real ou complexo finito A tal que
|G(A)| = oo.

numero real ou complexo finito A tal que |G(A)| = 0.
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Expansdo em fracoes parciais

Um primeiro questionamento de ordem tedrica que
pode ser feito é se todas as raizes do polindmio
D(s) sao polos de G(s).

Considere a seguinte funcao de transferéncia:

_ N(s)  2(s?+3s°-s5-3)

G =5 T G-+ 2 s+ 1)
Para A = —2 temos:
G(-2) = g = 00,
Portanto, A = —2 é um po6lo e também A = -2 é uma

raiz de D(s). Agora vamos fazer A = 1, dessa forma:




Expansdo em fracoes parciais

Entretanto, utilizando a regra de L’Hépital !

obtemos:
N(s) N’ (s)
“O=55 "Dl
B 2(3s2+6s5—1)
 5s*+ 1683+ 1252 —4s—-5|__ "~
= E + 00,
24

= & um poélo de G(s).

'A regra de L’ Hopltal pode ser utilizada quando existe uma
indeterminacdo do tipo limy_, gii) = 8. Dado f(x) e g(x)
funcoes diferenciaveis e g'(p) + 0 entao:

fim LX) _ iy L0 @)
x=pg(x) x=rg(x)
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Expansdo em fracoes parciais

Portanto, nem toda raiz de D(s) € um pélo de G(s)
No exemplo acima, o fato se deve ao fato que N(s) e
D(s) possuem um fator comum. Na verdade, a
funcao de transferéncia pode ser escrita como:

2(s+3)(s—1)(s+1)  2(s+3)
(s—1(s+2)(s+1)3 (s+2)(s+1)2

( ) tem um zero em s = —3 e trés polos:
=-2,-1,-1.
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Expansdo em fracoes parciais

Através deste exemplo, concluimos que se os
polindbmios N(s) e D(s) nao possuem fatores
comums, entao todas as raizes de N(s) e D(s) sao
respectivamente zeros e poélos de G(s).

Se N(s) e D(s) nao possuem um fator comum eles
sao denominados co-primos e G(s) é denominado
irredutivel.
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Resposta a estado-zero

Resposta a estado-zero

A resposta a estado-zero é estabelecida pela
seguinte equacao:

Y(s) = G(s)U(s). (3)

Computa-se inicialmente a transformada de Laplace
de u(t), U(s), e posteriomente podemos obter Y(s).
Uma expansao em fracoes parciais de Y(s) pode
facilmente levar a transformada de Laplace inversa
para obtencado da resposta do sistema no dominio
do tempo y(t).

A seguir sao apresentados alguns exemplos.
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Resposta a estado-zero

Exemplo 1

Dado o sistema

B 3s—1
C(s+1)(s+2)

G(s)

calcular a resposta para um entrada a degrau
unitario u(t) = 1 parat > 0.
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Resposta a estado-zero

Podemos escrever Y(s) como:

3s—1

1
Y(9) = eV = =52y s
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Resposta a estado-zero

A expansao em fracoes parciais pode ser

representada comao.
35— 1 K] Kz K3
) = TG s e TGty

onde os coeficientes podem ser calculados como:

Ki = Y(5)(5+1) e = % - % _ 4,
Ko = Y($)(5+1) sz = % -

Tz =35
K3 = Y(5)S|s-0 = <s+31s>§s]+ 5= % = -0.5.
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Resposta a estado-zero

Y(s) pode entao ser representada como:

o 3s-1 4 . -35 05
S (s+1)(s+2)s (s+1)  (s+2) s '

A resposta no tempo pode entdo ser calculada
como:

y(t) =  4exp 3.5 exp‘“j — 0.5
Devido aos pélos de G(s) Devido ao pdlo de U(s)
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Resposta a estado-zero

Podemos observar através do Exemplo Anterior que
0s termos relativos aos polos do sistema podem ser
divididos em duas partes, uma relativa aos polos do
sistema G(s) e um relativo ao po6lo de U(s).

A resposta deste sistema poderia ser escrita
genericamente como:

y(t) = Ky exp ' +K, exp =2t + (4)
termos devidos aos polos de U(s).
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Resposta a estado-zero

Uma questao importante é que dependendo de u(t),
os polos de G(s) podem nao ser excitados. O
exemplo a seguir ilustra esta questao.
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Resposta a estado-zero

Exemplo 2

Considere por exemplo U(s) = s+ 1. Neste caso,

3s—1
Y(s) = G(s)U(s) = (s+1)(s+2)(s+])’
S 3s-1 3(s+2)-7 . 7
T (s+2)  (s+2) (s+2)°

O que implica em:

y(t) = 36(t) — 7exp 2.
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Resposta a estado-zero

Exemplo 3

Vamos supor agora que:

u(t) = ]§ + Eexp—3t,

3
A transformada de Laplace é dada por:
o (s+1)
Uls) = s(s+3)’
dessa forma,
3s—1 s+ 1 3s—1
Y(s) = =
(s+2)(s+1)s(s+3) (s+2)(s+3)s
7 10 1

2(s+2) 3(s+3) 65



Resposta a estado-zero

A resposta do sistema no dominio do tempo y(t) é
dada por:

7 5. 10 1
t) = —exp l——exp 3t ——.
y(t) > exp 3 exp 6
Neste exemplo, é possivel observar que a excitacao
ou nao do pdélo depende se U(s) possui um zero
para cancela-lo.
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polo real negativo s = —o

@ Funcao de transferéncia:

kK
(s+0)°

@ Resposta no tempo:

Kexp~“t,
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura 1 ilustra a localizacdao do poélo e a resposta
impulsiva para o sistema:

Polo Real Negativo Polo Real Negativo

1 1
0.8 0.9
0.6 0.8
0.4 0.7
0.2 0.6
g o0 gos
-0.2 0.4
-0.4 0.3
-0.6 0.2
-0.8 0.1

L 2s 2 15 4 % 1 2 3

o Tempo (seg)

Newton Maruyama O Papel dos Pélos e Zeros



Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polo real positivo s = +0

@ Funcao de transferéncia:

k-
(s—o)

@ Resposta no tempo:

K exp?!.
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:

1

G(S) = m

Polo Real Positivo Polo Real Positivo

1 11
0.8 10
0.6 9
0.4 8
0.2 7
s o g6
-0.2 5
-0.4 4
-0.6 3
-0.8 2

15 2 25 3 Y 05 1 15

o Tempo (seg)
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polos complexos conjugados com
parte real negativa s = -0 = jw

@ Funcao de transferéncia:
K; N Ki
(s+0 —jw) (s+0+jw)

Onde K,' - ,'t] .
@ Resposta no tempo:

Kiexp™ 77O+ Ky exp (T,
Aexp Isin(wt + ®).
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:

G(s) = ]

(s— 0.5 —j3.1225)(s — 0.5 + j3.1225)

Polos Complexos Conjugados Estaveis Polos Complexos Conjugados Estaveis
4 0.3

3 0.25
0.2
2
0.15
1 0.1
2 0 g o005
-1 0
-0.05
-2
-0.1
= -0.15
4 i i i -0.2 . -
-15 -1 -0.5 0 0.5 0 5 10 15
c Tempo (seg)
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polos complexos conjugados com
parte real positiva s = +0 + jw

@ Funcao de transferéncia:
Ki N Ki
(s—0—jw) (s—0+jw)
Onde K,' - ,'t] .
@ Resposta no tempo:

Kiexp™ 7O 1K,y expmCTHO
Aexp?tsin(wt + ®).
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:

G(s) = ]

(s— 0.5 —j3.1225)(s — 0.5 + j3.1225)

Polos Complexos Ci I Polos Cc Conjugados Instaveis
4 80
3 60
40
2
20
! 0
g o0 £ -20
1 -40
-60
-2
-80
-3 -100
-4 i i i -120 i i
-0.5 0 0.5 1 15 0 5 10 15
c Tempo (seg)
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polos reais negativos com
multiplicidade 2 s = —0o

@ Funcao de transferéncia:

Ki K
(s+0) (s+0)%

@ Resposta no tempo:

Kiexp 7' +K . texp 7",
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:

1

C) = TG

Polos reais multiplos s=-1, s=-2 (m=2) Polos reais multiplos s=-1, s=-2 (m=2)
1 0.12

0.8
0.1

0.6

0.4
0.08

0.2
2 o0 £ 0.06

-0.2
0.04

-0.4

-0.6
0.02

-0.8
-1 0

-2 -15 -1 0 5 10 15
c Tempo (seg)
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polos imaginarios s = +jw

@ Funcao de transferéncia:

ki N Kii1
s—jw  s+jw’

Onde K,‘ = ,'t] .
@ Resposta no tempo:

Ki exp/®t + Kiq exp™®t, (5)
Asin(wt + ®).
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:

G(s) ]

T (s—j2)(s+j2)

Polos imaginarios s=-j2,+j2 Polos imaginarios s=-j2, +j2
0.5
15 04
0.3
1
0.2
0.5 01
2 o0 g o
-05 ot
-0.2
-1
-0.3
-15 04
- i & i ~05 i i
-1 -0.5 0 0.5 1 0 5 10 15
c Tempo (seg)
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

Polos imaginarios duplos s = +jw

@ Funcao de transferéncia:

K —
(82 + w?)?
K —
(s+jw)?(s— jw)?
Kq K> Ks K

+ + + .
(s+jw) (s+jw)? (s—jw) (s—jw)?
@ Resposta no tempo:

g(t) = A;sin(wt+ &) + Axtsin(wt + ®,).
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Pélos e suas caracteristicas no dominio do tempo

A figura ilustra a localizacao do polo e a resposta
impulsiva para o sistema:
1

S = G

Polos imag. multiplos s==j2, +j2 (m=2)  Polos imag. multiplos s=-j2, +j2 (m=2)
2 15

15
1
1
0.5
0.5
g o g o
-05
-0.5
-1
-1
-15
- ; i ; -15 i i
-1 -0.5 0 0.5 1 0 5 10 15
c Tempo (seg)
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O efeito dos zeros

O efeito dos zeros

O efeito dos zeros sobre a resposta do sistema é
mais dificil de ser inferido.

Apesar da localizacao dos polos determinar a
natureza dos modos do sistema, € a localizacao dos
zeros que determina a proporcdo que os modos sao
combinados.

Estas combinacdes podem fazer com que os
resultados sejam bastante diferentes quando
comparados com os modos individuais relativos a
cada polo.
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O efeito dos zeros

Da mesma forma como nos pélos, também
podemos definir zeros rapidos e zeros lentos. Zeros
rapidos sao aqueles que estao bastante afastados
em relacdao ao eixo imaginario quando comparado
com os p6los dominantes.

Por outro lado, zeros lentos sao aqueles que estao
bem mais proximos do eixo imaginario do que os
polos dominantes.

Newton Maruyama O Papel dos Pélos e Zeros



O efeito dos zeros

Para ilustrar a influéncia dos zeros na resposta do
sistema a resposta a degrau de varios sistemas com
polos iguais mas com zeros diferentes sao
comparados.

Os sistemas definidos pelas funcoes de
transferéncia G;(s), Gy(s), G3(s) e G4(s) e suas
respectivas expansoes em fracdes parciais podem
ser observados na Tabela. A expansao em fracoes
parciais de qualquer um desses sistemas pode ser
representada por:

K o Kk K K
(s+1) (s+1+j) (s+1-j) s’

Y(s) =
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O efeito dos zeros

Ki K2 K3 Ka
Gi(s) = (S+1>(s+12+j><s+1—j> -2 | 0.5+0.5 | 0.5-/0.5 | 1
Go(S) = rpyete 0 12 [ 1.5 jo5 | ~1.5-j0.5 | 1
Gs(s) = meriageT | 6| 25+j0.5 | 25-/05 | 1
Gels) = o0 Ty [ 5 jas | 5 jas |
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O efeito dos zeros

Resposta a degrau de G, G, G, G,
25 T T T T

y@®

-1 i i i i i
0 1 2 3 4 5 6

tempo (seg)

Figura: Respostas a degrau.
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O efeito dos zeros

Considere, por exemplo, a seguinte funcao de
transferéncia:

—s+c
c(s+1)(0.55s+1)°

H(s) =

Nesse sistema é possivel verificar a variacao da
resposta y(t) através da variacao do parametro ¢
sem a mudanca dos valores dos pélos e do ganho
do sistema.
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O efeito dos zeros

Os dois modos naturais do sistema sao
representados por, exp~'t e exp~?!, que sdo
relacionados aos polos —1 e —2 respectivamente.
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O efeito dos zeros

O efeito do primeiro modo natural exp~'t pode
gradativamente ser anulado a medida que ¢ — —1.
O mesmo acontece para exp 2! quando ¢ — —2.
Uma situacdao mais geral, pode ser observada na
Figura onde é apresentado a resposta a degrau do
sistema H(s) considerando
c=-0.1,0.1,-0.25,0.25,-10,10.
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O efeito dos zeros

Pode ser observado que, para um zero rapido, por
exemplo |c| > 1, ndao existe um impacto
significativo na resposta transitoria. Quando o zero
é lento e estavel o sistema possui sobresinal
significativo.

Quando o zero € lento e instavel entao o sistema
exibe um undershoot significativo.
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O efeito dos zeros

Respostas a degrau de H(s) para c=-0.1, 0.1, -0.25, 0.25, -10, 10

c=-10

— — — data6

-6 i i i i i
0 1 2 3 4 5 6
tempo (seg)

Figura: Respostas a degrau do sistema H(s) para
diferentes valores de c.
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