Introducao ao Processamento de Sinais Digitais

Notas de aula sobre filtros recursivos

Estas notas de aula correspondem a uma parte da matéria do curso que nao estd no livro
“Discrete Fourier Analysis and Wavelets: Applications to Signal and Image Processing” de S. Allen
Broughton e Kurt M. Bryan. Mais informacoes sobre filtros recursivos 1D podem ser obtidas nos
livros “Discrete-Time Signal Processing” de Alan. V. Oppenheim e Ronald W. Schafer e “Digital
Filters” de R. W. Hamming, e sobre filtros recursivos 2D nos livros “Multidimensional Signal, Image
and Video Processing and Coding” de John W. Woods e “Two-Dimensional Signal and Image
Processing” de Jae S. Lim.

1 Introducao

No capitulo 4 do livro vimos alguns exemplos de filtros da forma
y=xx*xh

onde h : I — C era definida em um conjunto finito I C Z , sendo que a expressao acima era

equivalente a
y(n) =D hi)z(n —1).
iel
Tais filtros s@o conhecidos como FIR (Finite Impulse Response).

Sei >0, Vi € I ofiltro é chamado de causal, pois a saida (presente) y(n) s6 depende de entradas
x(n—1i) (do passado). Esta propriedade é relevante por exemplo no processamento em tempo-real de
um stream, pois a causalidade garante que a saida do instante n pode ser calculada imediatamente
quando a entrada z(n) estiver disponivel, sem a necessidade de esperar por outros dados. A laténcia
do filtro neste caso sera apenas aquela relativa ao calculo da expressao de convolugao, chamada de
laténcia algoritmica; dependendo do comprimento da resposta impulsiva A a laténcia algoritmica
pode nao ser desprezivel.

Filtros FIR nao-causais também podem ser processados em tempo-real, desde que se aguarde
até a disponibilidade dos dados necessarios para o calculo da equacao do filtro, o que introduz uma
laténcia relativa a transmissao dos dados. Por exemplo, se uma equagao do filtro para y(n) depende
do valor futuro z(n + 10), bastaria definir o filtro com um atraso de A = 10, através da férmula

() = y(n = ) = S h(i)a(n - A — i)
iel
Observe que se 1 + A > 0, Vi € I, entao o filtro ¢ é causal.

Em processamento de imagens o mais usual é termos acesso a todos os dados de entrada simulta-
neamente, e neste caso a causalidade nao é uma propriedade relevante. No entanto, na transmissao
e processamento de imagens muito grandes esta propriedade pode se tornar importante, e um filtro
serd causal se utilizar na expressao de y(n, m) apenas pixels anteriores a entrada z(n, m) no stream;
no caso de uma varredura por linhas isso representaria os pixels z(n — ¢,m — j) onde i < 0 ou
1=0A7<0.

Se na equacao de convolugao y = x * h a resposta impulsiva h possui duracao infinita, entao
o filtro é dito IIR (Infinite Impulse Response). Neste caso, a teoria desenvolvida para sinais de
tempo infinito e discreto mas com energia finita, correspondentes ao espaco L*(Z ), serd bastante
util para caracterizar a operacao destes filtros e nos permitir entender as modificacoes feitas no sinal
de entrada a partir de sua representagao como soma de sinais senoidais.



2 Filtros recursivos 1D

Conforme veremos nesta secao, é possivel construir filtros com resposta impulsiva infinita e que sao
computaveis em tempo finito. Vejamos inicialmente um exemplo.

Exemplo: Considere a equacao
y(n) = z(n) + Ky(n — 1),

onde K é uma constante. Esta equagao possui no lado direito um termo y(n — 1), que
reutiliza uma saida computada anteriormente. Termos da forma y(n — i) sao chamados
de termos de feedback, e sua utilizacao depende da definicao de condig¢oes de contorno.
Um exemplo de condicao de contorno que torna a expressao acima bem-definida para
qualquer n > 0éy(n) =0, ¥n < 0; ou seja, y(0) serd definido neste caso como x(0)+K-0,
e as demais saidas serao computadas normalmente de acordo com a férmula. Observe

que se a entrada é um impulso discreto

1, sen =0,

o(n) :{ 0, cc

entdo a saida serd a resposta impulsiva do filtro h(n), que neste caso sera definida pela
sequéncia h(0) = 1, h(1) = K, h(2) = K?, ..., ou seja, h(n) = K" paran > 0. A
transformada z de h(n) é por definigao

H(z) = i h(n)z™" = i K"z

n=—oo n=—oo

quando a série acima convergir (ou seja, quando |Kz7!| < 1), seu valor serd dado por
H(z) = 1. Fazendo z = ¢/ para f € [—1,+3] temos a transformada de Fourier
de tempo discreto de h(n), que no caso dos filtros FIR representava a resposta em
frequéncia do filtro (veremos que neste caso isso também é verdade). Os graficos abaixo

ilustram estas fungoes quando K = 0.8 e K = —0.9. Podemos ver que K = 0.8 produz
um filtro passa-baixas, enquanto K = —0.9 produz um filtro passa-altas.
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Uma observagao sobre a nomenclatura: embora teoricamente seja possivel definir um filtro
a partir de uma equagao de convolugao com um sinal h € L*(Z ) qualquer, o termo filtro IIR é
frequentemente usado como sinénimo para filtro recursivo, porque na pratica s interessa usar filtros



de resposta impulsiva infinita quando eles possuem uma representacao recursiva finita; no entanto,
nem toda equacao recursiva produz uma resposta ao impulso necessariamente de duracao infinita.
Por exemplo, a equacao y(n) = z(n)+x(n—1)—y(n—1) com a condi¢ao de contorno y(n) = 0 para
n < 0 produz como resposta ao impulso a sequéncia h = (1,0,0,0,....), ou seja, a entrada é igual
a saida, e possui duracao finita. Este filtro na realidade é um FIR, e uma representacao equivalente
para ele é y(n) = x(n), como veremos mais a frente.

Nosso primeiro objetivo sera estabelecer que as equagoes recursivas acima de fato produzem
filtros lineares que podem ser expressos através de uma equacgao de convolugao y = x * h, onde h ¢é
uma resposta impulsiva (usualmente) infinita. Tal equagao de convolugdo, embora nao muito ttil
do ponto de vista computacional, fornece uma interpretacao do filtro bastante 1til, pois permite
aproveitar a teoria desenvolvida para sequéncias infinitas em L?(Z ) e assim entender a acao do
filtro a partir da representagdo espectral (DTFT) dos sinais envolvidos, através do teorema da
convolugao (Y=XH). Em seguida vamos ver como determinar as respostas em frequéncia destes
filtros diretamente a partir da equacao do filtro, sem necessariamente computar a resposta impulsiva
h como fizemos no exemplo acima.

2.1 Propriedades dos filtros recursivos

Considere a equagao geral de um filtro recursivo, dada por

y(n) = aw(n —i) = _ biy(n —j),
iel jeJ
onde I,J C Z sao conjuntos finitos. O sinal negativo na frente da segunda somatéria é apenas
uma convencao, cuja finalidade ficara clara em breve.

A primeira e mais importante propriedade dos filtros recursivos ¢é a linearidade, o que pode nao
ser imediatamente 6bvio devido aos termos de feedback na equacao. No entanto, considere que y(n)
é a saida correspondente a entrada x(n) e que z(n) é a saida correspondente a entrada w(n) usando
a mesma equagao do filtro, ou seja z(n) = Y a;w(n —i) — > b;z(n — j), e considere dois escalares

iel j€J
a e 3 quaisquer. Entao, somando as duas equacoes acima multiplicadas por « e 8 respectivamente,
teremos

ay(n)+ Bz(n) = « z;ai:c(n — ) — Z]bjy(n -0 +8 Z;aiw(n — i) — Zjbjz(n — )
~ Y wlan(n—i) + Buln - )] = b layln - ) + Ax(n ).

Definindo v(n) = ay(n) + 5z(n) podemos re-escrever a equagao acima como

v(n) = Zai l[ax(n — i) + fw(n —i)] — Z bjv(n — j),

il jeJ

o que equivale a dizer que a saida do filtro para a entrada ax+pw é o sinal v definido por v = ay+pSz.
Em outras palavras, se denotarmos por F(z) a saida do filtro a uma entrada qualquer z, podemos
expressar a propriedade acima como

Flax + pw) = aF (x) + BF (w).

Outra propriedade importante é a chamada invariancia por translacao no tempo: em termos
informais isso significa que se a entrada é atrasada ou adiantada em A amostras, entao a saida



serd atrasada ou adiantada correspondentemente. A verificagao é simples: seja y a saida do filtro

correspondente a z, e defina w(n) = z(n — A) (ou seja, w é x atrasado em A amostras, pois

w(A) = z(0)). Pela equacao do filtro, teremos y(n) = > a;z(n — i) — Y _ bjy(n — j); substituindo
il jed

n por n — A teremos

yn—A) = Y ax(n—A—i) = biy(n —A—j)

i€l jeJ
= Y aw(n—1i)—> biy(n—A—j).
i€l jed

Definindo z(n) = y(n — A) e substituindo na expressdo acima, teremos z(n) = > aw(n — i) —
i€l
Z bjz(n—j), que é a mesma equacao do filtro relacionando a entrada w com a saida z. Em outras
jeJ
palavras, [F(z)] (n — A) = y(n — A) = z(n) para todo n € Z , ou seja, F(w) = z. Quando nado
houver ambiguidade, vamos adotar a notagao simplificada F(z(n)) ao invés de [F(z)] (n).
As duas propriedades acima permitem enunciar o seguinte resultado:

Teorema: Seja F o filtro recursivo definido pela equagao

y(n) = Zaix(n —1i) — Z biy(n —7)

iel jed

1, sen =0,

e h a resposta deste filtro ao impulso discreto d(n) = { 0. cc

Entao
y=xxh

e consequentemente as DTFTs satisfazem Y (f) = X(f)H(f) e as transformadas z
satisfazem Y (z) = X (2)H(z).

Prova: Pela defini¢cao da resposta impulsiva, temos F(0) = h, e pela propriedade da
invariancia por translagao, temos que F(6(n — k)) = h(in — k), Vn € Z . O sinal de

entrada pode ser escrito alternativamente como x(n) = > x(k)d(n—Fk), pois esta soma
k=—o0

se reduz a uma Unica parcela quando d(n — k) =1, ou seja, quando k = n. Aplicando a

linearidade na equacdao anterior, temos

y(n) = Flz(n))

= F (ki x(k)d(n — /{:))

= Y «(BFG0 k)
= 3 aWhtn - B)

k=—o0

ou seja, y = x *x h. As demais afirmacoes sao consequéncia dos teoremas 4.5.1 e 4.5.2
do lwvro.



2.2 Resposta em frequéncia dos filtros recursivos

Nosso proximo objetivo é escrever a resposta em frequeéncia diretamente a partir da equacao do
filtro recursivo. A propriedade da transformada z a seguir serd imensamente tutil.

Propriedade da translagao no tempo: Seja w(n) = x(n — A) e X(z) a transformada z
de z(n). Entdo a transformada z de w(n) sera

W(z) = 272X (2).

[e.9] o0

Verificacao: W(z) = Y w(n)z™" = > z(n—A)z™". Fazendo m =n — A teremos
W(z)= > a(m)z ™) =272 3" g(m)z™™ = 2"2X(2).

Voltando a equagao do filtro recursivo y(n) = Z a;x(n —1i) — Z bjy(n — j), podemos aplicar a
iel jet
definicao da transformada z aos dois lados da expressao, utilizando a propriedade da linearidade da
transformada e a propriedade da translagao no tempo:

Y(2) => aiz7'X(2) = Y _bz7Y(2).

i€l jeJ

Agrupando os termos com Y (z) do lado esquerdo teremos

1 + Z ij_j

jedJ

Y(z) = [Z aiz_i] X(2)

icl

ou equivalentemente, sempre que X(z) # 0 e

1 +ijzj] # 0, e ja usando o fato de que
jet

Z aiz’i

_ Y(z2) el
EPICINTS S

Esta expressao é chamada de funcao de transferéncia, e sua restricao aos valores z = €™/ é a
resposta em frequéncia do filtro recursivo. A forma do denominador com o sinal positivo na frente
da somatoria é a razao da convencao sobre o sinal negativo na equacao do filtro.

Retomando o exemplo do filtro cuja equagao ¢ y(n) = z(n)+x(n—1) —y(n—1), com a condi¢ao
de contorno y(n) = 0 para n < 0, temos que sua fungao de transferéncia é

B 14271

HE) =1

que é equivalente a H(z) = 1, Vz # 1 (sendo que o limite da expressao acima para z — 1 também é
1); esta ultima funcao de transferéncia corresponde exatamente ao filtro cuja equagao é y(n) = z(n).
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Exemplo O exemplo a seguir visa mostrar que o conjunto de indices J poderia conter
indices negativos', correspondentes a termos de feedback do futuro, sem levar a uma
contradicao ou a uma impossibilidade de cdlculo. Considere a equacao

1 1
y(n) = 2(n) + Zy(n — 1) + Sy(n+ 1),
Deve ser facil ver que apenas definir uma condigao de contorno como y(n) =0, Vn <0
nao resolve o problema de como calcular y(0) sem conhecer y(1). Para ver como isso
seria possivel, vamos calcular a fungao de transferéncia deste filtro:

_1 -1 _1,-2°
5 T2 2

Esta ultima ¢ a funcao de transferéncia que corresponde ao filtro

1

—ig](n) =z(n—1)—gn—-1)— ;?)(n —2),

ou equivalentemente
g(n) =—2x(n—1)+2y(n—1) —gy(n —2).
Observe que esta expressao é analoga a expressao original isolando o termo y(n + 1) :
y(n+ 1) = —2a(n) + 2y(n) — y(n — 1),

e se torna idéntica fazendo m = n+1, de onde se pode concluir que g(n) = y(n), ou seja,
o filtro original é equivalente a ¢, cuja féormula é computavel a partir do conhecimento
da entrada e das saidas anteriores.

2.3 Polos e zeros de filtros recursivos

A fungao de transferéncia de um filtro pode ser caracterizada equivalentemente pelas raizes (zeros)
dos polindmios na varidvel z~!

P(z) =) a;z"" e Q(z) =1+ bjz7".

iel jeJ

As raizes de P(z) sao chamadas de zeros do filtro, e as raizes de @)(z) sao chamadas de polos
do filtro. E facil ver que a funcao de transferéncia se anula nos zeros do filtro, ao passo que ela
normalmente nao esta definida nos polos, pois o denominador se anula. Nas vizinhangas de um polo
é de se esperar que a fungao de transferéncia tenda a +0o (embora isso nem sempre acontega, como
veremos a seguir).

Lobserve que o conjunto de indices I pode conter indices negativos, o que j& foi visto no inicio do texto quando
falamos de filtros causais e ndo-causais



Um polinémio de grau N em € sempre possui N raizes em €, e quando os coeficientes do
polin6émio sao reais (como é 0 nosso caso, pois a;, b; € IR) entdo suas raizes sao ou reais ou em pares

complexo-conjugados. Isso é facil de verificar, pois se z satisfaz Z a;z"" =0, entdo
i€l
=0 = - — TTe—l — =1
0=0= Zaiz@ ;27 = a;z ",
iel iel iel

ou seja, z também serd raiz do polinémio.
Mais ainda, todo polinomio em € pode ser fatorado deixando evidentes suas raizes. No caso da
funcao de transferéncia isso corresponde a representacao

H(]_ — ZiZ_l)
H(z) = aolzl :

10 -P=)

J=1

onde 21, 2o, ...,2y sa0 os zeros € Py, P, ..., Py sao os polos do filtro, e o coeficiente ag é o termo
independente do polinomio P(z) (o termo independente de Q(z) é 1). Observe que se um polo é
idéntico a um zero entao os termos correspondentes das produtérias acima se anulam, e esse é o
unico caso em que a fungao de transferéncia pode estar definida exatamente em cima de um polo
(para todos os efeitos préticos este polo e o zero coincidentes deixam de existir).

Podemos determinar a resposta em frequéncia de um filtro recursivo posicionando polos e zeros
no plano complexo, criando regides de ressonancia (polos) e anti-ressonancia (zeros) préximas a
frequéncias que desejamos atingir. Isso tem relagao com o fato de que uma componente senoidal de
frequéncia f, correspondente ao ponto z = €™ no circulo unitario, responde ao filtro na proporcao
direta da distancia de z a cada um dos zeros, e na proporc¢ao inversa da distancia de z a cada um
dos polos, pois

N N
aoH (1—Ziz™) II11-2zz="
HE) = |5 = Jaol
[Ta-pPz" II1L— Pz
Jj=1 j=1
N
H|zlez—Zi] — H\z
= |ao| 5+ = |aol—;
- 2ol — P
H|271HZ—.P]‘| ’ ‘H]_1| J‘
j=1

N

= ol
M

I11z— P
j=1

sendo a tltima passagem valida sempre que |z| = 1, o que é verdade para os pontos z = e*™/ de
interesse da DTFT.



Exemplo: Vamos projetar um filtro para enfatizar a frequéncia f = i (metade da
frequéncia de Nyquist) usando um par complex-conjugado de polos em z = Ke™/2 e
z = Ke™? (com |K| < 1), e eliminar as frequéncias correspondentes a f = &t e f =%

usando zeros em z = e'™/3 e /3 ¢27/3 o=i27/3 conforme o diagrama abaixo:

Isso corresponde a funcao de transferéncia

H( ) (1 _ 61’71’/32,71)(1 _ efiﬂ/?)zfl)(l _ 61'27r/3271)(1 _ 672’277/3271)
z = - -
(1 — Keim/2271)(1 — Keim/2271)

2cos(m/3)=1 2cos(2mw/3)=—1

1— (eiﬂ'/?) + e*iﬂ/‘g)) »—1 + 52 1— (eiQﬂ'/B + €7i27r/3) »—1 + »—2

1 — K (e™? 4 e7™/2) 21 4 K272

2 cos(m/2)=0

(1—zt+22)1+2z1+27?)
14+ K?2272

1427242714
14+ K272 7

o que pode ser realizado pelo filtro cuja equagao é
y(n) = x(n) + z(n — 2) + x(n — 4) — K?y(n — 2).

Os graficos abaixo mostram a resposta impulsiva e a resposta em frequéncia deste filtro,
para K = 0.9.




2.4 Decomposicao de filtros

Considere um filtro recursivo com N zeros e M polos, sendo N; zeros reais Zk, Zg, ..., Zn" e

N, = &= N1 pares de zeros complexo-conjugados Z¢ , Zc v 282, 787, e analogamente Ml polos

reais P, P,R, PR e My = M= Ml pares de polos complexo-conjugados Pg, P, ..., P, P2, A
funcao de transferéncia sera

H(l Zzh) H(l — Z¢ 2 H(1 Z¢ 21
H(z) = aol;hl 21\2 —
[0 - P IO - R0 = R

Observe que a expressao acima pode ser re-escrita como

_aOHH,RHHC HH H{E',

J=1
Hg(z) =1 - Zgz™", He () = (1= Zgz ") (1= Zg=™),
77 (2) = —L 7 (%) = 1
Hi(2) = 1-Plz=17 He () (1-Plz=1)(1-Plz—1)’

que sao filtros de 1 zero, 2 zeros, 1 polo e 2 polos, respectivamente. Observando que

(1= Zg=Y(1=Zg=7Y) = 1= (Ze + Z)= " + Zg 22
= 1—2cos(arg(Zg))z "t + | Z¢ |22
= 1—2real(Z¢ )z + | Z¢ 2272,

e fazendo a conta andloga para os polos, teremos que os filtros Hys, He H ﬂ% e PN[% correspondem as
equacoes de filtro abaixo:

Hpg : y(n) = x(n) - Zgz(n - 1),
Hg o y(n) = x(n) —2real(Zg Jx(n — 1) + | Zg [fx(n - 2),
Al ) = o(n) - Phy(n—1),
HY - y(n) = x(n)+ 2real(PL)y(n —1) — |PL*y(n — 2).

Esta decomposicao da funcao de transferéncia de um filtro recursivo qualquer, aliada ao teorema
da convoluc¢ao, nos permite concluir que um filtro recursivo sempre pode ser decomposto como uma
cadeia em série de filtros mais simples, contando com apenas 1 ou 2 zeros ou 1 ou 2 polos. No
dominio do tempo isso Corresponde a uma sequéncia de convolugoes do sinal original por cada uma
das respostas impulsivas hi, h h e hj dos filtros acima. Observe mais uma vez que, se Z* = P7,
entdo os filtros H' e HI anulam 0 efelto um do outro.

3 Filtros recursivos 2D

Para imagens em L*(Z xZ ) temos as mesmas propriedades que vimos na extensao da teoria de cy
para L?(Z ), sendo as demonstragoes extremamente parecidas, porém envolvendo duas somatérias

9



oo [ee]
ao invés de uma. Supondo que Y a,5|* < ocoeque Y |b|* < oo, temos que o produto

r,8=—00 r,8=—00

interno
oo

(A,B)= > a.br,s<oo

r,8=—00

estd bem-definido, assim como a transformada de Fourier em L*(Z x Z ), dada por

1 1
(flﬂfQ Z Qr,s€ —ZQTF(T’f1+Sf2)’ onde flaf? |:_2a+2:|7

cuja inversa é
127r(rf +sf2)
_//% v df df.

A convolugao de duas imagens em L*(Z x Z ) é definida como

(AxB),s Z Z a,ibr—ks—1,

k=—o00l=—

ese C' = Ax B, entdao C(f1, f2) = A(f1, f2) B(f1, f2).

A transformada z em 2D é
—-r . —S
21, 22 Z QArs2y 29
T8=—00

127 f1 127 fo

que coincide com a transformada de Fourier quando z; = e ez =e . Também ¢ andloga ao
caso unidimensional a demonstragao de que se C' = AxB entao C(z1, z2) = A(z1, 20) B(21, 22), V21, 22.
Vamos estudar entao equacoes de filtros da forma

yn,m)= > agz(n—i;m—j)— > beyln—k,m—1),
(i)l (kl)eJ

onde I,J C Z X Z sao conjuntos finitos. A verificagao de que tais filtros sao lineares e invariantes
por translagao espacial é andloga ao caso unidimensional.

Exemplo: Considere a equacao dada por
1 1
1, sen=m=20

0, cc
de contorno y(n,m) =0, Vn < 0 ou m < 0, teremos como saida do filtro a matriz

Dada uma entrada impulsiva da forma é(n,m) = { e as condigoes

n\m|{ 0O 1 2 3 4
1 1 1 1

0Ll 3 1 5 1%
112 1 3 4 5

2 2 8 16 32

21 1 3 3 5 15

4 8 8 16 64

31 4 5 5 35

8 16 16 16 128

10



Podemos observar o efeito deste filtro na seguinte sequéncia de imagens, que correspon-
dem a uma entrada arbitraria, a imagem processada pelo filtro acima, e a extensao da
imagem processada para além das bordas da figura original, considerando a extensao da
imagem original com zeros (pixels pretos).

Aqui a transformada z também satisfaz a propriedade da translagao (espacial): se y(n,m) =
x(n —A,m —T) entdo

Y(ZIJZQ) = Zy(rvs>zl_TZ2_s = Zx(T_A7S_ ) ITZ2_S
= > x(m, n)zy TR (D) AT > w(m,n)z "

= zl_AZQ_FX(zl, 29),

onde a segunda linha é obtida substituindo-se m = r—A en = s—1I". Com esta propriedade podemos
determinar a fun¢ao de transferéncia do filtro recursivo com equagao y(n,m) = 3 jer @ijz(n —
i,m — j) = X pes bkay(n — k,m —[) de forma andloga ao que foi feito no caso unidimensional:

Y (21, 22) Z a2y 22 X (21, 22) Z bklzl 25 Y (21, 29),
(4.9)el (klyeJ
de onde o
Y iz’
Y (21, 22) (i.4)€l
H(z1,29) = d = ’ )
(17 2) X(Zl,ZQ) 1+ Z bk,lZ;kZ;l
(k,hHeJ
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No caso do exemplo anterior temos a fungao de transferéncia

1
1>

1. -1 1
1-— 521 — 522

H(szz) =

e podemos visualizar o logaritmo da resposta em magnitude deste filtro no gréafico abaixo:

Outra propriedade interessante da transformada z em 2D é a da mudanca linear de variaveis,
que corresponde a operagoes de mudancga de escala e rotagdes de uma imagem no plano. Especifi-
camente, sejam «, 3,7v,0 € Z , e considere a imagem y definida por

y(n,m) = x(an + Bm,yn + dm).

Vamos supor que x é 0 nos pontos que nao foram utilizados em y, ou seja, em pontos que nao tém
a forma (an + fm,yn + dm). As transformadas z de z e y sao relacionadas pela equagao

X(21,22) = Y (2023, 2 29),
o que pode ser verificado como segue:
Y(2023,2028) = Y ylrs)(223) " (202)
r,s

= S a(ar + Bs,yr + §s)zy T 2y 070

8

= Z x(n,m)z; "z "

n,m

- X(Zla 22)

onde o penultimo passo corresponde a definir (n,m) = (ar + 8s,yr + ds), e lembrar da hip6tese de
que z(n,m) = 0 nos outros pontos.

O desenho de filtros recursivos usando o posicionamento manual de polos e zeros, de forma
independente para z; e para zy, é possivel, bem como é possivel a composicao de filtros complexos
a partir da combinacao de filtros simples, obtendo os coeficientes da equacao do filtro a partir
dos termos da funcao de transferéncia. No entanto, devemos chamar a atencao para diferencas
importantes que ocorrem quando passamos de 1D para 2D.
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Inicialmente observe que as transformadas z dos sinais envolvidos sao agora fungoes de duas
variaveis complexas. Em particular, a visualizagao de zeros e polos ou de regioes de convergéncia ¢é
mais complicada, pois (21, 22) € C2. No caso das regides de convergéncia, dado que elas dependem
apenas das magnitudes |z1] e |z|, é frequente representarmos estas regides no plano |zi| X |z,
chamado de plano de magnitude. O conjunto de todos os pontos z; = €™t e z, = ™2 que
correspondem as funcoes bésicas da decomposicao de Fourier correspondem ao chamado bi-circulo
unitario em €2, que néo deve ser confundido com o circulo unitdrio em €?; em particular, todos
os pontos do bi-circulo satisfazem |z;| = |23] = 1, e portanto correspondem todos ao mesmo ponto
(1,1) no plano de magnitude.

Uma das diferencas mais fundamentais no estudo dos polos e zeros em 2D é o fato de que
eles normalmente nao sao pontos isolados, como no caso unidimensional. Isso pode ser facilmente
compreendido através de um exemplo.

Exemplo: Considere a funcao de transferéncia dada por
1 -1

H(zy,20) = 142271 + 2250 4 2712

Observe que

H(z1,2) =0 <= 142z +27'(2+2")=0

1 (1425Y)

<~ =z = ——=
1 2+22 1
-1 _ oz (l+2z;1)

— A T T3 24251
—1 1+2z

ﬁ Zl = —7( 2—‘,—,222)7

ou seja, para cada valor de zo # 2 temos um valor de z; associado tal que X (2, z9) = 0.
Este conjunto ¢ denominado um locus de zeros.

Para usar outro exemplo, considere

1+21

H(Zl,ZQ) = m

Neste caso temos como locus de zeros o conjunto {(z1,22) | 21 = 1} e como locus de
polos o conjunto {(z1,22) | 21 #0 e 25 = —i} Este exemplo mostra que um locus de
zeros pode interceptar um locus de polos (estes dois conjuntos se interceptam no ponto
(1,1)) sem que haja cancelamento de polos e zeros (pois as expressoes 1 + z; e 1 + 2129

nao sao idénticas).

Outra diferenca fundamental relacionada ao exemplo anterior é que normalmente nao é possivel
fatorar um polinémio em duas varidveis usando apenas termos simples da forma (1 — Rz~!). Para
ver isso basta tomar a expressdo f(z1,22) = 1 — 27125 e observar que ndo existem A e B tais que
g(z1,2) = (1— Az H)(1— Bzy ') se torne idéntica a f(z1, 25) (A e B teriam que satisfazer AB = —1
e A=B=0).

3.1 Projeto de filtros recursivos

Frequentemente o problema do projeto de filtros recursivos (1D ou 2D) corresponde a encontrar
coeficientes a; ; para (i,7) € I e by para (k,l) € J de tal maneira que a resposta em frequéncia do
filtro seja semelhante a uma dada resposta ideal, que corresponde a um processamento especifico que
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desejamos fazer. Lembremos que, no caso do projeto de filtros FIR, podiamos discretizar a resposta
ideal e obter os coeficientes do filtro FIR usando a inversa da transformada de Fourier. A vantagem
do uso de filtros recursivos é que usualmente podemos atingir uma resposta suficientemente proxima
da resposta ideal usando uma quantidade muito menor de coeficientes do filtro, o que leva a uma
vantagem computacional.

O problema fica configurado assim: dada uma resposta em frequéncia ideal H,(fi, f2) (para

fi, f2 € [—3,+3]), desejamos encontrar coeficientes a;; e by, de tal forma que a resposta do filtro
correspondente
Z ai’jefiQw(if1+jf2)
(i,g)el
(f17f2) 11 Z bk e —i2w(kf1+lf2)
(k,l)eJ

seja a mais proxima possivel da resposta ideal. Alguns critérios para especificar o que significa a
expressao “a mais proxima possivel” sao:

Projeto levando em consideragao magnitude e fase: neste caso o objetivo do projeto é minimizar
a expressao

- = [ [ \H(fu. f2) = Hi(f1, f2)ldfdfs.

Projeto levando em consideragao apenas a magnitude: quando as alteragoes de fase nao sao im-
portantes para a aplicacao, podemos adotar como critério de minimizacao a funcao

e = = [ G ) = H G ol

o que pode levar a um erro de projeto menor do que o anterior (as custas de nao controlarmos
o que acontece com as fases).

Aproximac¢ao no dominio do tempo: podemos considerar a minimizacao do ponto de vista das res-
postas impulsivas h e hy, minimizando a expressao

o0

Ih =Rl =32 [h(n) = hr(n)]".

n=—oo

Detalhes de como estes e outros métodos de projeto de filtros recursivos sao implementados
podem ser encontrados no livro do Woods.
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