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128 Capitulo 8. Interprecagies

Mc A Lc teria o valor V, pois ¢ tanto verdade que Claudia Schiffer é
uma mulher, quanto que ela ¢ loura.

Como vocé viu pelos exemplos acima, a partir do valor de verdade
das férmulas atémicas, poderemos especificar as condi¢des em que
as formulas moleculares (e, como veremos depois, também as gerais)
sao verdadeiras. Tudo depende dos valores das férmulas atomicas.
Veremos depois como obté-los.

No capitulo seguinte, vamos ver como é que se calcula o valor de
uma férmula molecular a partir dos valores de seus componentes (ou
componente, em se tratando de uma negagio). As interpretacdes que
veremos nele, portanto, vao ser bem restritas. Mais tarde veremos
coma tratar do resto.

CAPITULO 9

VALORACOES

Neste capitulo vamos comegar a ver com mais detalhes a seman-
tica para as nossas linguagens artificiais, investigando um tipo muito
simples de interpretagio, as interpretagdes proposicionais, ou valo-
ragoes. Apesar de simples, tais interpretagoes 14 nos dio elementos
suficientes para determinar o valor de verdade de férmulas molecu-
lares e, a partir disso, definir uma primeira nogio de conseqiiéncia
légica, que funciona para uma parte do CQC denominada ldgica pro-
posicional.

9.1 Légica proposicional

As interpretagdes que vamos examinar neste capitulo nio sio pa-
ra linguagens de primeira ordem, mas para subconjuntos dessas lin-
guagens, chamados linguagens proposicionais. Essas linguagens com-
preendem apenas letras sentenciais (isto €, simbolos de predicados
zera-arios), operadores, e parénteses. Ficam de fora as constantes e
varidveis individuais, os quantificadores e qualquer simbolo de pro-
priedade ou relagdo. Como vocé vé, uma linguagem proposicional é
bem mais restrita. Uma defini¢do mais precisa de linguagens propo-
sicionais (ou linguagens de ordem zero) ¢ a seguinte:

Defini¢io 9.1 Uma linguagem proposicional é um subconjunto da lin-
guagem geral do CQC que contém apenas os simbolos dos operadores, os



130 Capitulo 9. Valoragoes

parénteses, e na qual todas as constantes de predicado (das quais hd ao
menos uma) sdo letras sentenciais.

O cdlculo proposicional clissico, CPC, ou simplesmente ldgica pro-
posicional, € uma parte do CQC caracterizada pelo uso de linguagens
proposicionais. Dito de outra forma, o CPC engloba aquelas formas
de argumento cuja validade pode ser mostrada ja em uma linguagem
proposicional.

Contudo, ainda que as linguagens proposicionais sejam mais res-
tritas que as linguagens de primeira ordem, hd muitas formas de argu-
mento que sio proposicionalmente validas. Considere os dois exem-
plos abaixo:

P| Se é dia, entéio P| Se rodos os gatos sao pretos,

ha luz. Miau € preto.
p; E dia. P; Todos os gatos sio pretos.
» Hiluz » Miau € preto.

O primeiro dos argumentos acima pode ser formalizado (isto €,
transcrito para uma linguagem artificial) simplesmente da seguinte
maneira:

Py A—B
P, A
» B

Porém, nada nos impede de formalizar o segundo igualmente da
mesma forma, com A significando ‘“Todos os gatos sio pretos’ e B sig-
nificando ‘Miau é preto’. O segundo argumento pode ser formalizado,
¢ claro, de um modo mais detalhado, como segue:

P, Vx(GGx > Px) > Pm
Py Vx(Gx — Px)
» Pm

Iss0, contudo, nio é necessirio para mostrar sua validade. Ou seja,
os dois argumentos, no final das contas, tém a mesma forma: hd uma
premissa que ¢ um condicional, e uma outra que afirma o anteceden-
te desse condicional. A conclusio é o conseqiiente do condicional.
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Essa forma de argumento, a propdsito, é chamada de Afirmacdo do
Antecedente, ou ainda Modus Ponens.

Resumindo, entdo, hd muitas formas vilidas de argumento que se
podem adequadamente representar fazendo uso simplesmente de lin-
guagens proposicionais. Claro que tais linguagens nio sio suficientes
para representar muitas outras formas (se fossem, nio precisarfamos
talvez do CQC). Note que, do ponto de vista proposicional, temos
entao apenas dois tipos de férmula:

e formulas atdmicas (letras sentenciais), como A, B, C etc.

¢ férmulas moleculares, como A AB, «{C — D), AVE etc.

9.2 Fungdes de verdade

Voltando, agora, a falar de semantica, que é o que nos interessa
no momento, temos a considerar o seguinte: as interpretagdes que
vamos ver neste capitulo nos dao condigdes de calcular apenas o va-
lor de férmulas moleculares a partir de suas subférmulas imediatas.
Assim, o que precisamos é determinar, primeiro, qual o valor des-
sas subféormulas. Obviamente, se uma subférmula imediata for outra
férmula molecular, a pergunta se repete com relagio s subférmulas
imediatas desta, e assim sucessivamente. Mas o que acontece, afinal,
quando chegamos a uma férmula atémica (isto €, uma letra senten-
cial)? De onde tiramos os valores destas?

De novo, um exemplo. Tomemos a conjungiio A A B. Para saber
seu valor de verdade, precisarfamos primeiro dos valores de A e de
B: mas como obté-los? Bem, o que importa é que, seja 14 qual for a
situagdo, sejam 14 quais forem as proposi¢oes que A e B estejam re-
presentando, A e B sdo, obviamente, ou verdadeiras ou falsas. Isto
é, elas tém ou o valor de verdade V, ou o valor F.!' Assim, digamos
que temos alguma interpretagio em que A e B sao verdadeiras; nes-
te caso, podemos dizer que a conjungio A A B, relativamente a essa
interpreragio, é verdadeira, uma vez que seus dois elementos o sdo.

'Conforme indicado no capitulo anterior, veremos mais tarde como especificar
p
as condi¢oes de verdade para as demais férmulas atdmicas.
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A razio pela qual podemos calcular o valor de uma férmula mo-
lecular a partir dos valores de suas subférmulas ¢ que os operadores
do CQC sio fungdes de verdade. Vocé estd acostumado a lidar com
fungdes numéricas, como a soma, em virtude de ter estudado arit-
mética na escola. A soma é uma fun¢ao numérica porque toma dois
nimeros COMo argumentos € associa a eles um terceiro namero, que
corresponde & soma dos dois. Assim, aos nimeros 2 € 3, a fungio
soma associa o nlimero 7. Aos nimeros 4 e 3, a soma associa 9.

Fungoes de verdade sao parecidas: sdo fungdes que tomam como
argumentos valores de verdade e associam a estes um outro valor de
verdade. Vamos ver como € isso, examinando os operadores caso a
caso.

9.2.1 Negacio

Suponhamos que temos uma sentenga como ‘Pedro € musico’, re-
presentada aqui simplesmente pela letra sentencial A, que sabemos
ser verdadeira. Qual seria o valor de sua negacao, isto é, ‘Pedro nio
é masico”? Como vimos no exemplo do capitulo anterior, que falava
{mais uma vez) a respeito de Claudia Schiffer, se A tem o valor V,
—A recebe o valor F. Do mesmo modo, caso A tenha o valor F, sua
negagao recebe V.

Essa propriedade da negagdo pode ser resumida na seguinte ta-
belinha, que deve lembrar a vocé a tabuada da escola primaria. E
basicamente a mesma coisa, apenas aqui estamos trabalhando com
valores de verdade, e nio com nimeros.

X
F
\'J

m <R

Explicando: na primeira coluna da tabela, temos uma férmula o
qualquer, que pode ser verdadeira ou falsa. Essas duas possibilidades
sdo representadas pelas duas linhas na tabela. Na primeira, supomos
que o tem o valor V; na segunda, que tem F. Na segunda coluna,
temos, para cada linha, o valor correspondente de —¢t. Quando «
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tem V, isto &, como na linha 1, =& tem F. Quando o tem F, como
na linha 2, - rem V.

E claro que isso permite calcular o valor de férmulas ainda mais
complicadas. Por exemplo, sabendo que B ¢ verdadeira, qual seria o
valor de =—B? Bem, se B tem V, =B tem obviamente F. Segue-se
que a negagao de —B, que é ——B, terd V. Simples, nfo é?

9.2.2 Conjungao

Como mencionado angeriormente, quando afirmamos uma con-
jungio & A B estamos pretendendo dizer que as duas formulas, ot e §,
sao verdadeiras. Se uma delas for falsa, entio néo dirfamos que oA 8
¢é verdadeira. Isso é resumido na seguinte tabela:

a|ﬁ|ou\ﬁ

Viv] Vv
F|V| F
V|F| F
FIF| F

No caso, temos, agora, uma tabela com quatro linhas. Por qué?
QOra, isso corresponde as quatro combinagdes possiveis de valores que
duas férmulas ¢ e B quaisquer podem ter: ambas verdadeiras (na
primeira linha), ambas falsas {na quarta linha), ou, alternadamente,
uma verdadeira e a outra falsa (segunda e terceira linhas). No caso
da negaco, que é uma fungio de verdade de um argumento, temos
apenas duas linhas: o argumento — uma férmula o qualquer — é
verdadeiro, ou falso. A conjungio, contudo, é uma fungéo de verda-
de de dois argumentos, Assim, temos que considerar os quatro casos
possiveis, e dizer que valor a conjungao leva em cada um deles.

Uma questio interessante, que se coloca neste momento, diz res-
peito a correspondéncia (ou niao) desse sentido “logico” da conjun-
¢do, e do ‘e’ em portugués. Podemos, em principio, dizer que es-
sa analise da conjungdo (apresentada na tabelinha acima) se aproxi-
ma muito do nosso sentido intuitivo de conjungio. Contudo, alguns
cuidados devem ser tomados. Considere, por exemplo, a sentenga
abaixo:

Joao pulou do edificio e morreu. (1)
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Com certeza, estamos afirmando duas proposigdes atdmicas: que Jodo
pulou do edificio, e que Jodo morreu. Isso pode ser representado em
uma linguagem proposicional por uma férmula como A A B. Contu-
do, é facil ver que, se A A B é verdadeira, a férmula B A A também o
é. E esta, retraduzida, diz o seguinte:

Jodo morreu e pulou do edificio. (2)

Ora, em uma leitura, a sentenga (2) acima € verdadeira: € tanto
verdade que Jodo morreu, quanto que pulou do edificio. Mas a in-
terpretagio usual de (1), e também de (2), é que hd uma conexao
temporal entre A ¢ B: Jodo pulou do edificio, ¢ entdo Jodo morreu.
Nessa segunda leitura, é claro que (1) é verdadeira, mas (2) ¢ falsa.

A moral da histéria é que a conjungao, como definida pela tabela
apresentada anteriormente, é uma “pasteurizagao”, digamos, da con-
jungdo {ou das conjungdes) que temos em uma linguagem natural
como o portugués. Algo similar ocorre com ‘mas’, que também é for-
malizado usando-se A. Nesse caso, as duas sentengas abaixo, cujo
sentido € diferente em portugués,

Pedro ¢ inteligente e preguicoso,

Pedro ¢ inteligente, mas preguigoso,

seriam formalizadas como, digamos, Ip APp — ou A A B numa lingua-
gem proposicional. Em ambos os casos, estamos, de fato, afirmando
duas proposigdes: que Pedro € inteligente e que ele é preguigoso. As
nuances de sentido que distinguem ‘mas’ de ‘e’ ficam, feliz ou infeliz-
mente, perdidas,

9.2.3 Disjuncao

A disjung¢ao, como vocé recorda, corresponde a ‘ou’ em portugués.
Mas, em portugués, existem dois sentidos diferentes de ‘ou’: um ex-
clusivo e um inclusivo. O sentido inclusivo é aquele de ‘e/ou’, isto
€, temos uma possibilidade, ou a outra ou, eventualmente, as duas
coisas. Por exemplo, podemos dizer que ou chove ou faz sol: nor-
malmente temos uma coisa, ou a outra — mas, 3s vezes, acontece
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de termos as duas coisas a0 mesmo tempo (nos casamentos de vitiva,
como se costuma dizer).

Por outro lado, existe um outro sentido da disjungo, o exclusivo,
que representa uma alternagio legitima: ou uma coisa, ou a outra,
mas nio as duas. Por exemplo, ou Jodo serd eleito prefeito de Flo-
riandpolis, ou José serd eleito. Obviamente, nio pode acontecer que
os dois sejam eleitos a0 mesmo tempo: as alternativas se excluem
mutuamente.

Na interpretagio inclusiva, uma disjungio ¢ verdadeira se um dos
disjuntos o for, ou, eventualmente, se os dois forem. J4 no caso da dis-
jungdo exclusiva, se os dois disjuntos forem verdadeiros, a disjuncio
seré falsa. Assim, 0 que ocorre € que temos duas funcées de verda-
de correspondentes a disjungio. Contudo, no CQC, o operador v é
costumeiramente usado para representar a disjungio inclusiva, que é
caracterizada pela seguinte tabela:

B I =)
MmN €T

&
mg € (<

Como vocé vé, na primeira linha, em que tanto ¢ quanto f§ sio
verdadeiras, a disjungdo & v B também é verdadeira. Uma disjuncio
s6 serd falsa se os dois disjuntos forem falsos.

Uma tabela para uma disjuncio exclusiva, a propésito, seria igual
aquela apresentada acima, apenas trocando V por F na primeira li-
nha. Isto é, se ar e B sdo verdadeiras, & v B recebe F.

Com relagdo aos problemas de tradugéo, note que, pelo sentido
da disjungéo que foi definido pela tabela apresenrada, uma sentenga
como

A Terra é um planeta ou Beethoven ¢ italiano

¢ considerada verdadeira, ainda que, intuitivamente, nio considera-
mos haver uma alternativa legitima entre as sentengas ‘A Terra é um
planeta’ e ‘Beethoven ¢ italiano’, pois uma coisa nfo tem nada a ver
com a outra.
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9,.2.4 Implicagao material

Vamos, agora, examinar a tabela de verdade para —3, nossa impli-
cacio material. Aqui, vocé tem que prestar bastante atengao, pois as
coisas 530 um pouco complicadas.

A discussio sobre a verdade de um condicional ¢ antiga. Para falar
a verdade, desde a Grécia, e ha muitas opinides divergentes — come-
cando por fitésofos como Diodoro Cronus {séc. IV a. C.} e seu disci-
pulo, Philo de Mégara. Todo mundo parece concordar, para inicio de
conversa, que, se o antecedente de uma implicagao for verdadeiro, e
o consegiiente falso, entdo a implicagio, como um todo, serd falsa.

Porém, o que dizer dos outros casos! Suponhamos que o e 3 sejam
verdadeiras: o que concluir a respeito do valor de ot — B? Pode ser
que o implique B, e pode ser que ndo. O que fazer?

A lbgica classica, seguindo inclusive a andlise dos condicionais fei-
ta por Philo, toma uma decisio radical: fora o caso visto acima, em
que uma implicagio € falsa, em todos os outros, ela serd verdadeira;
conforme a tabela abaixo:

L«

M MR
nTn < L™
<<«

Vocé ha de concordar que esta é uma situagao muito esquisita. Por
exemplo, nessa andlise uma sentenga como ‘Se 2+2 =5 entdo a Lua
é feita de queijo’ é uma implicagio verdadeira. Mas, certamente, nio
estamos dispostos a concordar que 2+2 = 35 implica que a Lua é feita
de queijo, pois uma coisa ndo tem nada a ver com a outra.? De modo
andlogo, os dois condicionais seguintes sao considerados verdadeiros:

(1) Se o califa Omar nio queimou a Biblioteca de Alexandria, en-
tdo alguma outra pessoa o fez.

“Ha algumas situagdes, contudo, em que afirmamos trangiiilamente condicionais
em que o antecedente nada tem a ver com o conseqiiente. Por exemplo, ‘se isto &
uma obra de arte, entio sou um mico de circo’. Isso, porém, é apenas uma outra
maneira de afirmar 'isto nde € uma obra de arte’,
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(ii) Se o califa Omar néo tivesse queimado a Biblioteca de Alexan-
dria, entdo alguma outra pessoa o teria feito.

Contudo, intuitivamente, o primeiro é verdadeiro, enquanto o se-
gundo ¢é considerado falso. Condicionais como estes sio chamados
de contrafactuais, pois seus antecedentes sao falsos em virtude dos fa-
tos {eles afirmam alg9 contra os fatos), Porém, pela tabela de verdade
acima, qualquer condicional com antecedente falso ¢ verdadeiro.

O problema rodo com relagdo a implicacdo é que existem vi-
rios tipos de condicional em portugués. A expressdo ‘se. .. entdo. ..’
¢ usada para exprimir vdrias relagdes de dependéncia entre propo-
sibes, mas a maioria delas ndo é adequadamente reproduzida pela
interpretacio dada pelo CQC para —. A razio de a logica cléssica
ter escolhido o caminho que escolheu é que essa andlise do condi-
cional, diz-se, ¢ adequada para trabalhar na matematica. Como os
iniciadores da légica contemporinea eram, em sua maioria, matemé-
ticos, eles acharam que tal anélise era suficiente. (E a anélise mais
simples que se pode fazer, na verdade.) Mas essa maneira de repre-
sentar a implica¢io, realmente, deixa muito a desejar. Como veremos
no final deste livro, existem tentativas diferentes de formalizar uma
implicagao mais sensata, comegando com légicas modais, mas, prin-
cipalmente, por meio de légicas relevantes. Mas isso é um assunto
para tmais tarde. Por enquanto, vocé tem que se conformar com a
tabelinha acima.

Talvez ajude a entender isso se vocé pensar em @ — f§ como ape-
nas uma marneira mais simples de dizer —(ct A —f). Isto, afinal, é o
que diz a tabela de verdade: temos ¢ = B quando ndo acontece, na
situagdo presente, que o é verdadeira e 8 ¢ falsa. Nada mais. (Mas
claro que ninguém ¢é obrigado a gostar disso. Voltaremos a falar no
assunto no capitulo 18.)

9.2.5 Bi-implicagao

A andlise dos bicondicionais tem, obviamente, os mesmos pro-
blemas da anilise dos condicionais. Uma bi-implicagdio correspon-
de a uma implicagdo nas duas diregdes: @ <> § é o mesmo que
(@ = B)A(B — ). A partir disso, fica facil calcular, usando as ta-
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belas de conjuncdo e implicagdo, os valores da tabela do bicondi-

cional:
al|Blaep
V.V Vv
FiVv| F
ViF| F
FIF v

Uma outra maneira de entender isso é pensar que & <> f3 afirma
que o € equivalente a . Sendo & e B equivalentes, elas deveriam
ter o mesmo valor. Assim, nas linhas onde o e 8 tém 0 mesmo valor
(ambas verdadeiras, ou ambas falsas), o bicondicional @ &> 8 tem
o valor V (primeira ¢ quarta linhas). Caso & e f8 tenham valores
diferentes, & «» B terd o valor F (segunda e terceira linhas).

9.3 Valoragdes

A partir das tabelas basicas para os operadores, que apresentamos
acima, podemos definir um primeiro tipo, simplificado, de interpre-
tagio: uma interpretacdo proposicional, ou valoragdo. Vocé recorda, da
discussio anterior, que, na légica proposicional, consideramos que as
formulas moleculares sdo construidas a partir de férmulas atdmicas
(no caso, letras sentenciais apenas) pelo uso de operadores. Uma vez
que o valor de uma férmula molecular pode ser obtido a partir do va-
lor de seus componentes, uma valoragio s6 precisa atribuir um valor
de verdade a cada uma das formulas atdmicas. E € justamente isso
que uma valoragio é: uma atribuigio de valor de verdade a todas as
férmulas atdmicas. Podemos definir uma valoragio, portanto, como
uma fungio que toma argumentos no conjunto de todas as férmu-
las atomicas, € d4 a elas valores no conjunto dos valores de verdade
{V,F}.

Por exemplo, digamos que temos as seguintes férmulas: A, B, C,
e D. Uma certa valoragdo, vamos chamé-la de v, poderia atribuir
a essas férmulas os seguintes valores: V, F, V, e F, respectivamente.
Isto é:

vl(A)=V, v](B)=F, Ul(C):V, U](D)=F.
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A expressdo ‘vi(A) =V, claro, significa que o valor de verdade de
A na valoragio vy é V. QOutras valoragdes diferentes, que poderiamos
denominar v; e v3, poderiam atribuir a essas férmulas os seguintes
valores:

{A)=F, uB)=V, )=V, D)=V,
vi(A)=F, wvi(B)=F, v3(C)=F, v3(D)=F.

E bom lembrar que uma valorago atribui um valor de verdade a
todas as férmulas atdmicas de uma linguagem proposicional. O que
apresentamos acima foi apenas uma parte mintscula de vy, v; e v3.

Agora, como o valor de uma fé6rmula molecular numa valoragio
v qualquer pode ser calculado a partir dos valores que suas férmulas
mais simples tomam, uma vez que tenhamos uma férmula o, e sai-
bamos que valores v atribui &s letras sentenciais que ocorrem em ¢,
podemos calcular o valor de @ com respeito a v. Isto é, podemos es-
tender v de forma a que ela atribua um valor a qualquer férmula, nio
somente as formulas atémicas.

Vamos a mais um exemplo: tomemos a férmula (CAB) — —D, e
seja v; como acima. Uma vez que v|(C) =V, e v{(B)=F, a tabela
da conjungio nos diz que vi(CAB)=F. E, uma vez que v;{(D)=F,
—I terd o valor V com respeito a v;. Tendo, assim, os valores tanto
do antecedente quanto do consegitente da implicagao principal, o
resultado final serd que v1({(C A B) = =D)=V. Como vocé vé na
figura 9.1.

(C ABy>- D
F

v ‘ F
el v
[ v_

FIGURA 9.1 — Calculando o valor de (CAB) = =D em v;.

E qual seria o valor da mesma férmula na valoragéo vy! Bem,
como v,{C) =v3(B) = V, temos que v3(CAB) = V. E como v2(I) =V,
v3(=D) =F. Logo, v3((C AB) = —D) = F. Confira na figura 9.2.
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(C AB o= D
v

A | Vv
Lyl f
¢

FIGURA 9.2 — Calculando o valor de (CAB) = —D em v;.

Podemos, enfim, dizer que uma férmula o é verdadeira em uma
valoragao v se v(a) = V. O valor de uma férmula atémica é dado pe-
la valoragdo, e o valor de uma férmula molecular pode ser calculado
usando-se as tabelas bésicas.

Uma outra maneira de definir uma valoragao, porém, ¢ que é a de-
fini¢do que vamos adotar oficialmente daqui por diante, é a seguinte:

Defini¢ao 9.2 Uma valoragdo v é uma funcdo do conjunto de todas
as formulas de wma linguagem proposicional no conjunto de valores de
verdade {V,F}, tal que:

(a) v(—a)=V sse v(a)=F;

(b) vlanf)r=V sse va)=vP)=V;

(c) WavB)=V sse v@)=Vouv(f)=V;
(d va—oB)=V sse v(@)=Fouuv()=V;
(e) vlae>P)=V sse v(a)=uv(B).

Algumas observacdes sobre essa defini¢io. Primeiro, note que
ela foi especificada em termos de condigdes necessdrias e suficien-
tes, usando ‘ss¢’ (isto &, ‘se e somente se’). Considere a letra (a), por
exemplo:

v{—x) =V sse v(ex) =F.

A idéia é que & recebe o valor V exatamente quando & tem o valor
F. Obviamente, entdo ¢ recebe o valor F quando & tem o valor V.
Isso ¢ equivalente ao seguinte:

v(—e)=V, se wv(a)=F;
v(—-ax)=F, se uv(a)=V.
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As condigdes para as outras férmulas sdo analogamente formu-
ladas.

Segundo, observe que as condigdes especificadas nessa defini¢ao
de verdade espelham os requisitos das tabelas basicas. Por exemplo,
uma condigiio necessdria e suficiente para a A B ser verdadeira é que
tanto o quanto 3 sejam verdadeiras; o A sera falsa se o for, ou se
B for. O caso da implicagio é curioso: a — B € verdadeira se o (o
antecedente) for falsa, ou se 8 (o conseqiiente) for verdadeira. Se
vocé conferir na tabela da implicagio, vocé verd que isso faz sentido:
se 0 antecedente de uma implica¢io ¢ falso, ela é automaticamente
verdadeira, independentemente de que valor de verdade possa ter o
conseqiiente. Analogamente, se o conseqiiente for verdadeiro.

Exercicio 9.1 Supondo que A, B, C, e D tém valores V, F, F, e V, res-
pectivamente, numa certa valoragio v, calcule o valor em v das férmulas

abaixo.
{a) —AAB {e) (Dv-A)y—-C
d) Av(A—B) (hY (—AvCYeo ~(AA-0)

9.4 Tabelas de verdade

Para determinar a validade de um argumento, contudo, preci-
samos saber o valor de certas férmulas ndo apenas com respeito a
uma certa valoragio (que poderia, digamos, corresponder ao mundo
real), mas em todos os casos possiveis. Por exemplo, suponhamos que
temos algum conjunto de premissas, de onde se pretende tirar, como
conclusdo, a férmula (—A A B) = —A. Como calcular, em todos os
casos possiveis, o valor dessa formula, para que possamos determinar
se, sempre que as premissas sio verdadeiras, essa férmula também é
verdadeira!

A solugao é simples: basta examinar o que séo os ‘casos possiveis’
mencionados acima. Em principio, isso corresponderia a todas as
valoragdes —— mas note que o ntimero de valoragdes distintas pode ser
até infinito, se tivermos um conjunto infinito de férmulas atdmicas
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(isto é, de letras sentenciais). Entretanto, as coisas nao sio tio ruins
assim. Examinando (=A AB) = —A, vemos que estdo envolvidas
apenas duas formulas atdmicas, A e B. Uma vez que, seja la que
valoracao tivermos, elas podem apenas ser ou verdadeiras ou falsas,
o numero de combinagdes possiveis, que listamos na tabela a seguir,
& quatro:

b I ™
mm g

Assim, apesar do ntiimero infinito de valoragdes distintas, com re-
lagdo a A e B as valoragoes se dividem em quatro grupos: as que dio
V as duas férmulas (linha 1 da tabela); as que ddo Fa Ae V a B (li-
nha 2); as que ddo V a A e F a B (linha 3); ¢, finalmente, aquelas que
déo F as duas férmulas. Seja 4 qual for a valoracdo, com relacao a A
e B ela cai em uma dessas quatro possibilidades, nao havendo outras.

A partir dai, fica facil calcular o resto. O que precisamos fazer é
completar o lado direito da tabela com as subférmulas imediatas de
(mA AB) > —A — mas, antes disto, com as subférmulas imediatas
destas, e assim por diante, na ordem que vai das mais simples pa-
ra as mais complexas. QOu seja, precisamos fazer a lista de todas as
subférmulas de (A A BY = —A, pois, para calcular o valor de qual-
quer f6rmula, precisamos, obviamente, do valor de suas subférmulas
tmediatas. Ora, a lista das subférmulas de (WA AB) = A é

A,B,—A,—AAB,

e 0 que fazemos, entio, é simplesmente acrescentar isso a tabela, co-
locando (—A A B) — —A no final:

AlB|—A|-AAB|(-AAB) A

M< N L

v
Vv
F
F
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Agora, calculemos. Para obter o valor de —A em uma linha, olha-
mos que valor A tem nessa linha. Assim, usando as tabelas basicas
dos operadores, e seguindo as colunas da esquerda para a direita, fi-
camos, afinal, com o seguinte resultado:

| %A | ~AAB | (AAB) - —A

M N
M <o
<M N
M T
< L L L

Como vocé vé, a coluna final, embaixo da férmula (—A AB) —
—A, nos dd o valor que ela tem para cada valoracao. Curiosamen-
te, essa fédrmula ficou com o valor V em todas as linhas. Falaremos
logo mais sobre isso, mas, antes, vamos ver mais um exemplo. Seja
a férmula (—A v C) ¢> —B. A lista de todas as suas subférmulas é a
seguinte:

A,B,C,_IA,_‘IB,“AVC.

Examinando essa lista, vemos que existem trés férmulas atdmicas:
A, B, C. Como temos trés f6rmulas, teremos oito combinagdes dife-
rentes de valores de verdade. Como vocé vé a seguir:

MEMEMS N <)
MMECT T C <D
MMM NS <L O

Dado um ntmero n de férmulas atdmicas, fica facil calcular o mi-
mero | de linhas que a tabela vai ter, através da seguinte equagao:

t=2"
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No nosso exemplo, uma vez gque n =3, o ndmero de linhas [ sera
23, isto é, I = 8. A tabela completa, tendo sido calculados todos os
valores, fica assim:

A|[B|C|=A|=B|-AvC | (=AVvC) & B
VIV|V|F |F v F
F Vv|iv]| v | F v F
VIF VI F |V Vv v
F  F|V | V | V v v
VIV|F| F |F F Vv
F V|IF| V | F v F
VIFIF| F | v F F
FI{F|F| V |V v v

Exercicio 9.2 Construa tabelas de verdade para as formulas do exerci-
cio 9.1.

9.5 Tautologias, contradi¢oes e contingéncias

Se voltarmos a examinar as tabelas de verdade construidas no
exercicio anterior, poderemos notar a existéncia de algumas férmu-
las cujo valor de verdade é sempre verdadeiro, qualquer que seja o
valor atribuido as formulas atémicas que nela ocorrem. Em outras
palavras, ha férmulas que obtém V em todas as linhas de sua tabe-
la, o que significa que elas tém o valor V em toda ¢ qualquer valo-
ragdo. Por exemplo, considere a tabela de verdade para a férmula

A= (AvO):
| AvC | A5 (AVO)

- B
ML <O

v
\Y
Vv
\Y
F

< < <<

Como vocé vé, em cada uma das possiveis atribui¢des de valores
de verdade as formulas atomicas A e C, a férmula A — (Av ) resul-
ta verdadeira. Uma vez que sua verdade é independente dos valores
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de verdade de seus componentes mais elementares (as formulas até-
micas), poderfamos dizer que uma tal férmula € verdadeira apenas em
tuncao do significado dos operadores que nela ocorrem. A formulas
com essa caracteristica damos o nome de tautologia.

Um outro tipo de férmula é o daquelas cujo valor de verdade ¢
sempre falso, como A A=A no exemplo seguinte:

Al -A]AA-A
V| F F
Fl v F

A férmulas com essa caracteristica damos o nome de contradicdo.
Note que a negag¢iio de uma tautologia ¢, obviamente, uma contra-
di¢do; e a negagdo de uma contradi¢do, uma tautologia. Se uma
férmula tem sempre o valor V, sua negacao sempre terd o valor F, e
vice-versa. Um outro nome para estas férmulas é logicamente falsas,
ou inconsistentes. (H4 autores que preferem reservar o nome ‘con-
tradi¢do’ a férmulas da forma o A, ou seja, a conjuncio de uma
térmula com sua negacio.)

Naturalmente, como vocé ji percebeu no exercicio anterior, nem
todas as férmulas sdo tautologias ou contradi¢des. Um terceiro tipo
de férmula é o daquelas cuja tabela de verdade tem V em pelo menos
uma linha, e F, igualmente, em ao menos uma linha. A esse tipo de
férmula denominamos contingéncia. Contingéncias sao férmulas cuja
verdade ou falsidade ndo pode ser determinada apenas por meio de
uma andlise logica: é necessirio recorrer 3 observagio para isso. Qu
seja, elas fazem uma descri¢do do mundo. Por isso costuma-se dizer
que o contetido informacional de tautologias e contradigoes é vazio
— sendo verdadeiras ou falsas independentemente da realidade, elas
nio dizem nada sobre o mundo real, ao contrério das contingéncias.

Podemos resumir as considera¢des anteriores na seguinte defi-

nigao:
Defini¢io 9.3 Uma formula o é uma tautologia se, para toda valora-
¢do v, (o) = V. Dizemos que o é uma contradi¢io se, pava toda valo-
ragdo v, v(o) = F. E o é uma contingéncia se nae for uma coisa nem
outra, ou seja, se existe pelo menos uma valoragdo vy tal que vi(@) =V, e
ao menos uma valoracdo vy tal que v2(at) =F.
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Por serem sempre verdadeiras — logicamente verdadeiras — as
tautologias sdo aquelas férmulas a que se costuma dar o nome de leis
logicas. Nesse sentido, se caracterizarmos um sistema de logica como
umn conjunto de “leis”, o conjunto das tautologias caracteriza uma
determinada légica: o calculo proposicional cléssico, CPC.

Abaixo, vocé tem uma lista contendo algumas das tautologias mais
conhecidas (note que estamos apresentando esquemas de formulas):

Principio de identidade
Principio de nio-contradigio
Principio do terceiro excluido
Dupla negacio

Idempoténcia da disjungio
[dempoténcia da conjungaa
Comutartividade da disjungio
Comutatividade da conjungo
Comutatividade da equivaléncia
Associatividade da disjungio
Associatividade da conjungio
Associatividade da equivaléncia

Leis de De Morgan

Contraposicio
Diseributividade

Modus ponens

Modus tollens
Silogismo disjuntivo
Silogismo hipotético
Lei de Peirce

Lei de Duns Scot
Prefixagio

Antilogismo
Expartagdo/Importacao

oo
= A —0x)

(e VT A

X & ——

(eva) = o

(xAQ) o

(avB) e (Bva)

(@aB)e (Bra)

(oo Bon)
(avivy) e (avB)vy)
(@nBarp) e @nf)ay)
eBemoleofoy
—(aAfB) o (—av-p)

—(av ) e (—oa—p)

(@ = B) e (= = —a)
(an(Bv) e (anByviany)
(aviBay) < ((avB)aloavy)
(an(a— ) —f

(—lﬁf\(a —}ﬁ))-—")—:a
((avByr—a)— f
((a=Baf-o—o(a—=n
(k= B)—a)—a

g (o= )

a—(f— o)
((xaf)— 1) (aa—y) - =)
(aaP)-Neoa—=(B-

As trés primeiras férmulas dessa lista exprimem {em uma lingua-
gem proposicional} trés dos principios fundamentais da l6gica, que j&
haviam sido reconhecidos por Aristételes. Quanto as outras tauto-
logias notdveis, a lei de Dupla Negagdo confirma o fato de que uma
proposi¢io como ‘Nao é o caso que nao chove’ é realmente equiva-
lente a ‘Chove’. As leis comutativas e associativas mostram que, no
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caso de disjunges, conjungdes e equivaléncias, a ordem dos elemen-
tos nao importa, e que, numa seqiiéncia de férmulas ligadas por um
desses operadores, nao importa de que modo colocamos os parénteses
para agrupd-las. Que a‘implicagio, contudo, ndo é associativa vocé
pode ver no item (h) do exercicio 9.3 mais abaixo. A implicagio
também ndo € comutativa, claro. As leis de De Morgan sdo assim
chamadas em razdo do l6gico inglés Augustus De Morgan (1806—
1871), que primeiro as formulou. Observagoes similares valem para
as leis de Peirce e Duns Scot. A propésito, a lei de Duns Scot e a
prefixagdo sdo dois dos chamados “paradoxos” da implicacio mate-
rial ¢ mostram que a formalizagio, no CPC (e, portanto, no CQC),
da nogao de implicagdo nio corresponde realmente a nossas idéias
intuitivas sobre o que uma implicagao deveria ser.

Existem, naturalmente, muitas outras tautologias além das poucas
mencionadas nessa lista. De fato, hd um nimero infinito delas, e por
isso € importante que se disponha de um teste efetivo, como o das
tabelas de verdade, para determinar se uma férmula é uma tautolo-
gia — ou, como definiremos logo a seguir, se uma férmula é ou nao
consequéncia légica de outras.

Exercicio 9.3 Derermine se as formulas seguintes sio tautologias, contra-
digdes ou contingéncias:

(a) ——A S (AVA) (e) —(FvB)¢y(—Fv=B)
(b) Bv—(BAC) i —A(B—=Bv(Ar-A)
) (A-Ba-B)»-A (h (A-B-oCh)o(A—B) -0

9.6 Implicacio e equivaléncia tautolégicas

Agora que dispomos das valoragoes — que sio interpretacdes sim-
ples, no nivel proposicional —, j4 temos os elementos necessérios
para dar uma definigio precisa de conseqiiéncia logica, ou seja, defi-
nir quando € que alguma férmula @ é conseqiiéncia logica de algum
conjunto de férmulas T'. Vamos comegar com um caso mais simples,
tomando apenas duas férmulas, & e B: quando é que, digamos, § ¢
consequéncia logica de a? Isso ¢ definido da seguinte maneira:
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Defini¢do 9.4 Uma férmula « implica tautologicamente uma formu-
la B (ou B é uma consegiiéncia rautoldgica de o) se, para woda valora-
¢do v tal que v(o) =V, temos que v(f) = V.

Vamos explicar isso. Em primeiro lugar, estamos definindo conse-
gliéncia (ou implicagao) tautoldgica: esse é um caso particular de con-
seqii€ncia logica, a saber, conseqiiéncia légica no nivel de interpre-
tagGes proposicionais, ou seja, para 0 CPC. Como veremos poste-
riormente, a nogéao de conseqiiéncia légica para 0 CQC ¢ mais ampla
do que a nogao de conseqiiéncia tautolégica. Em segundo lugar, note
como a definigio é parecida com nossa idéia informal de conseqiién-
cia légica: B € conseqiiéncia de « se, sempre que « for verdadeira, B
também for verdadeira. {Ou, dito de modo mais preciso, se em toda
valoragao v tal que v(@x) = V, temos v(BY=V).

Para dizer que o implica tautologicamente 8, vamos usar o sim-
bolo 'F’ € escrever

ab B

Essa nogao de implicagfio ou conseqiiéncia pode ser naturalmente
estendida a conjuntos de férmulas, que € o que realmente nos inte-
ressa. Primeiro, precisamos dizer quando uma valoracao é modelo de
um conjunto de férmulas.

Definigio 9.5 Uma valoragdo v ¢ modelo de wm conjunto de férmulas
Ise, paratoda ye T, v(y) = V.

Ou seja, uma valoragao v é modelo de T se todas as formulas desse
conjunto tém o valor V em v. Escrevemos ‘v = I” para indicar que ¢
é modelo de I'. Obviamente, se existir alguma y e T tal que v(y) =F,
entio v ndo é modelode I, o que escrevemos assim: vE T

Para exemplificar, considere o conjunto I ¢ as duas valoragaes v,
€ v7 a seguir:

I'={A — B,—A, B},
viA)=F, v (B)=F,
Uz(A) = F, Uz(B) =V,

E facil ver quev; EI: como A e B tdm Fem vy, —A e =B ganham
V. Analogamente, A — B também ganha V. Assim, todas as férmulas
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de I sdo verdadeiras em v;. Pela definigdo, vy é modelo de T, vi ET,
Por outro lado, como v3(B) =V, —B tem F em v2. Como hd a0 menos
uma férmula de T que ¢ falsa em v, v, ndo é modelo de vy 2T

Definigao 9.6 Seja I" um conjunto de formuldas, e o uma formula. Di-
Remos que @ ¢ uma conseqiiéncia tautologica de T (ou que I" implica
tautologicamente «) se, para toda valoracdo v tal que v F T, v(a) =V,

Escrevemos ‘T F ' para indicar que & € uma conseqiiéncia tau-
tolégica do conjunto T. O que a defini¢iao acima esta dizendo, claro,
€ que ¢ € conseqiiéncia tautoldgica de I se & tiver o valor V em toda
valoragio que for modelo de T, ou seja, em toda valoragio que d4 V a
todas as formulas de T, Isso corresponde a idéia informal de “sempre
que as formulas em I"sdo verdadeiras, o € verdadeira”. Dito ainda de
outra forma, I' F & se nao existe nenhuma valoragéo v tal quevET
ev(o)=F.

Um conceito relacionado ao de implicagio tautolégica é o de equi-
valéncia tautoldgica entre duas férmulas, que definimos como se segue:

Definicao 9.7 Uma férmula a é ta utologicamente equivalente a uma
formuda B se, qualquer que seja a valoragio v, v(a) = v(f).

Uma vez que definimos conseqi€ncia tautoldgica, podemos apli-
car isso, por exemplo, no teste de validade de um argumento. Supo-
nhamos que tivéssemos um argumento formalizado da seguinte ma-
neira;

Py (AvB)=C
P; —B
» A

€ quiséssemos testar sua validade. E claro que 0 argumento, assim
formalizado, serd valido se sua conclusdo, A — C, for conseqiiéncia
tautoldgica de suas premissas. O que significa dizer que A — C deve
ser verdadeira em toda valoracao que for modelo das premissas.

E claro que NJo precisaremos examinar todas as valoragoes pa-
ra isso. Como vocé viu anteriormente, tendo um nimero finito n

de férmulas atdémicas, teremos 27 valoragdes diferentes com respeito

- aelas — o que corresponde a 2" linhas em uma tabelu de verdade.
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O que precisamos fazer, entdo, é construir uma tabela de verdade na
qual aparecam todas as férmulas envolvidas: as premissas e a con-
clusdo do argumento formalizado. Com respeito aquele argumento
apresentado acima, temos entao:

P1 P >
A|B|C|AVB | (AvB)=»C|—-B|A>C
ViVv|v] v Y; F v
Flv|v| v v F v
VIF|Vv| v [v] Vv
F F|v]| F v
VIiV|F| v F F F
FIVIF! v F F v
V|F|F| Vv F v F
FIF|F| F v

Construida a tabela acima, que lista todas as valoragées possiveis pa-
ra as térmulas atdmicas A, B, e C, e calculado o valor das premissas e
da conclusdo em cada linha, s6 precisamos verificar se toda valoragio
que é modelo do conjunto de premissas atribui V também # conclu-
s30. As linhas em que todas as premissas recebem V sao as linhas 3,
4 e 8 (o que estd indicado, na tabela, por meio dos quadradinhos).
E, como vocé vé, em todas essas linhas a conclusiao A — C também
recebe o valor V. Dito de outra forma, nfo existe nenhuma linha na
qual (A v B) — C e —B sejam verdadeiras, e A — C seja falsa. Assim,
A — C é uma conseqiiéncia tautologica de ) e P.

Vamos ver, agora, um contra-exemplo. Digamos que temos um
argumento que foi formalizado assim:

PP BoA
P; —B
> —A

Para testar sua validade, construimos uma tabela na qual apare-
¢am as premissas e conclusio. Como temos apenas duas férmulas
atdmicas, B e A, esta tabela terd quatro linhas:
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Py P; >
A B|B>A|-B|-A
Viv| v FIF
FIV| F F |l Vv
VI|F F*
F|F v

Note que existem duas linhas que sdo modelo das premissas: 3
e 4. E, embora na linha 4 a conclusdo renha o valor V, na linha 3
(marcada com um asterisco) ela tem F. Ou seja, existe uma linha
(uma valoragdo) na qual as premissas sio verdadeiras, e a conclusio
é falsa. Em conseqiiéncia, —A ndo ¢ conseqiiéncia légica de B —» A
e =B.

De modo similar ao que foi feito acima, se quisermos mostrar que
duas férmulas o e B sio tautologicamente equivalentes, podemos
construir uma tabela de verdade em que as duas aparecam, e verifi-
car se elas tém o mesmo valor em todas as linhas, Se tiverem, sao
tautologicamente equivalentes; caso contrério, nio.

Exercicio 9.4 Usando tabelas de verdade, verifique se as conclusées indi-
cadas abaixo de fato s3o conseqiiéncia tautoldgica das premissas, ou nio:

(a) AvB,-AEB )  —(AAB),DoAESD
b) A< B-AE-B ()  AE(A—>(BAA) > (AnB)
(dd A-BFAVB ) AoBB&CEAGC

&8 —-A-3 -BEA-B (m) A->BvC)L,(BACYSDEA D
H AAHSCEAGC (n) (-AVB)VC,(BvO)>DEFA D
8 B— -CEBAQ o) A->Bo5AFA

(h) —(AVBL,Fo AE—F

Exercicio 9.5 Usando tabelas de verdade, verifique se os pares de formu-
las abaixo sio rautologicamente equivalentes ou nio:

(@} A>Be-AvVB (d) AoBe(A—oB)a(B-—A)
®) AABe—(-=Av—B) () A—=(BoCle(A—B)—oC

L (©) A>BeBoa H ——AcA
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9.7 Outros comentarios sobre as valoragdes

Podemos resumir o que fizemos neste capitulo da seguinte ma-
neira: escolhemos uma sublinguagem da linguagem do CQC (uma
linguagem proposicional, contendo apenas operadores, parénteses e
simbolos de predicado zero-drios) e definimos ¢ que sao interpreta-
¢Oes para ela (valoragdes). Ainda que simples, as valoragbes ji nos
possibilitaram definir validade e consequéncia légica, o que nos per-
mite testar a validade de muitos argumentos, ainda que isso nao seja
suficiente para o CQC todo.

O que é importante mencionar ainda é que nio precisarfamos ter
restringido as valoragdes apenas a linguagens com letras sentenciais.
Elas podem ser definidas para toda a linguagem do CQC. Para ver
como ¢ isso, considere mais uma vez um argumento {formalizado)
que foi apresentado anteriormente, a saber:

P; Vx(Gx = Px) = Pm
P; Vx(Gx — Px)
» Pm

Tendo o argumento ja sido transcrito dessa maneira para a lingua-
gem do CQC, ¢ simples alterar a definigdo de valoragio para mostrar
sua validade, sem ter que reformalizd-lo assim:

Py A—=B
P; A
» B

Lembre-se de que a idéia bdsica de uma valoragao é permitir-nos
calcular o valor de uma férmula molecular a partir do valor de seus
componentes. Ora, podemos considerar que uma férmula molecular
é composta a partir de, basicamente, férmulas atdmicas ou férmu-
las gerais (nestas, claro, pode haver férmulas moleculares que sejam
subférmulas, mas isso ndo importa).

Vamos definir uma férmula elementar como qualquer fé6rmula que
seja ou atémica ou geral. Por exemplo, tanto Pab quanto Vi—Qz ¢
VxTy(-—Fx = Gy) sao formulas elementares (a primeira é atdmica; as
outras, gerais). Por outro lado, férmulas como —Pab e ¥x3yLxy —
Vz(QJz nao sao elementares, pois sao moleculares.

9.7, Outros comentidrios sobre as valoracoes
& :

Podemos definir, agora, uma valorag¢iio como uma fungéo nio ape-
nas do conjunto das letras sentenciais no conjunto dos valores de
verdade, mas do conjunto de todas as férmulas elementares no con-
junto {V,F}. Ou, de outro modo, como fizemos na definigio 9.2, mas
generalizando para qualquer linguagem de primeira ordem:

Defini¢ao 9.8 Uma valoragao v é uma funcdo do conjunto de todas as
formulas de uma linguagem de primeira ordem no conjunto de valores de
verdade {V,F}, tal que:

(@) v(—x)=V sse v(e)=F;

(b) v(aAP)=V sse v(@)=v(B)=V;

(c) vavBr=V sse v()=Vouuv(B)=V;
(d) vla—Bry=V sse v{a)y=Fouuv(fl)=V;
(e) v B)=V sse v(ar)=v(p)

(Essa passa a ser, de agora em diante, nossa defini¢éo final de valo-
ragdo.}

Feita essa defini¢io, nore que tudo vai continuar como antes, ex-
ceto que as tautologias, por exemplo, também podem agora ser {6r-
mulas numa linguagem qualquer de primeira ordem — desde que
verdadeiras em toda valoragio. Para entender isso, observe o seguin-
te: na relagdo de rautologias que vimos anteriormente, encontramos,
por exemplo, o esquema de formula ——o — . Isso significa que
qualquer férmula da forma ——a — @ ¢ uma rautologia. Ora, isso
deveria — e agora pode — incluir uma férmula como

——la — Pa,

ou ainda
——VxPx = VxPx,

ou mesmo ainda
——(Pav IyFzFzy) - (Pav IydzFzy).

Todas as férmulas acima sao instincias, ou seja, casos particulares,
de —a — a. E todas as trés formulas sdo verdadeiras em qual-
quer valoragio. N&o importa que significado vamos dar depois a P
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e F; ——(Pa v 3y3zFry) — (Pa v IydzFzy) vai continuar sendo sempre
verdadeira.

Assim, tendo definido as valoragdes dessa nova maneira, tendo
como caso-base qualquer férmula atémica, ou qualquer férmula ge-
ral (pois ndo temos condigdes de obter ainda o valor de verdade de
formulas gerais a partir de outras coisas), podemos aplicar as valora-
¢oes a toda a linguagem do CQC, e determinar a validade de muitas
outras formas de argumento que envolvam mais do que apenas sim-
bolos de predicados zero-drios. Claro que havera argumentos vélidos
que as valorag¢des demonstrarao invélidos, mas isso € porque elas ain-
da sdo demasiado simples.

Finalmente, pode-se mostrar, da seguinte maneira, que o argu-
mento apresentado anteriormente nesta se¢io é valido: ele contém
duas férmulas elementares, a saber, as férmulas Vx(Gx — Px) e Pm.
Uma tabela de verdade, portanto, teria quatro linhas. E o resto con-
tinua como antes. Assim:

P; > P
Vx(Gx — Px) | Pm | ¥x(Gx = Px) —» Pm

F
v
F

nm<<
<m<

Como vocé pode ver, o argumento € {proposicionalmente) valido.
Na tnica linha (que é a linha 1) em que as premissas sio verdadei-
ras, a conclusdo também o &. Assim, a conclusio é consegiiéncia
tautolégica das premissas, e o argumento ¢ valido.

Exercicio 9.6 Usando a nova definigio de valoracao, determine se as for-
mulas 2 direita de F sio ou nao conseqiiéncia l6gica das demais:

(@) Pav(Qb,—PakQb

(b)  (PaaFe) — 3xHx,—Pa, —3xHx £ —F¢

() —(Rbc AGm),D < Rbc E —~Gm

(d)  ¥xAx & VxBx, VxBx © JxHx F VxAx — IxHx

(€}  (=AvQb)v VxIyRxy, (Qbv VxIyRxy) — LabE A — Lab

CAPITULO 10

ESTRUTURAS E VERDADE

Neste capitulo, vocé vai ver, enfim, como interpretar linguagens
de primeira ordem. Vamos iniciar examinando de maneira informal
as nogdes de estrutura, e de verdade em uma estrutura, deixando
para apresentar as definigbes completas num segundo momento.

10.1 O valor semantico das expressdes

Vamos comegar com o argumento apresentado como exemplo no
infcio do capitulo 8, e com sua tradugao para uma linguagem de pri-
meira ordem:

P; Todo planeta joviano tem anéis. P; Vx(Jx — Ax)
P; Netuno ¢ um planeta joviano. P; Jn
p Netuno tem anéis. » An

Conforme mencionei anteriormente, ao especificar uma lingua-
gem de primeira ordem ja temos em vista um certo dominio de apli-
cagio, e os simbolos (ndo-16gicos) vio sendo escolhidos j& com um
certo significado informal a eles associado. Vimos também que essa
interpretagio informal nao ¢ suficiente para nossos propdsitos de ana-
lisar a validade (ou invalidade) de um argumento. Assim, no capitulo
anterior, nos ocupamos de um tipo simples de interpretagao formal:



CAPITULO 12

TABLOS SEMANTICOS

Neste capitulo, vamos nos ocupar de um método que nos permite
mostrar a validade ou invalidade de uma férmula do CQC, ou de-
terminar se alguma formula é conseqiiéncia légica, ou nio, de algum
conjunto de férmulas: 0 método dos tablds semdnticos (ou, como tam-
bém é conhecido, das drvores de refutacdo).

12.1 Procedimentos de prova

No final do capftulo anterior, nos vimos diante do problema de
como determinar se alguma férmula & é valida, ou se é ou nao con-
seqiiéncia légica de um conjunto I qualquer de férmulas. Este parece
ser um problema dificil, pois naoc temos como examinar todas as es-
truturas possiveis para uma certa linguagem de modo a verificar se
o é verdadeira em qualquer estrutura, ou se é verdadeira naquelas
que sdo modelo de I'. Gostarfamos, portanto, de encontrar algum ti-
po de procedimento que nos permitisse ter uma resposta (positiva ou
negativa) para as questdes acima, dentro de um tempo razodvel: um
procedimento (ou sistema) de prova.

Idealmente, um tal procedimento deveria ser mecinico e determi-
nistico: um conjunto de instrugdes formulado de maneira tio precisa
que possa ser executado por um computador; um procedimento que
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nio exija nenhuma criatividade ou engenhosidade para a sua exe-
cugio. E, claro, um procedimento que sempre dé uma resposta (sim
ou ndo) A pergunta feita. Para usar um termo técnico, gostariamos
de ter um algoritmo para decidir sobre a validade de uma férmula do
CQC, ou se uma férmula é implicada logicamente por um conjunto
de férmulas.

Um algoritmo pode ser definido como um procedimento computacio-
nal efetivo, isto é, um procedimento, executdvel por um computador,
que sempre termina apés um numero finito de passos {efetivo). Vo-
cé conhece viérios tipos de algoritmo. Para dar um exemplo simples,
suponhamos que vocé queira calcular n!, o fatorial de n, para algum
nimero natural positivo n. O algoritmo é simples, bastando multipli-
car 1x2x.--xn. Sendo n um nidmero natural positivo qualquer, €
ébvio que o procedimento de calculo sempre vai terminar, ainda que
isso possa demorar bastante, se n for muito grande. (A propésito, a
diferenca entre algoritmos e procedimentos em geral é que um pro-
cedimento pode ndo chegar ao fim de sua execugio em alguns casos.)

Mas nio basta ter um algoritmo para decidir se uma férmula é
valida ou ndo: gostarfamos, além disso, de que esse algoritmo fosse
eficiente, isto é, que nos desse uma resposta O mais rapido possivel.
Bem, para sermos sinceros, que nos desse uma resposta num tempo
razodvel, jé que “o mais rapido possivel” pode, as vezes, demorar de-
mais. Por exemplo, um algoritmo que, ao ser executado, leva dez anos
para dar uma resposta nio é 14 muito interessante do ponto de vista
pratico — ainda que a resposta venha no tempo mais répido possivel
para o algoritmo!

No capitulo 9, ao falar de valoragdes, vimos que o método de ta-
belas de verdade é um tal procedimento efetivo que pode ser aplicado
4 légica proposicional para decidir se algo é ou nao uma tautologia.
Note, primeiro, que as instrugdes para construir uma tabela de ver-
dade podem ser executadas por uma méquina: descobrir quais sdo as
férmulas elementares de uma férmula o qualquer, listar as subférmu-
las de @, calcular o nimero de linhas da tabela e gerar as combinagdes
de valores, calcular o valor de uma férmula numa coluna, decidir se
a formula é uma tautologia ou nio verificando se ela tem V em to-
das as colunas. .. Todas estas instrugdes sio mecanicas. Depois, note
que a construgio de uma tabela de verdade sempre termina apSs um
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ntimero finito de passos. Como qualquer férmula tem um compri- 4
mento finito, hd apenas um nimero finito de formulas elementares
envolvidas, um nimero finito de linhas e um nimero finito de co. §
lunas a calcular. Mais cedo ou mais rarde, uma tabela de verdade 1

sempre fica pronta. E, estando pronta, temos sempre uma resposta,
positiva ou negativa, sobre se certa férmula é tautologia ou nio, se &
conseqiiéncia tautoldgica de outras ou nio.

Em virtude do que foi dito acima, as tabelas de verdade constituem
um procedimento de decisdo para o conjunto das tautologias, ou para
a relagdo de conseqiiéncia taurolégica, ou seja, um procedimento de
decisdo para o CPC. Assim, o conjunto das tautologias ¢ dito decidivel
pelo método de tabelas de verdade. (No geral, dizemos que uma

classe de perguntas é decidivel se ha um algoritmo para obter uma

resposta a qualquer pergunta da classe.)

Contudo, tabelas de verdade se aplicam apenas 4 16gica proposi-
cional, ndo conseguindo lidar, claro, com quantificadores. Além dis-
50, elas sdo bastante ineficientes: pode acontecer que vocé faca uma
tabela com, digamos, 32 linhas, para descobrir que, exatamente na
dltima delas, a férmula ¢ que vocé esta investigando recebe o valor
F, € nfo é uma tautologia! O ideal, se existe alguma linha onde o
¢ falsa, é que pudéssemos acha-la diretamente, e nao ficar perdendo
tempo com as outras 3 1. De mais a mais, o nimero de linhas de uma
tabela de verdade aumenta exponencialmente em fungio do nime-
1o de férmulas elementares envolvidas, ou seja, se temos n férmulas
elementares, o niimero de linhas sera 2". Suponha, entdo, gue te-
mos um computador capaz de construir uma linha de uma tabela em
um microssegundo: se a tabela tiver cingiienta férmulas elementares,
mesmo assim o computador precisard de 35,7 anos para construi-la! E
uma tabela envolvendo cem férmulas elementares, por exemplo, te-
ria 2!% linhas. Nesse caso, seriam necessarios quatrocentos trilhoes
de séculos para terminar a tabela. (Lembre-se de que o universo co-
megou ha meros 15 bilhdes de anos.)

Resumindo, o que precisamos ¢ de algum outro método, que seja,
por um lado, mais eficiente que tabelas de verdade e, por outro, que
possa lidar também com férmulas gerais. Além disso, ha duas ou-
tras caracteristicas desejaveis de qualquer procedimento ou sistema
de prova:
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(i) ele deve ser correto, isto &, provar apenas as formulas validas;

(i) ele dever ser completo, isto ¢, provar todas as férmulas validas.

A primeira caractetistica, a da corregio (também chamada legiti-
midade), justifica-se por que queremos ter certeza de que uma férmula
¢ mesmo valida quando o procedimento de prova diz que € (ou se-
ja, ele ndo prova nenhuma férmula que ndo seja vilida). Quanto &
segunda, queremos também ter certeza de que uma férntula nao €
vélida, quando o procedimento nio diz que é.

O método de tablés semdnticos é um passo nessa direcdo, embora
tenha também suas limitacoes (com relagdo 2 eficiéncia, sobre o que
vamos falar mais tarde). A histéria dos tablds comega em 1935, com
a introdugdo, por Gerhard Gentzen, dos sistemas de prova conhe-
cidos hoje em dia como cdlculos de seqiientes. A caracterfstica des-
ses sistemas de prova é que eles obedecem & chamada propriedade
das subférmulas: ou seja, na prova de que alguma férmula a é vili-
da, precisamos apenas considerar as subférmulas de a. (Que isso é
uma propriedade maravilhosa vai ficar claro quando estudarmos ou-
tros métodos em capitulos posteriores!) O trabalho original de Gent-
zen foi depois desenvolvido por E. Beth, ¢ mais tarde por Raymond
Smullyan, resultando nos tablds que vocé vai aprender agora.

A caracteristica principal desse procedimento de prova por tabld
é que ele ¢ um método de refutagdo: para mostrar que alguma férmula
o € valida, comecamos supondo que ela nfo o &, e derivamos as con-
seqiiéncias dessa suposigao. Se isso nos levar a algum absurdo (como
alguma formula ter que ser verdadeira e falsa a0 mesmo tempo), en-
tio a suposi¢ao inicial estava errada. Caso contrério, os tablds nos
dao imediatamente um contra-exemplo A férmula @ em questio, isto
¢, a receita para construir uma estrutura onde ¢ ¢ falsa. (Bem, is-
so vale realmente no caso da légica proposicional. Para o CQC em
geral, as vezes a situagio se complica, como veremos depois.)

A idéia que estd por tras dos procedimentos de refutagio € o se-
guinte teorema, que podemos demonstrar a respeito do CQC:

Teorema 12.1 Seja T um conjunto de férmulas qualquer. T'F o sse
Cu{—a} é insatisfativel.
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Prova. Suponhamos, primeiro, que I' E a. Isso significa que & é ver-
dadeira em qualquer estrutura em que todas as férmulas de I" sejam
verdadeiras. Agora, se 'U{-} fosse satisfativel, deveria haver uma
estrutura 2 tal que todas as férmulas de T, bem como —¢t, sejam ver-
dadeiras em 2. Mas isto nio pode ser, pois, se AE T, Aw) =V, e
portanto, - tem que set falsa em 2. Logo, ndo existe uma tal estru-
tura que seja modelo de Tw {—a}. De onde se segue que T'u {—a}
¢ insatisfativel.

Suponhamos agora que I'U {—oc} € insatisfativel. Se T'¥ ¢, deve
haver uma estrutura % ral que A F T, e ™A(a) =F. Ora, obviamente
—¢ € verdadeira nesta estrutura. Logo, 2 & I''u {—a}, e, portanto,
Mo {0} é satisfativel, o que é absurdo, pois contraria nossa hipéte-
se. Logo, I = at.

Um caso particular do teorema acima, obviamente, é quando I'=
J, e entio temos:

Fo sse {—a}éinsatisfativel.

Assim, para mostrar que uma férmula é valida, basta mostrar que
sua negagio é sempre falsa. E essa a idéia que norteia um procedi-
mento de prova como os tablds.

12.2 Exemplos de tablos

Suponhamos que quiséssemos mostrar que (AAB) = (AvB) é
uma férmula vilida (vocé pode verificar que €, pois € uma tautologia,
construindo uma tabela de verdade para ela). A primeira coisa a fazer
— 0 passo inicial na construgio de um tabld para essa férmula — €
supor que ela ndo é vdlida. Por defini¢io, se (AAB) = (AvB) nao é
valida, deve existir alguma estrutura onde ela é falsa. Indicamos isto
escrevendo essa formula numa linha, precedida do simbolo F:

F(AAB)> (AvDB)

Para continuar, note que essa formula é uma implicagdo, e s6 hé
um caso em que uma implicagio @ — B é falsa: quando seu ante-
cedente o ¢ verdadeiro, e seu conseqiiente 8 é falso. Assim, pode-
mos escrever, abaixo de F(A AB) — (A v B), as expressoes VAAB e
FAwvB, e ficamos com o seguinte:
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vF(AAB)-—+(AVvB)
VAAB
FAVE

Note que, além de acrescentar as expressoes VAABe FAvE
40 tabld, colocamos a marca ‘v’ ao lado de (AAB) — (AvB): is-
so significa que essa férmula foi usada (para concluir as duas linhas
que seguem) € que, portanto, nao precisamos mais nos ocupar dela.
{Dizemos também que a fsrmula foi processada, ou reduzida.) Nosso
tabl6, entdo, tem agora trés férmulas: uma ja utilizada e duas novas
formulas ainda por usat. Vamos, entao, reduzir VA AB. Ha igual-
mente apenas um caso em que uma conjungao & A B é verdadeira:
quando ambas, & e B, sdo verdadeiras. [ndicamos isso como segue,
marcando VA AB com ‘v’ para indicar que jé foi usada, como mostra

a figura 12.1a.

VF(AAB) = (AVB) VF(AAB) = (AVB)
vVAAB VVAAB
FAVB VEAVB
VA VA
VB vB
FA
FB
(a) (b) X

FIGURA 12.1 — Tablé para (AAB) = (AvB).

Temos agora cinco formulas no tabld: duas que foram usadas (as
duas primeiras, ¢ ndo vamos usd-las mais) e duas que sdo atGmicas:
A e B. Com estas nada podemos fazer, pois elas ndo tém subférmulas
préprias. Resta a formula FA v B, que € uma disjungio falsa. Mais
uma vez, s6 ha um caso em que uma disjungdo o v B ¢ falsa: quando
tanto & quanto B sdo falsas. Vamos acrescentar isso a0 nosso tabld,
e marcar FA v B como usada; o resultado est4 na figura 12.1b.

Chegamos agora a um ponto em que nao h4 mais férmulas mo-
leculares a reduzir, pois todas elas foram utilizadas. Porém, se vocé
observar bem, vai verificar que ha uma inconsisténcia, ou contradi-
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¢do, nesse tabld: por exemplo, ele contém VA e FA. Ou seja, A

estd sendo considerada verdadeira e falsa. Mas isso, obviamente, & ym

absurdo; ndo ha nenhuma estrutura onde uma férmula o seja verda.-
deira e falsa. Assim, nossa suposigo inicial de que (A AB) = (A vB)

nio era valida, ou seja, podia ser falsa numa estrutura, leva-nos a umga
inconsisténcia. Isso foi representado, na figura acima, colocando-se

" a0 final do tabld — o que significa que nio podemos seguir por

esse caminho. E uma vez que nossa suposigio inicial nos conduz g
uma contradi¢@o, ela estava errada: (A A B) — (A v B), ao contrério
do que haviamos suposto, &, de fato, vilida.

Vamos resumir o que aconteceu. Pretendiamos mostrar que uma
certa férmula € vilida: comegamos supondo que ndo era, e continua-
mos aplicando as férmulas disponiveis no tabld algumas regras. Por
exemplo, tendo uma conjungio Va A §, pudemos escrever Vot e V B.
Como, no decorrer desse processo, chegamos a um absurdo (A tinha
que ser verdadeira e falsa, por exemplo), concluimos que nossa hips-
tese inicial estava errada e que a férmula original é mesmo valida.

Mas o que acontece se testamos alguma férmula e nio achamos
absurdo nenhum? Vamos tomar (A AB) — C como exemplo. (Essa
férmula ¢ obviamente invlida.) Um tabld para ela comega supondo
que ela seja falsa: F(AAB) = C. Como essa € uma implicagio falsa,
seu antecedente é verdadeiro e seu conseqiiente & falso. O resultado
vocé vé na figura 12.2a.

VF(AAB)SC VEFAABY=C
VAAB vVAAB
FC FC
VA
VE
(a) (b ?

FIGURA 12.2 — Tablé para {AAB) = C.

Temos agora uma conjuncio verdadeira, A AB: concluimos que
tanto A quanto B sao verdadeiras. O resultado est na figura 12.2b. E
agora? Note que nfio temos nenhum absurdo, isto é, ndo ha nenhuma
formula & no rablé tal que Vo e Far apare¢am. E, por outro lado,
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rodas as férmulas moleculares foram utilizadas: nao hd mais nada
4 fazer. Como nio chegamos a uma inconsisténcia, nossa hipétese
de que (A AB) = C nfo fosse vilida estava correta: ela néo ¢ vilida
mesmo. Note que o procedimento acima nos indica como construir
uma estrutura em que (AAB) — C ¢ falsa. Isto é bem simples. A,
B, ¢ C sdo letras sentenciais, isto &, predicados zero-drios. Seja entdo
£ =1{A,B,C} uma linguagem de primeira ordem (note que L contém
como simbolos ndo-légicos apenas aqueles que ocorrem na {6rmula
em questdo), e seja 2 uma estrutura em gue O UNIVETsO ¢ 0 conjunto
cujo dnico elemento € Miau,! e tal que a funcio interpretagao I é

como segue:
A=V, I(By=V, I(Cy=F.

F ¢ claro que (A AB) — C é falsa na estrutura 2. (Se vocé quiser, pode
também verificar que, numa tabela de verdade, numa linha onde A e
B sao verdadeiras, e C falsa, a férmula (A AB) — C serd falsa.) Assim,
se uma formula nao é vilida, um tabld nos da meios de construir uma
estrutura {ou uma valorago, no caso proposicional) que mostre isso:
um contra-exemplo.

Vamos ver agora mais um exemplo, ainda sem usar quantificado-
res. Digamos que pretendemos mostrar que ((Pa — Pb) A—Pb) — —Pa
¢ valida. Como sempre, comegamos por supor que essa férmula pode
ser falsa em alguma estrutura: F((Pe — Pb) A—Pb) -+ —Pu. Mais uma
vez, temos uma implicagio falsa. Logo, seu antecedente ¢ verdadei-
ro e o conseqiiente, falso. Como esse antecedente ¢ uma conjun-
¢ao (verdadeira), o resultado de processa-la nos permite acrescentar
seus dois elementos. O resultado de tudo isso vocé encontra na figu-
ra 12.3a.

Os dois proximos passos, agora, sdo simples: de F—Pa podemos
concluir VPa; e de V=Pb conclufmos FPb. (Veja a figura 12.3b.)
Note, porém, que até agora nio achamos inconsisténcia alguma. E
provavelmente desnecessario dizer, mas Pa e Pb sdo f6rmulas distintas;
logo, VPa e FPb nao caracterizam uma inconsisténcia, e vocé ainda

'Recorde-se de que o universe de uma estrutura deve ter pelo menos um ele-
mento. No caso, podemos escolher um individuo qualquer para garantir isso, como

Miau.
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v'F ((Pa — Pby A—Pb) > —Fu v F ({(Pa — Pb}y A—Pb) — —Pyq
vV {Pa— Pb)ya-Pb V'V (Pa— PbyA—Pb
F —Fu v'F—=Pu
VPa—-Phb VPa—Pb
V —Ph V'V =Pb
V Pa
{a) (b) F Pb

FIGURA 12.3 — Tabld para ({Pa — Pb) A—Pb) — —Pa.

ndo pode fechar este tabld. (Vocé ndo estava mesmo pensando que
podia, nio é!) Contado, ainda temos uma férmula nio-utilizada:
VPa — Pb. Agora as coisas ficam um pouco mais dificeis, pois nio h4
apenas um Gnico caso em que uma implicagdo é verdadeira. Porém,
se vocé conferir na definigio de verdade 10.2, vocé verd que hd uma
clausula que diz:

AUa—->P)=V s Aa)=FouA(B)=V.

Ou seja, uma implicagio ot — f é verdadeira (numa estrutura, numa
valorag@o) se, ou « é falsa, ou B ¢ verdadeira. Vamos escrever isso no
nosso tabld fazendo uma bifurcacdo, ou ramificacdo. Passamos a ter
agora duas continuagdes possiveis para o tabld: dois ramos.

v'F ((Pa — Pb) A—Pb)y —» =Pz
'V (Pa — Pb) A=Ph
v F—=Fu
'V Pa-3Phb
v'V—Ph
V Pa
FPb
F Pa Vv Pb
x X

FIGURA 12.4 — Ramificagdc em um tablo.
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Esses dois ramos, como vocé pode ver na figura 12.4, tém uma
parte em comum: todas as sete férmulas, desde a primeira linha até
FPb, pertencem aos dois. O ramo da esquerda, além disso, tem no
final FPa, enquanto o da direita, VPb. A existéncia de dois ramos
significa que hé duas alternativas possiveis para tentar mostrar que
nossa férmula inicial € falsa. Porém, esse tablé contém uma inconsis-
téncia em cada um dos ramos. Olhando o ramo da esquerda, vemos
que primeiro aparece V Pu, e logo mais abaixo F Pa. Ou seja, esse ramo
fecha-se; por ele ndo € possivel continuar, o que indicamos colocan-
do como de habito X' ao final. De modo similar, no ramo da direita,
temos FPh, e logo abaixo, VPb: também este ramo fecha-se. Como
os dois ramos fecharam-se, nenhuma das alternativas pode levar a um
contra-exemplo para ((Pa — Pb) A—Pb) — —Pa. Assim, nossa hipé-
tese inicial de que essa formula era invalida era errénea, de onde se
segue que ela é mesmo valida.

12.3 Regras para férmulas moleculares

A partir dos exemplos vistos até agora, vocé talvez tenha notado
que, para cada tipo de férmula molecular, teremos duas regras: uma
para tratar do caso em que ¢la € precedida de V, e outra para o caso
em que é precedida de F. Em alguns casos, isto levou a uma bifurca-
¢ao no tabld, como VA — B. Em outros, nio, como FA — B. Antes
de continuar, vamos listar todas as regras (chamadas regras de constru-
¢ao do tablé) envolvendo férmulas moleculares (as gerais ficam para
mais tarde).

Essas regras sdo também chamadas de regras de expansdo porque
o resultado de aplicd-las produz um acréscimo de novas férmulas ao
tabld. Como vocé vé na figura acima, para cada operador temos duas
regras, e nessas regras podemos distinguir dois casos. Primeiro, al-
gumas vezes hd apenas uma maneira possivel de assinalar valores a
subtérmulas — por exemplo, quando temos uma conjuncio verda-
deira ot A B: ambos os conjuntivos devem ser verdadeiros, se a con-
jungao o é. Assim, estendemos o tabléd adicionando tanto V ¢ quando
V. Algumas vezes, contudo, temos duas possibilidades: uma impli-
cagdo verdadeira o — B, por exemplo, deve ter ou o antecedente
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r
Vo F = Vanal Fonrf
Foa Vo Vo /\

Vg Fa Fj
Vavp Fav§ Va—f Fa—-p
N Fo PN Va
Vaof Faop
RN
Va Fa Va Fo
VB FB FB VB

FIGURA 12.5 — Regras de construgio dos rablés.

falso, ou o consegiiente verdadeiro. De forma a considerar ambas as
possibilidades, o ramo em que estamos trabalhando deve ser dividi-
do em dois novos ramos, cada um deles representando uma maneira
de continuar (uma atribui¢io possivel). Os ramos podem, é claro,
dividir-se adicionalmente em sub-ramos, e sub-sub-ramos, e esta é a
razdo pela qual o tabld, em muitos casos, acaba parecendo uma drvore
invertida. (Por isso, alids, tablds também sio chamados de drvores de
refutacio.)

Depois de ter aplicado as regras de construgio, descobrimos que,
no final, duas coisas podem ocorrer:

(1) Descobrimos que cada ramo leva a uma contradicdo, isto é,
para alguma férmula o, Vet e Fox pertencem ambas ae ramo.
Nesse caso, o ramo é denominado fechado. Estando todos os
ramos fechados, a suposigio de que a férmula original poderia
ser falsa ¢ absurda; logo, a férmula deve ser valida.

(2} Pelo menos um ramo permanece aberto, isto €, nao hd mais f6r-
mulas complexas no ramo que ainda néo foram processadas, e
nao apareceu nenhuma contradigdo. Neste caso, o que fizemos
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corresponde, realmente, a criar um modelo que falsifica nossa
férmula — logo, ela nao é vilida.

Uma vez que uma imagem ¢é melhor que dez mil palavras, vamos
examinar um tabld para (A v B) = (A AB). O primeiro passo, claro, é
supor que essa formula pode ser falsa. Como é uma implicagio falsa,
aplicamos a regra Fa — f8 e obtemos entao o seguinte:

VF(AvB) = (AaB)
VAvB
FAAB

Para prosseguir, agora, temos duas possibilidades: uma disjungio
verdadeira, ou uma conjuncfo falsa. Se vocé examinar a figura 12.5,
vera que, em ambos os casos, teremos que bifurcar o tabls. Diga-
mos que escolhemos a disjungio. O resultado vocé encontra na figu-

ra 12.6a abaixo.

VF(AvB) = (AAB) VF(AvB) > (AAB)
VVAVB VVAVB
FAAB vFAAB
VA/\VB VA/\VB
N TN
FA FB FA FB
{a) (h) x ! ? X

FIGURA 12.6 — Tablo para (Av B) - (AAB).

Por enquanto, nenhuma contradi¢do. Vamos usar agora a conjun-
¢do falsa. Também teremos uma bifurcagio: mas onde bifurcar, ja
que temos dois ramos! Simples: a férmula FA A B pertence tanto ao
ramo da direita como ao da esquerda; ela é comum aos dois. Logo, o
resultado de processé-la deve ser comum aos dois ramos. Isso significa
que cada um desses ramos vai bifurcar também. Vocé pode ver isso na
figura 12.6b: nosso tabld tem agora quatro ramos. O primeiro deles,
o mais 2 esquerda, fecha-se imediatamente, pois contém tanto VA
quanto FA. Da mesma forma, o quarto ramo, o mais a direita, que
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contém tanto VB quanto FB, fecha-se. Os outros dois, assinalados
com ‘Y, continuam abertos.

Note, porém, que agora niio hd mais férmulas moleculares a pro-
cessar. Os ramos abertos, portanto, nao véo fechar-se, o que significa
que a férmula (A v B) — (A AB) nio é valida.

Resumindo o que acabamos de aprender, se temos um tabld com
virios ramos e vamos usar uma férmula que leva a uma ramificagio,
o resultade deve ser acrescentado ao final de cada ramo a que essa
térmula pertence, e apenas a eles. Veja 0 que acontece no exemplo
seguinte, por meio do qual mostramos que (A v (A — B)) - Bnao é
tautologia. Feitos os primeiros passos, teremos o seguinte tabl:

VE(AV(A—>B))—B vF(AV(A5B)—>B
VVAV(A - B) VVAV(A-3B)
FB FB
VA VA 5B VA VVASB
! N
FA VB
(a) (b) ? x

FIGURA 12.7 — Tablé para (Av (A — B))— B.

O que nos resta a fazer, agora, é processar a férmula VA — B no
ramo direito. Temos uma bifurcacio, pois s trata de uma implicagao
verdadeira. Contudo, essa implicagio pertence apenas ao ramo da
direita; logo, o resultado de usi-la vai apenas ao ramo da direita,
como vocé vé na figura 12.7h.

Feito isto, temos agora trés ramos. O mais 4 direita fecha-se, pois
contém VB ¢ FB. Como os outros dois ficam abertos, a férmula nio
é valida.

Vamos resumir agora o que vimos até aqui. Um tabld para uma
férmula @ qualquer é um rabl que comega com Fo. Um ramo de
um tabld é chamado de fechado se ele contém, para alguma férmula
o, tanto V& quanto For. Um ramo de um tabld chama-se completo
se ou ele ¢ fechado, ou todas as fsrmulas moleculares que ocorrem

nele foram reduzidas (isso equivale a dizer que todas elas devem ter
sido marcadas com *v"),
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Dizemos que um tabld é completo se cada um de seus ramos é com-
pleto. E um tabld ¢ fechado se cada um de seus ramos é fechado.
Dizemos, entdo, que um tabld fechado para uma fSrmula & ¢ uma
prova por tablds de a. A partir disso, pode-se demonstrar o seguinte
teorema:

Teorema 12.2 Uma férmula o é uma tautologia se e somente se existe
uma prova por tablos de «.

Nio vou demonstrar esse teorema (também conhecido como Teo-
rema de Corre¢ao e Completude para a ldgica proposicional — ou
uma versio dele), pois isto nos levaria bem além do escopo deste
livro. (Uma linda prova encontra-se, por exemplo, em Smullyan,
1968.) Eu gostaria de mencionar apenas que o resultado acima po-
de ser provado para férmulas vilidas em geral (e ndo apenas tautolo-
gias), e algo semelhante pode ser demonstrado no caso de conseqiién-
cia lgica.

Observe que o teorema acima prova que o nosso método de ta-
blds, no que se refere as tautologias, tem as duas caracteristicas dese-
jadas de corregfio e completude: apenas as tautologias sio provadas,
e prova-se que todas as tautologias sao validas.

Antes de passarmos aos exercicios, note que, se uma férmula nao
¢ uma tautologia, um tabld para ela nio vai nos dizer se ela é con-
tingéncia ou contradigio. Isso, ao contrario das tabelas de verdade,
que sempre dizem em qual das trés classes uma férmula se enquadra
(relativamente ao célculo proposicional, claro, isto ¢, sem quantifica-
dores).

Exercicio 12.1 Determine, usando tablds, se as férmulas seguintes sio
tautologias ou nao:

(a) (AAB)—B Y (A—-QbaA—0b) > —-A

(b) B—o(=AvB) (ky —=(AvPb) < (-Av-PhH

(¢} (Fav—Fa)—»-0Qb () —~(B—oB)v(Aar-A)

(dd (A~B)—»—B (m) —(—A > B) 3 (-Bv-A)

(e} —AA(A—=B) n) A->B-0COre((A->B)—=0)
(y ——PaeoPavPy) {0) A>B-0)) - (BAA) )
{g) Lev—(leaTs) p) —Pa—(=PavQb)

(hY (ArA)EA (@) (HAVBA(Co AN --C

iy A->(B—o—14A)

(Av{BAC) = ((AvBIA(AV())
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12.4 Conseqiiéncia légica

(O que vimos até aqui foram as regras para tablds proposicionais
{isto é, sem envolver quantificadores). Antes de passar s regras para
quantificadores, vamos ver como mostrar que alguma férmula é ou
nao conseqiiéncia logica de um conjunto de férmulas, o que é bas-
tante simples.

Vamos outra vez comegar com um exemplo. Suponhamos que
queremos mostrar que a férmula =B € uma conseqiiéncia (por en-
quanto, tautolégica) do conjunto {(AAB) —» C, A, —C}. O passo
inicial é parecido: temos de supor que —B ndo ¢ uma conseqiiéncia
légica desse conjunto de férmulas. Isso significa que existe alguma es-
trutura em que todas as férmulas desse conjunto sdo verdadeiras e a
conclusdo —B é falsa. Podemos representar isso da seguinte maneira:

V(AAB)—C
VA
V—|C
F—B

Note que agora, dado esse passo inicial, s6 precisamos prosseguir
com a construcdo do tabld. De V—C temos FC, e de F-B temos
VB. A implicagio verdadeira na primeira linha nos leva a uma bifur-
cagfio, e ficamos, entdo, com dois ramos. O ramo da direita fecha-se
imediatamente, pois contém VC e FC. O outro continua aberto,
mas temos ainda uma conjungao falsa a usar, que nos leva a nova
bifurcagio e, finalmente, ao fechamento de todos os ramos. O tabld
completo vocé encontra na figura 12.8.

Resumindo, a tinica diferenga com relagao 3 determinagio de va-
lidade é que, agora, em vez de comegarmos com uma tinica férmula,
comegamos com vdrias. A partir dai, tudo segue como antes. E,
obviamente, para que uma férmula @ seja consegiiéncia de algum
conjunto de férmulas I, todos os ramos do tablé tém que se fechar.
Se algum ficar aberto, entdo a nao é conseqiiéncia légica de I'. O ra-
mo aberto, analogamente ao caso da determinagio de validade, nos
permite construir uma estrutura em que todas as férmulas de I' sdo
verdadeiras e «, falsa.
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VV(AABY>C
VA
vV =C
vF-B
FC
VB
vFAAB VG
/\ x
FA FB
X X

FIGURA 12.8 — Tabld mostrando que (AAB) = C, A, -CF —B.

Se I' ¢ um conjunto finito de férmulas, ¢ o uma férmula, vamos
definir um tablé para I'u {a} como um tabld que se inicia com V7,
para toda ye T, e Fo. Além disso, se hd um tabld fechado para
I'u {a}, dizemos que o é consegiiéncia por tablds de T'. Com base
nisso, podemos demonstrar agora uma versdo mais forte do teorema
de correcdo e completude que vimos antes, a saber:

Teorema 12.3 Uma férmula o é uma consegiiéncia tautolégica de um
conjunto de formulas T se e somente se o é consegiiéncia por tablos de T.

O teorema 12.2, claro, é um caso especial do teorema acima, em
que temos ['=.

Como vocé viu a partir dessas consideragdes, o método dos tablos
nos da um procedimento mecénico para decidir, sempre, se uma certa
térmula é ou nio uma tautologia, ou se € ou nao conseqiiéncia logi-
ca de algum conjunto de {6rmulas. Note também que esse método,
até agora, para a l6gica proposicional, sempre dd uma resposta. Cada
férmula processada é marcada com ‘v, o que significa que foi usada
¢ nao serd usada novamente. Eventualmente todas as férmulas aca-
bam sendo usadas (a menos que o tabld se feche primeiro}, pois cada
vez que usamos uma, o resultado sdo subférmulas, cada vez menores,
dela. Eventualmente, chegamos até as férmulas atdmicas, que néo
podem ser mais processadas. O resultado final ¢ um tabld fechado,
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ou aberto, e temos, no caso proposicional (ou seja, sem quantificado-
res), uma resposta a nossa questao inicial.

rd . _»_7 N
Exercicio 12.2 Determine, nos casos abaixo, se as conclusoes indicadas
(as formulas & direita de F) sdo conseqiigncia légica ou nido das demais:

(a3 AvB,—-AEB

by PaeQb, —Pak b

¢y —(BAAYE-Ba-A

d) A—B=sAvVB

e) —Pa——-QbFPa->Qb

Pa,Pa - CFPRaeC

) B— —ChE ~(BACD)

h)  AE(A - (QbaA)) = (AAQD)

i)  (BaaCa)— Fb, —Ba, =Ca F —Fb
iy —(AvB),FaeAFla

(kY —(AaB), Fae> AFE—Fa

() " PaesPb,Pbes PckEPaes P

m) A—=(BvSh), (BASE) = QakFA - Qa
n) (EAVBIVC (BvCO)=»DFA-SD
(o} (A—-B)—>AEA

=

(
(
(
(
(
(
(
(

12.5 Quantificadores

Para completar nosso conjunto de regras de construgao de tablds,
precisamos ver ainda as regras que nos permitem lidar com os quan-
tificadores.

E claro que podemos construir tablos para algumas férmulas con-
tendo quantificadores, e mesmo mostrar que sdo vdlidas, como fize-
mos com as tabelas de verdade. Por exemplo, € ficil ver que a formula
VxQx — Vx(Qx é valida (na verdade, ela é uma instincia de tautolo-
gia). Supondo que ela fosse falsa, terfamos que ter, em nosso tablo,
seu antecedente verdadeiro e seu consegiiente falso, ou seja, terfa-
mos que ter VVxQx e F¥xQx, o que fecha imediatamente o (tinico)
ramo desse tablo.

' ]?ntretanto, as regras que temos até aqui nos permitem apenas de-
cidir se certas férmulas sao tautologias ou nao. E, como vocé se re-
corda, existem muiras outras férmulas validas, além das tautologias.

12.5. Quantificadores o1

Vamos comegcar tomando VxPx — Pa como exemplo. Vocé ha de
concordar gue ela ¢ uma férmula vlida. (Informalmente, ela poderia
dizer algo como ‘Se todos sdo poetas, entao Aristételes € poeta’, o que
parece ser indiscutivel.) Bem, vamos fazer um tabld para mostrar a
validade dessa férmula. O passo inicial, claro, é supor que ela pode
ser falsa, ou seja, escrevemos F VxPx — Pu na primeira linha do tabls.
E como temos uma implicagéo falsa, podemos reduzir essa férmula,

obtendo entio o seguinte:

v F¥xPx — Pa
V VxPx
F Pa

Até aqui ndo temos nenhuma inconsisténcia, mas temos no tabld
a f6rmula V VxPx, que ndo foi usada ainda. A regra que nos permite
usi-la tem a seguinte justificagdo: se é verdade que todos sdo poetas,
entio & verdade que Aristételes é poeta. Dito de outra forma, se
todos tém a propriedade (simbolizada por) P, entéo a tem P,btem P
etc. Ou seja, se temos V VxPx num ramo de um tabl6, entao podemos
escrever V Pa, VPb, VP etc. nesse ramo. Claro, no presente exemplo
estamos interessados apenas em obter V Pa, o que nos permite fechar
o tabld, pois ja temos F Pa. Assim, nosso tabld fica:

v F¥xPx — Pa
V WxPx
F Pa
V Pa
X

E, uma vez que o Gnico ramo do tabld se fecha, ¥xPx — Pa é vali-
da. Note, agora, que nio marcamos a férmula VVxPx com ‘v, como
costumamos fazer sempre que uma férmula é reduzida. A explicacio
¢ a seguinte: quando processamos uma férmula molecular, digamos,
VA AB, acrescentando VA e VB ao tabld, essa conjungio ndo € mais
necessaria, pois toda a “informagao” contida nela {que seus dois ele-
mentos sao verdadeiros) ja foi extraida e acrescentada ao tablo. No
caso de VVxPx, porém, o que estd dito € que todos tém a proprie-
dade simbolizada por P. Todavia, nfo acrescentamos isso a0 tablé:



