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Aula 9 — Solucoes da
equacao de Schrodinger

Parte 2



Nesta aula...

* Solucbes da equacao de Schrodinger, parte 2
- Potencial de confinamento
* O poco quadrado infinito
* O poco quadrado finito



Solucoes da equacao de Schrodinger

* De agora em diante no curso, resolveremos a equacao de
Schrodinger para alguns potenciais simples, porém com
caracteristicas importantes para o entendimento da mecanica

guantica
 Potenciais a serem resolvidos no curso:

- Potencial degrau

- Potencial barreira

- Potencial quadrado infinito

- Potencial quadrado finito } esta adla

— Oscilador harmonico

- Atomo de hidrogénio

} Aula anterior

} Até o fim do curso



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Vs
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Vs
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regido I V(AX) Regido II Regido III Solugdes:
Vo ( )_A k1x+B —k, x ( <O>
—_— Y (x)=A.e e X

Particula . .
. k —ik

confinada Y, (x)=C.e""*+D.e "™ (0<x<a)

-«

>

Y (x)=F.e"""+G.e”" (a<x)

V2m(V,—E)
k,= ki=kp= -

> X h h

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Vs
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

Solucoes:

Y (x)=A.e"*+B.e” " (x<0)

ik,x —ik, x

Y, (x)=C.e"""+D.e (0<x<a)

Y (x)=F.e"""+G.e”" (a<x)

V2m(V,—E)
k,= ki=kp= :

7 h

Note que: B=F =0 ! Por que?

Note também que: C = +D ! Por que?




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(x) Regidoll Regigo III Solugées:
A
Vo - Y (x)= A" (x<0)
confinads w,(x)=Cle" e ™ (0<x<a)
— —k;x
Y (x)=G.e™ (a<x)
E <YV,
o _J2mE  _V2m(Vo—E)
> X = p ! h
X=da

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Vs
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

by o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

Solucoes:

Y (x)=A.e""  (x<0)

Y, (x) = C[eik"xie_ik”x (0<x<a)
7/}111<X> =G.e " ((1<X)
2mE V2m(V,~E)
k,= 21 k,= 720
Note que:

e'’+e '’=cos(6)+isen(6)+|cos(0)—isen(0)]
e'’+e'"=2.cos(0)
e'’—e"=2i.sen(0)



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111

A Solucoes:
VO
— W (x)=A.e""  (x<0)
Part_l'cula
confinada Y, (x)=C,_.cos(k,x)+C. .sen(k,x) (0<x<a)
Z/JIII(X> =G.e (a<x)
E<V,
> mE _V2m(V,—E)
X=a - kH: 21 kI_ ho

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido Il Regido III

A Solucoes:
VO
— W (x)=A.e""  (x<0)
Part_l'cula
confinada Y, (x)=C,_.cos(k,x)+C. .sen(k,x) (0<x<a)
Z/JIII(X> =G.e (a<x)
E<V,
> mE _V2m(V,—E)
X=a - kH: 21 kI_ ho

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

I/JI(X> >0 (x<0)

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

Note que, se V. >> E:
’ {¢III(X) =0 (a<x)



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regiao I V(AX) Regido I Regiao III Solugdes: Q
Y, (x) = A.e (x<0)
Particula
 comnade Wy (x)=C,. COﬂ x)+C_.sen(k,x) (0<x<a)
T/JHI<X>:G-e_k1X (C1<X

X=da nm— h

R d [y(x)]

> o +[V(X)—E}I/}(X>:O

x<0

- NS Note que, se V, >> E:
Equacéo de Schrédinger independente do tempo
':UIII =0 (a <X )



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

L weo (k<0
0 | UJHI(X)_)O (a<x)

P (x) =0 (x<0)
Y, (x)=C..cos(k,x)+C_.sen(k,x) (0O<x<a)

wHI(X) =0 <a<x) 2mE

Aplicando a condicao de
continuidade da funcao de onda:

1/}1(0) — 1/}11<0>:O:>CC‘COS(O)+CS'SE1‘1(O):O
?,/JH(G) = I/JIH(a)ZO:Cc-cos(kﬂa)+Cs-sen(kHa):O



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

R d [y(x)]
2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

Vs E ?/JI(X)-)O (x<0)
" | I/JIII(X)_)O <a<x)

P (x) =0 (x<0)
Y, (x)=C..cos(k,x)+C_.sen(k,x) (0O<x<a)
wHI(X) =0 <a<x) 2mE

Aplicando a condicao de
continuidade da funcao de onda:

= y,(0 O:@cos 0)+C.-sen(0)=0

v, (a) =y, (a Oz@cos (k,;a)+C sen(k,a)=0



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

by o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

?/JI(X) -0 (x<0)
vV >> FE:
" UJIII(X> >0 (a<x)
Solugodes (V, >> E):
P (x)=0 (x<0)
y,(x)=C_sen(k,x) (0<x<a)

wIII(X):O (CI<X) _\V2mE




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

by o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

(x<0)
Y, (x)>0  (a<x)
Solugées (V, >> E):
Y (x) =0 (x<0)
Y, (x)=C_.sen(k,x)

wm(x) =0

{wxx)+0
V0>> E:

(0<x<a)

(a<x)

Ainda da condicao de
continuidade da funcéo de onda:

1/JH((1)= 1/}111(0):025‘3“(](11“):0 kpa=nmu




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regi&o III 2 2,2 2,2 2
A p- R'k® _mh'n
kyja=nm = E=-——= = 5
2m  2m  2maq

Particula

confinada

-

—
E <YV,
p X
X=da

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

2 21.2 222 2
p- R'k® _mh'n
kyja=nm = E=——= = >
2m 2m 2ma
EnergiaT
V-
25E, 5
,
— .7'[7’2 nz
16E, B 2ma

9E,

4E,




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre niveis (E; > Ey)

EnergiaT
Viose 2 22 : .
—5 00 T h ’ 5\ Energia de fétons
AE :Ei_Ef: > (ni — nf) emitidos na transi¢éo
iefl
A 2ma entre os estados i e f!
25E, 5
242
T h
E = > n’
16E, 4 2ma
| —
El
9F, a
4E, 2
E, 1
0 V=0 X




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre niveis (E; > Ey)

EnergiaT
’ 232 . .
Ve T h ) 5\ Energia de fotons
AE :Ei _Ef: 5 (ni — nf) emitidos na transigc&o
ief!
- 2ma entre os estados i e f!
25E, O 5
—~WW-> 2 2
foton E = T n>
n 2
185 A 2ma
| —
El
9F, 3
4E, 2
E, 1
0 V=0 X




Energia T

0O

25E,
IW

foton
16E,

9E,

4E,

V=0

O poco quadrado

A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre niveis (E; > Ey)

AE=E,—E,;=

77,’2 h2 ) 2\ Energia de fotons
5 (l’li — I’lf) emitidos na transigao
2m a entre os estados i e f!

Diferenca de energia entre dois niveis

consecutivos:
232 2 12
AE=E,—E;, = & h2 [nl_(ni_1>2]: & h2
2ma ) 2ma
niz_(ni_l)zzniz_<ni2_2ni+1)

=2n,—1

(2n,—1)



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre niveis (E; > Ey)

Energia T

V= 2 52 Energia de fétons
A E:E.—Ef: 7w h (n.z— n?) emitidos na transi¢éo
. : 2ma2 : entre os estados i e f!
256, —@ g Diferenca de energia entre dois niveis
IW 2,2 consecutivos:
féton _| T h 2
16E 4 En= 2ma’ " J'[2h2 J'L’th
1 . . 2 2]
— AE=E—-E;, ,= 2 [ni —(n,—1) }_ >(2n,—1)
: 2ma . ) 2ma
9E, 3 y
niz—(ni—l)zznf—(nf—2ni+1)2
4E, 2 — _
& : =2n,—1
0 V=0 X

L Al . AE .
Principio da correspondéncia: hmnim? o lim,,, —=0

ENE



O poco quadrado
A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre dois niveis

consecutivos: Fotons emitidos por processos nucleares
JEp: tém energias tipicas da ordem de 10° eV
AE=E—E, = — (2n,—1) (1 MeV)
ma

Imagine um proton confinado no nucleo
(m =938 MeV). Qual € o tamanho
esperado para o nucleo supondo um
potencial quadrado de confinamento?

Energia do foton emitido na transigao
do primeiro estado excitado para o
estado fundamental:

_ 321 _3(hc)
AE,= 2 2 2 5 5
2ma-  8mc a ,_ 3(hc)® _ 3(1240[eV.nm])
Relagao entre o comprimento de onda ¢ _8mc2AE21  8-938%10°[eV]-10%[eV]
e o tamanho do sistema:
37k _hc _ 8mc® a~10°nm = 10 fm (1fm=10 "m)

a

) A

2ma’ ~ 3hc




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Diferenca de energia entre dois niveis
consecutivos:

2 42
7 h
2

AE=E—E, = (2n,—1)

2ma

Energia do foton emitido na transigao
do primeiro estado excitado para o
estado fundamental:

2.2 2
AE, = 37 h _3(hc)

2ma’ 8mc’a’
Relacao entre o comprimento de onda
e o tamanho do sistema:

37K _hc = 8mc>
A

~ 3hc a

2
2ma

Qual é o tamanho esperado para um
sistema quantico de potencial quadrado
emitir fétons no intervalo da luz visivel?

400 nm (violeta) até 750 nm (vermelho)

2 _3(hc>

min —_

P 3(1240[eV.nm])

A= = 400 [nm]
8mc 8-511 X107 [eV]

a

» _ 3(hc) i 3(1240[eV.nm])

= A= e 750 [nm]
8 mc 8:511x107[eV]

a

Em ambos os casos,

o tamanho tipico é: a ~ lnm



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula f 1/} dX—
confinada
-~ = OCisenzmzx dx=1 = C.=(2/a)"
E <YV,
x=a > X I/Jn(x): | 2 sen | 17X
hz dZ[T,U X ] a a
5 diz) +HV(x)—E|p(x)=0 com n=1,2,3,...

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
4 Funcéo d g Densidade de
ung¢ao de onda probabilidade
Particula ¥ . (X):\/(Zsen 3ax W,
confinada J2/a L ’ a a 2/a |
E— | - l -
0 /3 2a/3 g X 0 /3 2al3 a X
E<V, v (F 27X W
R =4/| = |
V2/a vl a /™ 2/a |-
| |
xX=a - 0 2 a X 0 2 a X
2 32 )
R d[y(x)] " S ENE I
— e i (x)=y| = |sen| == i
_2m d 2 +[V(X)_E}I/J(X>—O V2/a |- a a 2/a -
X
| . | -
Equacéo de Schrédinger independente do tempo 0 a X 0 a X




Regidol V(x) Regidoll
A

Particula
confinada

-«
4>

O poco quadrado

A particula aprisionada...

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Regiao II1
2 nmwx | —i
W (x,t)=4/|=|sen e B
a a
com n=1,2,3,...
classico n=1
E <YV, ®
p X n=2 n=3
RN f\\//\
wikipedia.org

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
Particula
confinada
-«
>
E <YV,
p X
X=d

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

2 nJrx
Y(x)=4/|=|sen com n=1,2,3,...
a a
i Comparagao com o caso classico:
e
_ Distribuicao quantica
/,Distribuigém classica
______________________ B Pa L Dexel
L
0 L X
2 12 2[NITX 221 1
[97(X)]nea=|| = |seN =====
a d ||l a2 a

A probabilidade média € igual a classical



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(x) Regidoll Regigo III Solugées:
A
- — yi(x) =A™ (x<0)
confinads Y, (x)=C..cos(k,x)+C_.sen(k,x) (0O<x<a)
W (x) = G.e (a<x)
E<V, o _2mE ) :sz(vo—E)
om— A I 7

B d[y(x)]

~ 5 o +[V(X)—E}I/}(X>:O

Equacéo de Schrédinger independente do tempo



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(x) Regidoll Regigo III Solugées:
A
i R P(x) =A™ (x<0)
confinads Y, (x)=C..cos(k,x)+C_.sen(k,x) (0O<x<a)
WIII(X): G.e ™ (a<x)
E <YV,
I/JI(()) — ?/JH(O)
- dy,(0) _ dyy,(0)
' dx dx
52 2 X Devemo.s~apllcar
—5 - [:10( 2)] +V(x)—E|yp(x)=0 as condi¢des: < y,(a) =y, (a)
X
Equacéo de Schrédinger independente do tempo d I/;H (a) — d T’ZHI (a)
X X




O poco quadrado

A particula aprisionada...

Regidol V(X) Regido I Regigo 111
A
V, Voltando ao caso, V, > E:
Particula e v3
confinada
<+ I - -
- 0 a X 0 X
E < VO Va2 v2h
a
l - -
> X 0 X 0 X
X=d
2 32 / 2
h d [7/]()()] Vi vz
— > +[V(X)—E}I/}(X>:O
2m d x O | . - .
X X
Equacéo de Schrédinger independente do tempo a



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Particula
confinada
-

B d[y(x)]

2m dx’

+V (x)—E|y(x)=0

Equacéo de Schrédinger independente do tempo

Voltando ao caso, V, > E:

Wix) & E=

242
T h

-2
2ma

2
n

A=Ay

Ay

-

Comprimento efetivo maior — energia menor

>

A=

A



O poco quadrado

A particula aprisionada...

Energia
1% 4 - Regiao sem
0 V== >~ solucio para
0 poco finito!
Particula pPO¢
confinada
-« - V=V,
e n=4
E<V, .
Pogo quadrado infinito
Pogo quadrado finito
> X ~ . ]
x=a =3 A solugédo para o pogo finito
2 42 se da numericamente, e nos
hed [@U(X” [V( ) E} ( ) — 0 N&0 vamos Ver nesse curso.
o om T X)—EBEjYlx)= No entanto, é importante
d x B perceber que as energias sao
Equacao de Schrédinger independente do tempo ligeiramente mais baixas e o
. numero de estados é finito!




Resumo...

Comecgamos a ver solucoes da equacao de Schrodinger

para particulas aprisionadas (po¢o quadrado)

- Em uma aproximagéao V, >> E (poco infinito) as solugbes
possiveis oferecem infinitos niveis discretos de energia

- Em meédia, a previsao quantica concorda com a previsao
classica para a distribuicao de probabilidades

- No caso do poco finito, temos um numero finito de
estados possiveis e a energia € ligeiramente menor
gracas a um comprimento efetivo maior



Na proxima aula...

 Potencial do oscilador harmoénico

e Solucio tridimensional da
equacao de Schrodinger

- Degenerescéncia
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