4300375 - Fisica moderna |

Aula 7 — A quantizacao
na teoria de Schrodinger

As consequéncias da equacao de Schrodinger



Nesta aula...

* A quantizacao na teoria de Schrodinger
— As propriedades da funcao de onda
— O caso especial da particula livre

- Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger

— O caso do potencial de confinamento



Revisao da ultima aula

A equacao de Schrodinger:

n’ o W(x,t) _0W(x,t) Equacdo de

_ Vix,t)W(x,t)=1ih -
2m X *Vx)Wx g =1 ot Schrbdinger

A equacao de Schrodinger independente do tempo:

K d [y(x)]
2m dx’

Equacéao de Schrbdinger

+HV(x)—E[w(x) =0 independente do tempo

A funcao de onda € uma funcao complexa!
— Inclui 0 numero imaginario i

A funcao de onda deve possuir propriedades definidas pelos requisitos
matematicos da equacao diferencial e de argumentos fisicos



A funcao de onda

Propriedades da funcdo de onda
Propriedade 1 — a funcao W(x,t) deve existir, ser continua e satisfazer a
equacao de Schrodinger
Propriedade 2 — a funcao 0¥(x,t)/ox deve existir e ser continua
Propriedade 3 — Tanto a funcao W(x,t) quanto a 0W(x,t)/0x devem ser finitas
Propriedade 4 — Tanto a funcao ¥(x,t) quanto a 0¥(x,t)/0x devem ser univocas

Propriedade 5 — A funcao W(x,t) deve tender a zero com suficiente rapidez
quando x - +oo para que a integral de normalizagao convirja.

f&x) fix) flx)

Nio univoca Ndo continua

N = N\
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A funcao de onda

Propriedades da funcdo de onda
Propriedade 1 — a funcao W(x,t) deve existir, ser continua e satisfazer a
equacao de Schrodinger
Propriedade 2 — a funcao 0¥(x,t)/ox deve existir e ser continua
Propriedade 3 — Tanto a funcao W(x,t) quanto a 0W(x,t)/0x devem ser finitas
Propriedade 4 — Tanto a funcao ¥(x,t) quanto a 0¥(x,t)/0x devem ser univocas

Propriedade 5 — A funcao W(x,t) deve tender a zero com suficiente rapidez
quando x - +oo para que a integral de normalizacao convirja.

f&x) fix) fx)

N30 univoca Ndo continua
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O caso especial da particula livre

A onda plana
Na aula passada, usamos como solu¢ao da equacao de Schrodinger para o
caso da particula livre uma funcao de onda na forma:
W(x,t)=cos(k.x—w.t)+i.sen(k.x—w.t)

Pela propriedade da linearidade da Eq. de Schrodinger, a mesma funcao
multiplicada por uma constante tambéem é solucgao!

Formalmente, a solucao completa, pode ser escrita como:
W(X ,t):A . ei(k.x—w.t)_l_ B. ei(—k.x—w.t)

— —

move para a direita move para a esquerda

Podemos simplesmente adotar que k pode admitir valores negativos e tem uma
solucao geral do tipo:

‘P(X,I)ZA.ei(k'x_w't)

Ver exercicio 1 da lista da aula 6!



O caso especial da particula livre
A onda plana

e De fato, olhando eq. independente do tempo:

n* d [ y(x)] _ Equacgéo de Schrédinger
2m 4y V(x)-E|ylx) =0 independente do tempo
nd[y(x)]
- —E.yp(x)=0 ,
2m  dx’ v(x) I/J(X):A.el(k'x)
Tem solucao
d’ 2mE _ NV2mE
LI pl =0 com k="

Lembre-se que: W(x,t)=y(x).¢(t) com e



O caso especial da particula livre
A onda plana

e De fato, olhando eq. independente do tempo:

R d[y(x)]

2m dx

Equacéao de Schrbdinger

+H V%) —E|y(x) =0 independente do tempo

—FE =0 ,
2m  dx’ v(x) I/J(X):A.el(k'x)
) Tem solucéao \/ﬁ
d [w(»;)] L2ME )= 0 com k=———
d x h h

Lembre-se que: W(x,t)=y(x).¢(t) com e



O caso especial da particula livre

A onda plana
k.x)

Assim, dado: y(x)=A.e"
Vamos calcular o valor da constante A pela propriedade de
normalizagao: p=[" y(x)y (x)dx=1

PZIiZ w(x)y (x) dXZAZ'IiC: eik'xe_ik’deZAz'fiZ dx=A"[o0]
Logo, nao existe A que garanta a normalizagao!
O que isso quer dizer?



O caso especial da particula livre
A onda plana
Assim, dado: y(x)=A.e"*
Vamos calcular o valor da constante A pela propriedade de
normalizagao: p=[" y(x)y (x)dx=1
PZI:Z w(x)y (x) dXZAZ'IiZ eik'xe_ik’deZAz'fiZ dx=A"[o0]

Logo, nao existe A que garanta a normalizagao!
O que isso quer dizer?

Significa que o estado livre estacionario nao € um estado
fisicamente possivel, ou seja, nao existe particula livre com energia

bem definida!
— Violaria o principio da incerteza de Heisemberg
— Note que neste caso Ap = 0 ja que k € unicamente definido!



O caso especial da particula livre
A onda plana o
- —> | k=
Assim, dado: y(x)=A.e"* f
Vamos calcular o valor da constante A pela propriedade de
normalizagao: p=[" y(x)y (x)dx=1
PZI:Z p(x)y (x)dx=A. fiz eik'xe_ik'deZA.fiz dx=A.[0]

Logo, nao existe A que garanta a normalizagao!
O que isso quer dizer?

Significa que o estado livre estacionario nao € um estado
fisicamente possivel, ou seja, nao existe particula livre com energia

bem definida!
— Violaria o principio da incerteza de Heisemberg
— Note que neste caso Ap = 0 ja que k € unicamente definido!




O caso especial da particula livre
Como representar a particula livre?

 Lembre-se da linearidade da eq. de
Schrodinger:

W(x,t)=c,. W, (x,t)+c,. W,(x,t) = ylx)=c,.y(x)+c,. y(x)
* Podemos supor uma solugao do tipo:

X):Z An.el(k )

« Se A foruma funcdo continua de k:

A——fmt/)



O caso especial da particula livre
Como representar a particula livre?

 Lembre-se da linearidade da eq. de -
Schrodinger:
W(x,t)=c, . W (x,t)+e, W,(x,t) = wlx)=c,.y(x)+e, p(x) =

* Podemos supor uma solugao do tipo:

X):ZAn.ei(kn.x) — A

« Se A foruma funcdo continua de k:

A——fmt/)




« Como representar uma particula?

(a) ¥

(b) ¥

Soma infinita de ondas com diferentes

Ax

comprimentos de ondal!

-

(T

Eh _E_p _v

=vA=
'p hp p 2m 2

Velocidade de fase

dw _dE h _dE _p_,
hdp dp m

Velocidade de grupo

~

O caso especial da particula livre
Como representar a particula livre?

k
a) y, ————+——+——+—+—+—+—+—+—+—+—+— 181
y10 nnnnnnnnnnnnnnnnn 20'[
}’11 ................. 22!'[
P T UT TNV AT AT YT AT U VST T AT VAT YL 24n
y13 """"""""" 26n
Y14 — 20
R e | 30n
-5 5 4 -3-2 -1 0 2 3 4 7 8 10 11 12
m unidades de 11 —
(b)
y=ZXy

Tipler



O caso especial da particula livre
A onda plana

 Uma combinacao de funcdes de particulas livres com
momentos diferentes € solucao da eq. de Schrodinger e
tambéem € normalizavel!
(A série passa a ser normalizavel)
 Somando-se mais ondas, insere-se uma indeterminacao no
momento da particula
(comprimento de onda multiplamente definido)

* Alocalidade se restringe quando mais ondas sao adicionadas
a solucao
(para melhor definir a posicao da particula, mas comprimentos de
onda devem ser adicionados!)



O principio da indeterminacao
A mecanica quantica e a probabilidade

 Sendo a funcao de onda de uma particula uma soma infinita de ondas,
guando medimos a posicao da particula teremos varios comprimentos
de ondas possiveis, referentes as infinitas ondas parciais

* Quanto mais precisa for a medida, maior € o numero de comprimentos
de onda e maior € a indeterminacao do momento a ser medido

ApAx=T AEAt=
2 2

* O principio da indeterminacao nao € um problema de medida, que
melhora com o avancgo tecnologico, trata-se de um limite intrinseco e
relacionado a dualidade onda-particula por meio do principio da
complementaridade



Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugcao

« Tomemos a eq. independente do
tempo:

d’[p(x)] _2m

V-2 v ()~ ] i(x)

* As propriedades de yi(x) dependem
de V(x), lembre que F = -dV(x)/dx

* Para discutir qualitativamente a eq.
de Schrodinger independente do
tempo, tomemos o potencial ao lado

- Potencial de atracao de um elétron pelo
nucleo

Energia —»

|

0 Separacio de Distincia de
equilibrio dissociacgdo



Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugcao

« Tomemos a eq. independente do
tempo:

d’[p(x)] _2m
dx’ e

V(x)-E|y(x)

* As propriedades de yi(x) dependem
de V(x), lembre que F = -dV(x)/dx

* Para discutir qualitativamente a eq.
de Schrodinger independente do

Energia —
e e /""—'——__
=
=
try

tempo, tomemos o potencial aolado o ¥

- Potencial de atracao de um elétron pelo
nucleo



Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugao

* Arelacao entre V(x) e E define o sinal de d?yi(x)/dx*> em relacao ao sinal de y(x)

_27?121 dz[;pifﬂ +Vin-Elulx)=0 = 27: dz[zu)(;)] +E-V(x)[w(x) =0

* Sendo y(x) de sinal positivo, a concavidade da funcao € para cima se for
d’y(x)/dx* também for positiva, e para baixo se d?yi(x)/dx* for negativa

¥ (x) vix)




Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugao

* A concavidade muda com o sinal de y(x)

* Nas interfaces entre as regides, a
continuidade deve ser garantidal!

* A solucao é totalmente definida por

Energia —

valores a serem definidos para y(x) e / ¢ \

dy/(x)/dx em um ponto arbitrario x,

Resmli Regifo 2 :E Regifo 3
) Ui/\:;\/
X : !
o T I~
[V(x) - Elm:ll’(x) E]<03[V(x) El>o0




Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugao

* A concavidade muda com o sinal de y(x)

* Nas interfaces entre as regides, a
continuidade deve ser garantidal!

* A solucao é totalmente definida por

Energia —

dy/(x)/dx em um ponto arbitrario x,

v(x)

valores a serem definidos para y(x) e ¢ \

| 1

~ v s |

nao aceitavel Regiol | Regiio? .t i3
v(x) 1 E
-_— ! |
\ﬂ. 3’/ l !
— . ,l E
) aceitavel 0
l
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T /\*\_/'/\
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i
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Interpretacao qualitativa da equacao de Schrodinger
Visualizando a solugao

* A concavidade muda com o sinal de y(x)

* Nas interfaces entre as regides, a
continuidade deve ser garantidal!

* A solucao é totalmente definida por

Energia —
o
-
tn

dy/(x)/dx em um ponto arbitrario x,

valores a serem definidos para y(x) e / ¢ \
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* Nao sao todos os valores de yi(x) e

O caso do potencial de confinamento
A quantizacdo como consequéncia da continuidade

dy(x)/dx que resultam em solugoes
aceitaveis

* |sso impOem restricoes nos valores
de energia na regiao onde E > V(x)

“O fato essencial é que a misteriosa ‘exigéncia
de multiplos de h’ ndo mais entra nas regras de
quantizacéo; foi atingido, por assim dizer, um
estagio antes, sendo mostrado

que essa exigéncia resulta do fato

que um certa fungdo espacial é

finita e univoca”

E. Schrodinger

Vit

Energia

0

O efeito de quantizagao aparece
naturalmente na teoria de Schrodinger

Na antiga mecanica quantica a quantizacao era
importa pelas regras de Wilson-Sommerfeld.



O caso do potencial de confinamento

A quantizacdo como consequéncia da continuidade

* Exemplo do oscilador harmonico e
comparacao com caso classico

Densidade de probabilidade quéantica para o 13° estado
——-= Densidade de probabilidade classica para a mesma energia

P(x)
|
|
I

/ Vix)
E

—
Energia —

Regido \ n \ § Regido
classicamente 75 q classicamente
proibida B proibida

» |

L =]

=
]

11 S———__




O conceito de variaveis observaveis
A realidade do ponto de vista da mecanica quantica

 Uma variavel observavel € qualquer variavel de um
sistema quantico passivel de ser conhecida por meio
de um experimento

 Sao observaveis: posicao, energia, momento, momento
angular, spin, momento magneético, ... , entre outras...

* Amedicao de uma variavel observavel € sempre uma
materializacao de uma possibilidade

* Previsoes sao feitas por meio de calculos de valores
esperados utilizando a densidade de probabilidade



O gato de Schrodinger

O colapso a funcédo de onda

A “experiéncia”’ do gato de Schrodinger € na realidade uma analogia.
Um recurso didatico para ilustrar a natureza da interpretacao
probabilistica da funcao de onda

1 1
A variavel observavel neste ‘\’5 ‘§>+\/’2' ‘ﬁ‘>

caso € a situacao de vida do
gato (vivo ou morto)

Todos os estados quanticos
possiveis devem ser representados
na funcio de onda

Ao realizar o experlmento, d|z-se No “experimento” do gato de Schrodinger, um dispositivo
que ocorre o CO|apSO da fung:ao libera aleatoriamente veneno ou alimento ao gato, que se
de onda na realidade observada encontra dentro de uma caixa fechada, sem que o

observador possa dizer se ele esta vivo ou morto.




O gato de Schrodinger

O colapso a funcédo de onda

A “experiéncia”’ do gato de Schrodinger € na realidade uma analogia.
Um recurso didatico para ilustrar a natureza da interpretacao
probabilistica da funcao de onda

A variavel observavel neste
caso € a situacao de vida do
gato (vivo ou morto)

Todos os estados quanticos
possiveis devem ser representados
na funcio de onda

Ao realizar o experimento, diz-se
gue ocorre o colapso da funcao

“About your cat, Mr. Schraodinger—1I have

de Onda na realldade Observada good news and bad news.”



O calculo de valores esperados
Sobre previsbes e variaveis observaveis...

* O objetivo de toda teoria cientifica € explicar observacoes
experimentais

 Afuncao de onda contém toda a informacao sobre o sistema quantico

O valor esperado de x € o valor médio de x que esperamos obter quando
medimos a posicao de um grande numero de particulas descritas pela
mesma funcao de onda ¥Y(x, t)

n+ 00

(x)=]" x.P(x)dx (p)=f" ¢ (x).p. p(x)dx

(E)=]




O calculo de valores esperados
Sobre previsbes e variaveis observaveis...

* No entanto, a funcao de onda nao depende explicitamente de algumas
dessas variaveis observaveis

* Neste caso, utiliza-se o conceito de operadores

 Os operadores transformam a funcao de onda e revelam as

observaveis!
W (x,t)=cos(kx—wt)+i.sen(kx — wt)

too ., O
<p>:f_oo Y (X) _lha W(X)dx alI(;(:’t):ik.[cos(kx—cut)+i.se11(l<x—cutﬂ
g alI;(:’t):ik.[cos(kx—cut)+i.sen(l<x—cutﬂ
E)=]"" y (x)|in o wlx)dx
LY al};(;’t)z—iil;—.‘lf(x,t) p[\p(x,t)}:—ma‘g(:’t)




O calculo de valores esperados

Sobre previsbes e variaveis observaveis...

* No entanto, a funcao de onda nao depende explicitamente de algumas
dessas variaveis observaveis

* Neste caso, utiliza-se o conceito de operadores

 Os operadores transformam a funcao de onda e revelam as

observaveis!
W (x,t)=cos(kx—wt)+i.sen(kx — wt)

e ., O
<p>—f_oo Y (X) _lha W(X)dx 8‘1(;(tx,t) =—iw.|cos(kx—wt)+i.sen (kx— wt)
g alp<X’t):—ia).[cos(kx—a)t)+i.sen(kx—a)t)]
VRN . ot
(E)=]_, w(x)|in—|p(x)dx . e
— II;(tx’t):iil;:—.‘lf(x,t) E[‘P(x,t)]=ih atx,t




O calculo de valores esperados
Sobre previsbes e variaveis observaveis...

* No entanto, a funcao de onda nao depende explicitamente de algumas
dessas variaveis observaveis

* Neste caso, utiliza-se o conceito de operadores

 Os operadores transformam a funcao de onda e revelam as
observaveis!

hZ 821P(X,t) . a‘P(X,t)
p)=[" w(x).[-in 0 w(x)d “am etV OWY) =in—
= X).|—1h— x) dx _ B
- 0 X — ‘
2m 2
+ o0 % ) a
<E>:f_°°w (%) lhE y(x)dx Operadores:
—_— | 8 A_ i




O calculo de valores esperados

Sobre previsbes e variaveis observaveis...

 Outros operadores uteis:

ﬁX:—ihai Componente x do momento
X
~_ .. 0 a_ . Operador
py——lha Componente y do momento - p=—iznV omento
fazz—iha% Componente z do momento
~ .. 0 .
E=ih=" Energia total (dependente do tempo)
- n o
ro_H .
2m B Energia cinética

=L +v x) Hamiltoniana (energia total independente do tempo)



Resumo...

A particula livre (ou a onda plana) € um sistema
Importante na teoria quantica

Um estado livre localizado com a energia definida &
inconsistente com o principio da incerteza

Uma particula livre deve ser descrita como uma seérie
de ondas planas, inserindo uma indeterminacao no
momento (energia) e assim uma restricao de localidade

A eq. de Schrodinger independente do tempo permite
uma interpretacao qualitativa pela analise do sinal da
segunda derivada da funcao de onda



Resumo...

* Potenciais de confinamento implicam em quantizacao!

* A quantizacao € consequéncia da necessidade da
continuidade da funcao de onda

* As regras de quantizacao de Wilson-Sommerfeld sao
embutidas na equacao de Schrodinger



Proxima aula...

* Solucgbes da eq. de Schrodinger, parte 1

- Solucio de problemas interessantes
* Potencial uniforme
* Potencial degrau
* Barreira de potencial
* Poco quadrado infinito e finito
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