Integrais Gaussianas

Integrais envolvendo func¢oes gaussianas, como a indicada abaixo,

Iy(a) = /OO e dx | (1)
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sao comuns em Fisica, Estatistica e outras areas. A notagao Iy(«) indica que o resultado

da integral depende do expoente a. Uma das técnicas para resolver a integral consiste em
considerar o quadrado de Iy(«),

(o) = /OO e~ du /oo e dy = /_O:O dx /_O:o dy e~ @) (2)
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A quantidade I2(«) pode ser interpretada como uma integral de superficie sobre R? em
coordenadas cartesianas, podendo ser também realizada em coordenadas polares !

r=@*+y?) ; 0<r<oo 3)
0=tg (y/x) ; 0<0<2m

de modo que
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(o) = / dm/ dy e @y = / d@/ rdre " = 27r/ —due ",
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onde se realizou a mudanca u = 72 no ultimo passo. Da expressao acima, ¢ imediato obter
(note que a integral Iy é um nimero positivo)
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Fungoes Pares. Uma fungao f(z) é dita par em torno de z = 0 se satisfaz a condicao
f(z) = f(—x). Sera interessante demonstrar a seguinte propriedade para fung¢des pares e

continuas:
/ ;Oo Flayde = [ 000 fleyds+ [ " fw)da

Fazendo a mudancga de varidvel © = —z na primeira integral,

/_OOO f(z)dx = AOOO f(=u)(—du) = /;Oo Fu)du |

onde se utilizou a propriedade f(u) = f(—u) da funcdo par. Em vista das duas expressoes

acima, concluimos que
+oo
/ x)dr =2 / (5)

Sendo a Gaussiana uma fungao par, exp(—a(—z)?) = exp(—az?), concluimos também
que

1Como alternativa, poderiamos introduzir a mudanca de variaveis z = r cosf e y = rsenf), cujo determi-
nante Jacobiano é J =r.



IN(a) = /0 e dy = 5/ e dy = 5 (W> : (6)
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Produtos de Gaussianas por z*". Outro resultado de grande utilidade pode ser obtido

por sucessivas derivagoes da igualdade

o0 ) 7\ 1/2
e dr = (— 7
em relacao a «. Explicitamente,

d/oo —az? g _/Ooa—afv2d — d(ﬂ)l/z —
do 7006 v 7008046 v da \«

= [mee’QIQ de = 5 ( W) : (8)
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A expressao acima pode ser derivada mais uma vez em relacao a «, resultando na integral
de z* exp(—ax?), e aplicacoes sucessivas desse procedimento conduzirao ao resultado

o0 2n — N 7l/?
]n(a):/ dx$2n€_az2 = ( i ) U ’I’L:O,].,273,"‘ ) (9)

on o (2n+1)/2 ’

onde

1, se n<0

— 1\l =
(2n = DK {1x3x5x~-x@n—n, se n>0 (10)

Perceba que o caso Iy(«a) esta contemplado no resultado acima (substitua n = 0 e verifique!).
Além disso, como todas as integrais I,,(a) tém integrandos pares, é imediato obter:

I;L(oz):/ooodxx%e_mg — ZL(a). (11)

Funcgoes Impares. Uma funcéo f (x) é dita mpar em torno de x = 0 se satisfaz a condigao

f(z) = —f(—x). Procedendo em analogia ao caso das fungdes pares (abaixo, u = —z):
0 0 +o00
| f@yde= [ few—dw =~ [ fu)du.
onde foi utilizado f(—u) = — f(u). Portanto, para fungdes impares,

/+OO f(x)dx = /OOO f(x)dm+/0+oo f(x)dx=0.
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Produtos de Gaussianas por = . Todas as integrais do tipo

/ +C><>2—&—1— 2
Jn(a):/ T e dx |

oo
comn =0,1,2,---, tém integrandos impares, sendo iguais a zero, isto é,
/ O ontl —ax?
Jn(a):/ T e dr =0 (12)
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Todavia, podemos considerar a integral abaixo:

+o0 2
Jo(a) = /0 rxe “dr .
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Fazendo u = z*, com du = 2xdz, teremos:

1 [t 1
Jo(o) = 5 [ e = ofa) = 5 t
e A T (13)
Sera deixado como exercicio derivar sucessivamente (em relagdo a «) a igualdade abaixo,

+oo 2 1
—a@® . — T
/0 e X 9 s

o
de modo a obter

n!
205n+1 )

Lembrando que 0! = 1! = 1, o caso Jy estard contemplado na expressao geral.

Jn(Oé) :/0 :U2n+l e_OlIQ dr = n= 07172737'“ ) (14>

Resumo
Poténcias pares:

(2n — 1) 71/2

Ton g@n)/2 g n=0,1,23--,

I,() :/ do x> e " =
onde

1 se n<0
— ”: ’ -
(2n =K {1><3><5><---><(2n—1), se n>0

00 1
I' (o) = / dz 2 e = _I(a)
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Poténcias impares:
*° n —az? n‘
Jn(a):/o e dr = Sl n=0,1,23---,

onde 0! = 1! = 1.

* ont1 2
/ e dr = 0
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