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Intr. & Relatividade — Data de entrega: 08/06

@ [1.5] Nas minhas notas de aula eu discuti como uma onda gravitacional
se propagando na diregao z possui amplitudes €, com:

00 0 0
0 ht K 0
‘=1 0 n* —nt 0
00 0 0

Uma transformacao de coordenadas x — ' que é simplesmente uma
rotacao em torno do eixo z por um angulo ¢ é dada pela matriz:

0 0 0 0

Ro 0z’ | 0 cosp senp 0
B 9af | 0 —senp cosp 0
0 0 0 0

Sabendo que as perturbagoes da métrica se transformam como h;,, =

o . . ;. .
Rs, RA hag, mostre que as amplitudes no novo referencial, €,,,, sao tais

que W' = h* cos2p — h*sen2p e h'* = h* cos 2¢ + h' sen 2.
Solugao: Como ambos, Rf e €,, s6 possuem componentes 1 e 2:

= ht(cos*¢ — sinp) — h*(2sing cos p) = h cos 2 — h¥sin2p. (2)

€lp = hT = R11R12€11 + Rl1R22€12 + R21R12€21 + R21R22€22 = (3

= h*(2sin pcosp) + h*(cos? p — sin® ) = h' sin 2p + h* cos 2. (4)

@ [2.5] Na Aula 21 eu cheguei numa equagao que eu disse que é basica-
mente a Equagao do Desvio Geodésico:
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Mostre que, introduzindo a derivada direcional:

DAX" — dX”
Dr  dr

D,(AX"),

podemos escrever a primeira equacao acima na sua forma mais usual:

D2AXH
_ vrrarrB
D2 = —R’fwﬂ AXYUU” .
Solucao:
Primeiro notemos que:
X =T, XtX" (5)
e portanto ) o o
AX® = 2T AXFXY — (AT'],) X" XY (6)
Abrindo a derivada direcional de primeira ordem, temos:
D Axo = aAxo e xeax (7)
Dt N Hv '

A derivada direcional de segunda ordem é:

2 AX® = AX® + d(I‘a XHAXY) + T X“DAX” (8)
D2 N dr ™ wem Dr '

Substituindo (6) em (8), obtemos:

D? a e LYV o\ Yu YV d a vy v
SAXT = S2TG AXERY - (AT, X1XY 4+ (I8, XPAXY)

+T%, X#(AXY + T8 XAX™). (9)

Abrindo o terceiro termo do lado direito obtemos um termo do tipo
I, X*AX", que junto com o tltimo termo do lado direito vai cancelar

o termo —QngAX“X”.

O segundo termo pode ser aberto em

(AT, X' XY = 95T AX° X! X", (10)



Substituindo (10) em (9):

D? e e oL YV a vy a v
F3AX = — 05T, AX X XY + (05T, X° + T, X*)AX
+T9, XM XAXT. (11)
Usando (5) e renomeando os indices de forma adequada:
D? 8 o
D—7_2AX‘”‘ = (051, — OpLs + T 1%, — T3, 1) AXTXHXC, (12)

onde reconhecemos a expressao entre parénteses como sendo tensor de
Riemann.

©) [1.5] Vimos em sala de aula o efeito que as polarizagoes h™ e h* exercem
sobre uma configuracgao circular de massas no plano ortogonal & dire¢ao
de propagagao da onda (na ocasido, assumimos que essa dire¢ao era z,
e colocamos as massas no plano x — y). Vimos que a polarizagdo h*
contrai e expande esse circulo alternadamente, ao longo das diregoes x
e y, enquanto que a polarizacao h* faz o mesmo, mas girado de 45°.

Suponha que temos uma onda gravitacional cuja polarizacao é dada

por:
LR _ + 4 ;
€py = €y T 1€

X

pv o

onde EII;X sao polarizacoes “puras’, que s6 possuem a amplitude h't
(no caso de ¢,), ou s6 a amplitude A* (no caso de €;,). Encontre os

efeitos que essas duas ondas gravitacionais planas exercem sobre uma
distribuicao circular de matéria.

Solugao:

Vimos em sala de aula que o desvio AX induzido por uma onda gravi-
tacional é dado por:

dPAX? 1 ,
— = —ikQEiJAXJ. (13)
Para uma polarizagao do efu’/R, portanto,
APAXEE 1 ,
T = —§(h+AX + ihXAY)e_Zk(t_z) (14)



d?AY LR 1

. —ik(t—z
ST +§(h+AY T ih* AX)e kt=2), (15)
Em primeira ordem em ht e h*:
—k(t—=z)
AXEPR ~ AX) + [AXoh™ £ ih*AYy) (16)
e—k(t—z)
AYPR ~ AY, — [AYoh' F ih* AXy). (17)

Tomando as partes reais:

1
AXER = AX, + §[AX0h+ cos(k(t — 2)) £ h*AYysin(k(t — 2))] (18)

AYER = Ay, — %[AY{)hJr cos(k(t — z)) F h*AYysin(k(t — 2))]. (19)

Uma inspegao nas solugdes acima nos mostra que um anel em forma
de elipse de particulas vai girar de acordo com a regra da mao di-
reita/esquerda dependendo se a polarizagao é R/L.

@ [4.5] Considere duas massas idénticas m presas a uma mola de massa
desprezivel. Essas massas oscilam em torno da posicao de equilibrio
fazendo um movimento no eixo z dado por:

2 (t) = £ [20 + ae™] |

(a) Assuma que se tratam de massas pontuais e calcule o0 momento de
quadrupolo “reduzido” desse sistema:

QY = /dgxp(f) (xixj - %f%“) :

Solugao: As componentes do momento de quadrupolo reduzido sao
Q' = —(1/3)2mz2? = Qq, Q% = (2/3)2mz?. Na forma matricial:

9 -1 0 0 9
Q= §m22 0 -1 0] = gmz2M. (20)
0O 0 2



(b) Assumindo que estamos observando esse sistema desde uma distan-
cia muito grande (r > z), encontre a expressao para as perturbagoes
da métrica correspondentes as ondas gravitacionais emitidas por esse
sistema de massas aceleradas (nao esquega de detalhar as dependéncias
espacial e temporal, assim como as polarizagoes).

Solugao: A amplitude das ondas gravitacionais é:

iwr zwr om

B~ 2G ng — 2G ?M(sz +24%) = (21)
iwrM . . ;
_ SmG;T [—CUZ(I(ZO +&€—1wt)€—zwt + (_iwae_“’"t)z} = (22)

(23)

e~ w1 8GmMw?az, < 2a _iwt>
1+ —e .
r 3 0

(c¢) A poténcia irradiada em ondas gravitacionais por um quadrupolo
que varia no tempo é dada por:

_dE G
T odt 10 cd

Z

3 Qij 2
dt3

Dado que a energia do oscilador harmonico ¢ E = 1/(2m) w?a?, qual
a taxa com a qual a amplitude do oscilador (a) deve decair com o
tempo, devido & emissao de ondas gravitacionais? Primeiro obtenha
o resultado geral, assumindo que a < zy. Depois, calcule o resultado
caso tenhamos uma massa de m = 100 kg, uma frequéncia de oscilagao
w = 10% Hz, uma posicao de equilibrio zy = 1 m e uma amplitude de
oscilagao de a =1 cm .

Solucgao:

. 4 4

Q_ ?mM( w Zpae —iwt 2(4.)2 2 721wt) (24>

w4

Q= ?mM(zw zoae” ™t diwda®e ), (25)
Depois de um pouco de algebra:

16G 5 4 4 9 4a a?
(Peicto = =75 zm e za”(1+ =+ 162—8). (26)

A taxa com a qual a amplitude do oscilador vai cair é:

1 <dE> _ 32mGuw'zg
S EYdt’ 155
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Substituindo os dados do enunciado obtemos:

=434 x10"2'Hz.

(28)



