
4300337 - Introdução à Relatividade
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Exercı́cio 01

No referencial inercial parado junto com a ampulheta, a gente vê o pulso de luz que parte do chão
em linha reta com velocidade c até o teto.

Figura 1: Referencial parado junto com a ampulheta.

Vamos supor que a altura da ampulheta é h, onde ∆T é o tempo em que o pulso parte do chão e
volta para o mesmo.

Figura 2: Luz andando em linha reta.

A relação entre h,∆T e c será, tanto no trecho de ida como no de volta do pulso de luz,

h = c
∆T

2
.

que podemos reescrever como
2h = c∆T. (1)

Agora, no referencial inercial que está fora da ampulheta, veremos ela se mover com velocidade v em
alguma dada direção. Sem perda de generalidade, tomemos o sentido de movimento da ampulheta
como sendo para a direita, paralelo ao chão.

Figura 3: Referencial onde a ampulheta se move com velocidade v.

O caminho percorrido pela luz nesse referencial formará um triângulo isósceles, isto é, simétrico pelo
eixo vertical, devido a constância da velocidade da luz c e da velocidade da ampulheta v.
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Figura 4: Caminho da luz.

Se ∆T ′ é o tempo em que o pulso de luz parte do chão da ampulheta e retorna para lá no referencial
em que a ampulheta se move (lembrando que supomos h como sendo a altura da ampulheta), usando
trigonometria teremos (tanto no trecho de ida como no de volta do pulso de luz)(

c
∆T ′

2

)2

= h2 +

(
v

∆T ′

2

)2

.

Isolando o termo ∆T ′, chegaremos na relação

(∆T ′)2 =
(2h)2

c2 − v2
. (2)

Usando (1) em (2), chegaremos em

(∆T ′)2 =
(∆T )2

1− v2/c2
.

Introduzindo o parâmetro γ, onde

γ =
1√

1− v2/c2
,

teremos
(∆T ′)2 = γ2(∆T )2 → ∆T ′ = ±γ∆T.

Fisicamente uma mudança de referencial não implica reversão temporal, então a única solução possı́vel
para o problema será a positiva, isto é

∆T ′ = γ∆T

Se v é sempre menor que c, então o parâmetro γ é sempre maior ou igual a 1, ou seja, a quantidade
de tempo medida entre dois eventos no referencial da ampulheta é menor do que no referencial fora
dela. Isto implica que o tempo dilata de um referencial para o outro.
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Exercı́cio 02

Considere dois referenciais S, de coordenadas cartesianas {t, x, y, z}, e S ′, de coordenadas cartesianas
{t′, x′, y′, z′}. Ambos coincidem sua origem e seus eixos em t = t′ = 0 onde t é o tempo medido em S
e t′ é o tempo medido em S ′. O referencial S ′ possui uma velocidade ~v = (vx, vy, vz) em relação a S
com uma direção arbitrária, descrita na figura abaixo.

Figura 5: Esquema dos referenciais

Considere um pulso de luz que é enviado a todas as direções do espaço no instante t = t′ = 0 e
na origem de ambos os referenciais. A equação que rege os pontos da frente do onda desse pulso é
x2 + y2 + z2 = (ct)2 em S, e é x′2 + y′2 + z′2 = (ct′)2 em S ′. Essas duas relações levam a outra

− (ct)2 + x2 + y2 + z2 = −(ct′)2 + x′2 + y′2 + z′2. (3)

Para encontrar as transformações de Lorentz mais gerais entre as coordenadas de S e S ′, suporemos
inicialmente que elas são lineares e para simplificar a expressão acima, introduzirei novas variáveis
η = ict e r =

√
x2 + y2 + z2, onde i2 = −1 é a unidade imaginária (e consequentemente η′ = ict′

e r =
√
x′2 + y′2 + z′2). Aqui, r não é nada mais do que a coordenada esférica radial do vetor ~r na

figura (7). Pois assim a encontraremos

η2 + r2 = η′2 + r′2. (4)

Em ambos os referenciais, podemos separar o vetor ~r em duas partes, uma que é paralela a ~v (~r‖) e
outra que é perpendicular (~r⊥), de forma que

~r =~r‖ +~r⊥. (5)

Figura 6: Decomposição vetorial de~r.
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Se v̂ é o versor que dá a direção da velocidade ~v em ambos os referenciais S e S ′, isto é,

~v = vv̂, (6)

e û é o versor que dá a direção perpendicular à velocidade, então

~r · v̂ = r‖ → |~r‖| = r‖, ~r · û = r⊥ → |~r⊥| = r⊥, v̂ · û = 0. (7)

Então podemos reescrever o vetor~r como

~r = r‖v̂ + r⊥û. (8)

Desta forma, podemos reescrever o termo r2 como

r2 =~r ·~r = (r‖v̂ + r⊥û) · (r‖v̂ + r⊥û) = (r‖)
2 + (r⊥)2.

Como dito, isso vale em ambos referenciais (S e S ′). Assim, a relação (4) torna-se

η2 + (r‖)
2 + (r⊥)2 = η′2 + (r′‖)

2 + (r′⊥)2. (9)

Como as direções perpendiculares ao movimento (isto é, à ~v) não são afetadas pelo boost de lorentz,
então

r⊥ = r′⊥ (10)

e com isso concluı́mos que
~r⊥ =~r⊥

′. (11)

Usando (10), (9) torna-se finalmente

η2 + (r‖)
2 = η′2 + (r′‖)

2. (12)

A expressão acima é análoga para um vetor que preserva sua norma por uma rotação (rotações do
grupo SO(2)) onde temos um vetor ~ξ de coordenadas (η, r‖) no referencial S e de coordenadas (η′, r′‖)

no referencial S ′, este girado de um ângulo α em relação ao primeiro.

Figura 7: ~ξ, S e S ′.

As transformações que relacionam (η, r‖) e (η′, r′‖) são{
r′‖ = r‖ cosα + η sinα

η′ = −r‖ sinα + η cosα
e

{
r‖ = r′‖ cosα− η′ sinα
η = r′‖ sinα + η′ cosα

. (13)

Podemos tomar as diferenciais de (η, r‖) e (η′, r′‖), onde os termos trigonométricos são constantes,
assim {

dr′‖ = dr‖ cosα + dη sinα

dη′ = −dr‖ sinα + dη cosα
e

{
dr‖ = dr′‖ cosα− dη′ sinα

dη = dr′‖ sinα + dη′ cosα
. (14)
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O termo dr‖/dη está ligado com a derivada temporal de r‖, isto é, a velocidade ~v. No referencial S ′,
dr′‖
dη′

=
dr′‖

d(ict′)
=
−i
c

dr′‖
dt′

= 0

pois as coordenadas estão paradas nele. No referencial S,

dr‖
dη

=
dr′‖ cosα− dη′ sinα

dr′‖ sinα + dη′ cosα
=

dr′‖
dη′

cosα− sinα

dr′‖
dη′

sinα + cosα
= − tanα.

Vamos nos lembrar que r‖ é a coordenada do vetor~r que é paralela ao ~v, então

dr‖
dη

=
dr‖

d(ict)
=
−i
c

dr‖
dt

=
−iv
c

onde v = ~v · v̂. Então
tanα =

iv

c
. (15)

Usando relações trigonométrica usuais, encontraremos

sinα =
tanα√

1 + tan2 α
=

1√
1− v2

c2

, cosα =
1√

1 + tan2 α
=
i

c

1√
1− v2

c2

.

Usando essas relações em (13), chegaremos em{
r′‖ = γ(r‖ − vt)
ct′ = γ(ct− vr‖/c)

e

{
r‖ = γ(r′‖ + vt)

ct = γ(ct′ + vr′‖/c)
, (16)

onde
γ =

1√
1− v2

c2

. (17)

Podemos escrever (16) em notação vetorial, de forma que{
~r‖
′ = γ(~r‖ − ~vt)

ct′ = γ(ct− ~v ·~r/c) e

{
~r‖ = γ(~r‖

′ + ~vt)
ct = γ(ct′ + ~v ·~r ′/c) . (18)

Fazemos isso pois r‖ e r′‖ são medidas do vetor posição (nos dois referenciais) na direção da veloci-
dade ~v, de forma que

vr‖ = ~v ·~r.
Lembrando das relações em (5, 6, 7, 11), podemos reescrever (18) como{

~r ′ =~r + (γ − 1)~r·~v
v2
~v − γ~vt

ct′ = γ(ct− ~v ·~r/c) e

{
~r =~r ′ + (γ − 1)~r

′·~v
v2
~v + γ~vt

ct = γ(ct′ + ~v ·~r ′/c) . (19)

Essas são as formas vetoriais das transformações de lorentz gerais com um boost arbitrário. Podemos
então finalmente escrevê-las em termos da matriz Λµ

ν onde, abrindo (19) em termos das coordenadas
cartesianas (onde usamos ~β = (βx, βy, βz) = ~v/c = (vx/c, vy/c, vz/c) e β2 = v2/c2)

ct′

x′

y′

z′


︸ ︷︷ ︸

r′µ

=


γ −γβx −γβy −γβz
−γβx 1− (1− γ)β

2
x

β2 (γ − 1)βxβy
β2 (γ − 1)βxβz

β2

−γβy (γ − 1)βyβx
β2 1− (1− γ)

β2
y

β2 (γ − 1)βyβz
β2

−γβz (γ − 1)βzβx
β2 (γ − 1)βzβy

β2 1− (1− γ)β
2
z

β2


︸ ︷︷ ︸

Λµν


ct
x
y
z


︸ ︷︷ ︸

rµ

. (20)
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Exercı́cio 03

As transformações de Lorentz Λ em termos de suas componentes Λi
k obedecem

ηkl = Λi
kηijΛ

j
l (21)

onde ηkl = diag[−1, 1, 1, 1] é a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas. Como não há
boost, é direto que t = t′, e isso reduz o nosso problema a verificar apenas a parte espacial das
transformações. A parte espacial da métrica é a matriz identidade, que podemos representar como
um delta de Kronecker δij , e podemos representar a parte espacial da transformação de Lorentz com
uma matriz R, onde suas componentes são Rj

l (i, j = 1, 2, 3). Assim, temos

δkl = Ri
kδijR

j
l → Ri

kR
i
l = δkl. (22)

Porém, essa condição para os ı́ndices de R nos leva a concluir que R é uma matriz de rotação pois,
em forma matricial,

RTR = 1. (23)

Mas especificamente, a transformação de Lorentz Λ nesse caso terá a forma Λ0
0 = 1,

Λi
0 = Λ0

i = 0,∀i = 1, 2, 3,
Λi

kΛ
i
l = δkl∀i = 1, 2, 3.

(24)
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Exercı́cio 04

Em forma matricial, uma transformação de Lorentz Λ obedece à seguinte condição

Λ−1 = ηΛTη, (25)

onde η = diag[−1, 1, 1, 1] é a forma matricial da métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas.
Então, dada duas transformações ΛA e ΛB, uma composição de transformações Λ1 = ΛAΛB também
será, pois

Λ−1
1 = (ΛAΛB)−1 = Λ−1

B Λ−1
A = (ηΛT

Bη)(ηΛT
Aη) = ηΛT

B ηη︸︷︷︸
1I

ΛT
Aη

= ηΛT
BΛT

Aη = η(ΛAΛB)Tη = ηΛT
1 η

∴ Λ−1
1 = ηΛT

1 η.
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Exercı́cio 05

Figura 8: Esquema.

Os eventos relevantes nesse problema são: (i) a luz pisca na popa da nave em S e (ii) a luz pisca na
proa da nave em S.

Figura 9: Diagrama de espaço tempo.

Como mostra a figura acima, os dois eventos não são simultâneos em S ′, embora o sejam em S , e
devemos encontrar um valor negativo para o instante de tempo em que a luz pisca na proa de S ′
visto por S ′. Isso só significa que, visto por S ′, a luz da proa pisca antes que a luz da popa. As
coordenadas de cada evento em ambos os referenciais são:

(i) A luz pisca na popa.
Em S: (t0 = 0, x0 = 0)
Em S ′: (t′0 = 0, x′0 = 0)

(ii) A luz pisca na proa.
Em S: (t = 0, x = 100)

Em S ′: (ct′ = −γβ100, x′ = γ100 = 200/
√

2)

E portanto, o intervalo de tempo entre esses dois eventos como visto por S ′ é

c∆t′ = c(t′ − t′0) = −γβ100 =
100√

3
. (26)

9



Nós podemos verificar se o nosso resultado está correto calculando o intervalo ∆s2 entre os dois
eventos e checando se de fato ∆s2 é o mesmo em ambos os referenciais. De fato,

∆s2 = −c2(t− t0)2 + (x− x0)2 = 104m (27)

e

∆s′2 = −c2(t′ − t′0)2 + (x′ − x′0)2 = −
(

100√
3

)2

+

(
200√

3

)2

= 104m. (28)
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Exercı́cio 06

Para facilitar nossa compreensão, vamos sistematizar esse problema da seguinte forma:

Figura 10: Visão do referencial S.

de forma que os referenciais S e S ′ coincidam em t = t′ = 0 e a régua inicialmente está sobreposta
entre −L0 e 0 no referencial S ′. Faremos isso para poder usar as transformações de Lorentz usuais.

(a) Em, S ′ vamos definir o evento do pulso de luz sendo emitido em A′ como tendo coordenada
(x′A, t

′
A) = (0, 0), coincidindo com uma extremidade da barra. Ainda em S ′, podemos definir

um outro evento do pulso de luz chegando na outra extremidade B′ como tendo coordenada
(x′B, t

′
B) = (−L0, t

′
B). O tempo que o pulso leva para partir de A′ e chegar a B′ será ∆t′ =

t′B − t′A = t′B. Como estamos em S ′, é direto que

∆t′ =
|x′B − x′A|

c
=
L0

c
→ t′B =

L0

c
.

(b) Em S, o tempo que o pulso levará pra sair de A′ e chegar em B′ será ∆t = tB − tA, onde
tA e tB são as coordenadas temporais dos eventos A′ e B′ no referencial S. Assim, usando as
transformações de Lorentz usuais, teremos

ctB = γ(ct′B +
v · x′B
c

) = γ(L0 −
vL0

c
)→ tB =

γL0

c
(1− v

c
) =

L0

c

√
1− v/c
1 + v/c

em que γ = 1/
√

1− v2/c2;

(c) Como fizemos no item (a), vamos definir alguns eventos para facilitar nossa vida. Em S ′, onde a
barra está em repouso, o tempo que ela leva para atravessar o referencial S pode ser visto como
o tempo em que o próprio referencial S “atravessa” a barra. Neste caso, definimos o evento A′,
onde S começa a atravessar a barra, como tendo coordenada (x′A, t

′
A) = (0, 0). E definimos o

evento B, onde S termina de atravessar a barra, como tendo coordenada (x′B, t
′
B) = (−L0, t

′
B). O

tempo em que isso acontece será ∆t′ = t′B − t′A = t′B. Como a velocidade entre os referenciais é
v, então é direto que

∆t′ =
|x′B − x′A|

c
=
L0

v
→ t′B =

L0

v
.

(d) Em S, o tempo que este referencial atravessa a barra será ∆t = tB − tA, onde tA e tB são as
coordenadas temporais dos eventos A′ e B′ no referencial S. Assim, usando as transformações
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de Lorentz usuais, teremos

ctA = γ(ct′A +
v · x′A
c

) = 0→ tA = 0;

ctB = γ(ct′B +
v · x′B
c

) = γ(
cL0

v
− vL0

c
) =

γcL0

v
(1− v2

c2
)︸ ︷︷ ︸

1/γ2

→ tB =
L0

vγ

∴ ∆t = tB − tA = tB =
L0

vγ

(e) Podemos definir a distância da barra L a partir do intervalo de tempo que a barra leva para
atravessa o referencial S, onde L = v∆t, então concluı́mos

L = v
L0

vγ
=
L0

γ
.
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Exercı́cio 07

Figura 11: Esquema.

(a) O referencial do centro de massa é aquele em que a soma dos momentos dos constituintes é
nula. Considerando a situação descrita (ilustrada na figura acima), já que as partı́culas são idênticas,
podemos concluir que o centro de massa das duas se move junto com elas no eixo x. A velocidade
das partı́culas (a), que se move para cima do eixo x, e (b), que se move para baixo, no referencial
descrito acima, é dada por

~v(a) =
c

4
(
√

3x̂+ ŷ), ~v(b) =
c

4
(
√

3x̂− ŷ).

Dessa forma, indo para o referencial do centro de massa, as partı́culas não terão movimento no
eixo x, apenas no eixo y. As novas velocidades no eixo y podem ser dadas então pela composição
relativı́stica de velocidades, onde

(v′y)(a) =
(vy)(a)

γu

(
1− u·(vx)(a)

c2

) =
c√
13
, (v′y)(b) =

(vy)(b)

γu

(
1− u·(vx)(b)

c2

) = − c√
13
,

(
u =

√
3c

4
, γu =

4√
13

)
.

onde aqui u é a velocidade do centro de massa. Assim, no referencial do centro de massa

~v(a) =
c√
13
ŷ, ~v(b) = − c√

13
ŷ.

(b) Cada uma das partı́culas vê a outra se distanciando no eixo y. Nos referenciais que se movem
junto com as partı́culas, o boost é no próprio eixo y. usando a regra de composição de velocidades,
teremos

(v′′y)(a) =
(v′y)(a) − (v′y)(b)

1− (v′y)(b)·(v′y)(a)
c2

=

√
13c

7
, (v′′y)(b) =

(v′y)(b) − (v′y)(a)

1− (v′y)(a)·(v′y)(b)
c2

= −(v′′y)(a) = −
√

13c

7
.
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Exercı́cio 08

O observador S vê a estrela com um ângulo θ com relação à direção horizontal. O segundo observa-
dor, que viaja com velocidade v relativa a S na direção x, vê um ângulo de elevação θ′.

(a) Os eventos que vamos considerar são:

(i) A luz sai da estrela.
Em S: (t0, x0, y0)

Em S ′: (t′0 = t0, x′0 = x0 − vt0, y′0 = y0)

(ii) A luz atinge os observadores.
Em S: (t = 0, x = 0, y = 0)

Em S ′: (t′ = 0, x′ = 0, y′ = 0)

Deste modo, t0 < 0 e como a estrela está muito distante dos observadores, vamos assumir que a luz
atinge os dois observadores ao mesmo tempo, i.e d = c|t0| é a distância da estrela para ambos os
observadores. Portanto, o ângulo de elevação θ que o observador em S vê é tal que sin(θ) = y0/ct0 e
cos(θ) = x0/ct0, enquanto que em S ′, cos(θ′) = x′0/ct0 e sin(θ′) = y′0/ct0. Usando as relações entre as
coordenadas em cada referêncial,

cos(θ′) =
x0 − vt
ct0

= cos(θ)− β (29)

e
sin(θ′) = sin(θ). (30)

Onde na última igualdade em (29) foi usado que v � c. Portanto, ambos os ângulos vistos nos dois
referenciais coincidem no caso não relativı́stico.

(b) No caso relativı́stico, as coordenadas do evento (ii) são (t, x, y) em S e (γ(ct− βx), γ(x− βct′), y)
em S ′. Portanto, cos(θ) = x/(−ct), sin(θ) = y/(−ct),

sin(θ′) =
y′

d
=

y

γ(ct− βx)
=

sin(θ)

γ(1 + β cos(θ))
(31)

e
cos(θ′) =

x′

d
=

γ(x− βct)
−γ(ct− βx)

=
cos(θ) + β

β cos(θ) + 1
. (32)

A relação entre θ e θ′ é

tan(θ′) =
sin(θ′)

cos(θ′)
=

sin(θ)

γ(cos(θ) + β)
(33)

(c) Quando v � c, γ → 1, β → 0 e as relações (32) e (31) se reduzem a cos(θ) = cos(θ′) + β e
sin(θ′) = sin(θ), ou seja, obtemos o mesmo resultado do item (a).
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Exercı́cio 09

Primeiramente, perceba que a 4−velocidade Uµ tem norma quadrada −c2, isto é

UµUµ = ηµνU
µUν = −c2γ2 + γ2v2 = −c2γ2(1− v2

c2
) = −c2γ2 1

γ2
= −c2,

onde γ = 1/
√

1− v2/c2. Da definição dada

pµFµ = pµ
dpµ
dτ

= m2
0U

µdUµ
dτ

= m2
0

(
d(UµUµ)

dτ
− dUµ

dτ
Uµ

)
= m2

0

−
�
�

���
0

d(c2)

dτ
− dUµ

dτ
Uµ

 = −m2
0

dUµ

dτ
Uµ

Como a métrica de Minkowski em coordenadas cartesianas é constante, então

dUµ

dτ
Uµ =

dUµ

dτ
ηµνU

ν =
d(ηµνU

µ)

dτ
Uν =

dUν
dτ

Uν = Uν dUν
dτ

= UµdUµ

dτ
,

então
pµFµ = m2

0

dUµ

dτ
Uµ, (34)

e desta forma

pµFµ = −pµFµ,
∴ pµFµ = 0.
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Exercı́cio 10

(a) Como vimos no item anterior, UµUµ = −c2. Temos então a relação pµpµ = m2
0(UµUµ) = −m2

0c
2

onde pµ = m0u
µ é o 4−momento e uµ é a 4−velocidade. Porém

pµpµ = ηµνp
µpν = −E

2

c2
+ p2

x + p2
y = −E

2

c2
+ p2

onde p =
√
p2
x + p2

y é o módulo do momento ~p. Usando as relações acima, encontramos

−m2
0c

2 = −E
2

c2
+ p2 → E2 = (m0c

2)2 + (pc)2.

Como o fóton tem massa nula, então E2 = p2c2 → E2/c2 = p2
x + p2

y.

(b) Temos, pela definição quântica de energia do fóton, E = hν, onde h é a constante de Planck e
ν é a frequência do fóton. No referencial S ′ é claro que E ′ = hν ′, o que nos leva a definir o módulo do
momento do fóton como p = E/c = hν/c. O quadrimomento associado a esse fóton pode ser escrito
como

pµ = (E/c, px, py, 0) em S, e p′µ = (E ′/c, p′x, p
′
y, 0) em S ′.

Partindo do efeito Doppler, caso o fóton se propagasse na direção de movimento entre os referenciais,
terı́amos

ν ′ = ν

√
1− v/c
1 + v/c

(·h)→ E ′ = E

√
1− v/c
1 + v/c

·

√
1− v/c
1− v/c

→ E ′ =
E − Ev/c√

1− v2/c2
→ E ′ = γ(E − pv).

Porém, como o fóton tem uma direção que faz um ângulo θ com o eixo de movimento entre S e S ′,
de forma que pv → ~p ·~v = pv cos(θ) = pxv, onde θ é o ângulo entre a direção de p e a direção de v, que
é o eixo x. Então concluı́mos que

E ′ = γ(E − pxv),

e prosseguindo da mesma forma, encontramos E = γ(E ′ + p′xv). Podemos inverter essas equações e
obter

p′x = γ(px − Ev/c), px = γ(p′x + E ′v/c).

Como a contração pµpµ é constante, usando pµpµ = p′µp′µ, chegaremos em p′y = py. Assim, a transformação
pµ → p′µ, neste caso, torna-se

E ′/c
p′x
p′y
p′z

 =


γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

Λµµ


E/c
px
py
pz



onde aqui β = v/c.

(c) No referencial S ′, o ângulo θ′ será tal que

tan(θ′) =
p′y
p′x

=
py

γ(px − Ev/c)
=

1

γ

sin(θ)

cos θ − β
,
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isto é, recupero efeito de aberração da luz. O sinal de β é diferente do obtido no exercı́cio (8) pois
estão em sentido diferente. Abrindo a equação para energia, lembrando que px = p sin θ = E sin(θ)/c,
concluı́mos que a energia E ′ é

E ′ = Eγ(1− v cos(θ)/c).
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