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A equacao da geodésica em FLRW: cineméatica cosmoldgica
As equacoes de Friedmann e a matéria cosmoldgica

Geodésicas nulas e o redshift

Medidas de distancia cosmoldgicas

Hubble, o universo em expansao e o Big Bang

Leitura: Cap. 8 do Carroll
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CINEMATICA EM FLRW

* Na aula passada vimos que ha apenas uma classe de métricas que descreve os espacos homogéneos
e isotropicos: a métrica de Friedmann-Lemaitre-Roberston-Walker (FLRW).

* A secao espacial (3D) do espago tempo é descrita, em diversos sistemas de coordenadas, em termos

da curvatura espacial K = *+ RO_2 ;

1
Coordenadas hiper-esféricas: by Qb o0 dii= d)(2+Esen2 (\/E)() dQ?

2

dR
IR Bl > dl- = + R? dQ?
K R2

Coordenadas pseudo-esféricas:

dx*+dy* +dz*
1 +§(x2+y2+zz)

Coordenadas conforme-cartesianas: By dl =

* De um modo genérico podemos escrever:

e = y;dx'dx’ , onde y; éamétrica da secdo espacial, e x' sao coordenadas quaisquer.

* A métrica de FLRW ¢é dada entéo por: POR CONVENCAO,
HOJE (¢ = ,) O FATOR DE

2 2 2 2 s ESCALA TEM O VALOR
ds =—dt“+a“(t)dl- , onde a(t) é o fator de escala. alt) = 1
0) =
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CINEMATICA EM FLRW

Antes mesmo de encontrarmos o comportamento do fator de escala podemos comecar a responder
uma pergunta basica: como particulas se movem nesse espaco-tempo? Ou seja, como se
comportam as geodésicas num espaco-tempo de FLRW?

Para isso vamos resolver a nossa velha conhecida, a Equagdo da Geodésica:

d*X* dU*
+I* U*UP =0 , ouequivalentemente FREAER =
dt? . dt a

onde X*(r) denota a trajetéria da particula e U¥ = dX"/dr é a sua 4-velocidade.

Vamos responder essa pergunta usando as coordenadas conforme-cartesianas acima, para as quais
a métrica da secao espacial é dada por:

A métrica completa de FLRW fica entdo dada por:

el B
e Tk 0 s 2y




AULA 24 - 10/06/2020

CINEMATICA EM FLRW

« Usando a métrica acima obtemos todas as conexoes facilmente:
() e s (S
F00 =3 r00 % FiO =0

M=agavy. I :35.
] SR 0 a ?

k : ¢
TR 1 +5%2

* Podemos agora substituir essas expressdes na Equacdo da Geodésica. Para comecar, vamos supor que a particula
estd em repouso numa posicao qualquer, ou seja:

X'M(T = O) — {to, XO, yo, Zo} e U'M(T C O) S {1,0,0,0}

* A equacao da geodésica se desmembra em duas equacdes: uma para a parte temporal e uma para a parte espacial:

Uﬂ
+ T2 eyl =0
drt ap

du’ . s
d—+F80U0U0+2F8iUOU‘+F2.U’UJ=O = U%=const.=1
14,

dU* . -
d—+r’50U0U0+2rgiU0Ul+r§;UlUf=0 eI — ool =)
T
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CINEMATICA EM FLRW

* Ou seja: uma particula inicialmente em repouso permanecera em repouso !

 Duas particulas em repouso em posicoes diferentes, X' e Y, permanecem em
repouso, cada uma no seu lugar, e portanto a distdncia comdvel entre elas,

Al* =y, (X' —Y') (X — V), permanece constante !

MAS A DISTANCIA
FiSICA AUMENTAI

* Vou deixar como exercicio (da lista!) para vocés mostrarem que, se uma particula
tiver uma velocidade inicial qualquer, U(zr = 0) # 0, entdo a velocidade segue a
dependéncia do tempo do fator de escala, com Ult) ~ 1/a(?) .
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AS EQUACOES DE EINSTEIN EM FLRW

O exercicio acima mostra mais uma vez que ndo existem posi¢coes especiais num espaco-tempo de FLRW: se
colocarmos uma particula em repouso em qualquer lugar, essa particula vai permanecer parada na mesma posicao.

Agora chegou a hora de obter as equacdes dindmicas para um universo descrito por essa métrica, e fazer a conexao
com a matéria. Naturalmente, queremos escrever as Equac¢des de Einstein:

G, =8zGT,

Os argumentos acima mostram que essas equacoes nao podem “escolher” nenhum ponto do espaco, portanto elas
nao podem depender das coordenadas espaciais — apenas no tempo.

Vamos comecar trabalhando com o lado esquerdo dessas equacdes. O primeiro passo é calcular o tensor de Ricci,

que podemos escrever em termos das conexdes como:

< -4 y A
Ryy=Ryp =0, T5,-9, FZﬂ+FZ,1 Lo =T Do

Apds um pouco de algebra e calculo tensorial obtemos que:

ESSE RESULTADO E

O MESMO PARA
QUALQUER ESCOLHA DE
COORDENADAS!

G2 K — NAO DEPENDE DA

= el e

0 et POSICAO!
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AS EQUACOES DE EINSTEIN EM FLRW

* Assim, obtemos finalmente o tensor de Einstein:

* Agora, para escrever as Equacoes de Einstein, sé falta incluir a matéria.

« Ja vimos que o tensor de energia-momento da matéria de um fluido é dado em termos da densidade de energia (p)
e da pressao (p) e da 4-velocidade do fluido (UM) por:

I = tp U8 tpe.

* Mas ja vimos que particulas em repouso em FLRW permanecem em repouso, ou seja, U# — {1,0,0,0} , ou

UM — {—1,0,0,0} . Isso significa que as componentes do tensor de energia-momento sao:

VOCE PODE VERIFICAR QUE A CONSERVACAO DESSE TENSOR
DE ENERGIA-MOMENTO, 7", = 0, RETORNA A EQUACAO DA

a
CONTINUIDADE: p +3—(p+p) =0
a
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AS EQUACOES DE EINSTEIN EM FLRW

« Agora podemos finalmente juntar os dois lados disso e escrever:

het o oK

d2

i K
Gy=87GT; = |

Essas sdao as Equacées de Friedmann.

Nessas equacdes temos apenas fungcbes apenas do tempo: a(t) , p(t) e p(1) .

Diferentes tipos de matéria resultam em diferentes dinamicas para o fator de

escala a(?) . Faremos isso com detalhe em breve, mas por enquanto vamos
considerar o modelo mais simples possivel, de matéria nao-relativistica

(“fria”), ou seja, que s6 tem energia de repouso, e portanto p = 0.
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EQUACOES DE FRIEDMANN COM POEIRA

Vamos considerar matéria que é composta de particulas com massa de repouso mas com velocidades

despreziveis. Nesse caso a densidade em qualquer volume V é dada pela massa total dentro daquele
volume fisico (V)), divida pelo préprio volume :

M c? @
p —
Vi

Essa densidade é uma funcao do tempo, porque o volume fisico varia com o tempo:

Ve = J d3x1/detg1j = a3J d3x1/detyl-j =0 — p:ﬁ
V 1% Cl3

A pressao dessa matéria “fria" é nula, p =0 . Logo, temos:

G757 K .
3—2 e 3—2 = SJZ'GPCCI
a a

Vocé pode verificar diretamente que a segunda equacdo segue da primeira: basta tomar a®> X (...) e
tomar a derivada no tempo, que vocé chega na segunda equagdo. Entdo vamos resolver essa primeira.
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EQUACOES DE FRIEDMANN COM POEIRA

* Podemos resolver a equacao:

8nG
@+ K = - g

« E facil ver que, se K =0, a solucdo é muito simples: a ~ t* . Ou, explicitamente:

278
1 &
-0 = a(t)=<—> , com 1y=(62Gp,) "

)

* No caso K # 0 a solugdao é um pouco mais complicada. Vamos tomar o caso K > 0, ou seja, a geometria
esférica (fechada). Nesse caso a solugdo é dada em termos da parametrizacao:

a(y) = 3KC (1 - cosy) 15

_ 4zGp 20f

4rGp,

3K 32 (v = seny)

t(y) =

(Obs: para tomar o limite K — 0 vocé deve expandir as expressoes acima em série de Taylor para y — 0)
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EQUACOES DE FRIEDMANN COM POEIRA

» A solucao geral (para qualquer valor de K) pode ser representada pelo
grafico abaixo.

NOTE QUE O BIG
BANG E UM INSTANTE

NO TEMPO, E NAO UM
PONTO NO ESPACO! NAQUELE
INSTANTE TODOS OS PONTOS

SE TORNAM INFINITAMENTE
PROXIMOS, SEM QUE
NENHUM DELES
REPRESENTE UM
“CENTRO"
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

* Vamos voltar para o “basico” da métrica de FLRW, e lembrar que dois corpos em repouso
permanecem em repouso, mas a sua distancia fisica muda com o tempo, de acordo com o fator
de escala a(?):

T T
ol | |e

e q(t
As? = a*(t) A2 (?)

0 .
B .
. .

* A velocidade com que esses dois corpos se afastam pode ser escrita em termos dessa prépria
distancia fisica:

d d :
V=—As=— [a(t) Al] = a Al
dt dt

a a
= W g Ny = A5 .
a a

a
onde H =— ¢é afuncao de Hubble, ou taxa de expansao do universo.
a
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

Essa relacao entre distancia e velocidade num universo de FLRW remete a nogcao de um
“efeito Doppler”:

v=Hr , onde r=a(t)r, é adistancia fisica

Mas a frequéncia de sinais emitidos por objetos que estao se afastando (ou se aproximando)
de nés esta sujeita ao efeito Doppler:

v Hr
=14—- - 14—
C (&

obs

em

Esse fator chama-se redshift:

A _Hr

— e

obs

em ¢

Essa definicao do redshift é intuitiva, mas ela é aproximada: afinal, a associacao v = Hr tem
um carater instantdneo, o que nao pode ser correto quando notamos que, entre a emissao da
luz e a sua observacao, transcorre necessariamente um intervalo de tempo. A seguir vamos
fazer uma derivacdao mais rigorosa do redshift.
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

Considere um raio de luz que é emitido de um ponto ao outro.

Por simplicidade, podemos escolher a origem do referencial de tal modo que
ambos os pontos estdao numa certa direcao radial, e assim esse raio de luz ser3,

por construcao, na direcao radial (dC2 = 0).
Se usarmos coordenadas hiper-esféricas teremos:

ds’? =—dt* + a’(Ddr>=0 A

Portanto, a distancia radial comovel Ay entre os dois pontos é dada por:

X JXZ . “ZO+AI dt
)( —— )( — —
X1 lo a(t)
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

* Agora vamos analisar com mais cuidado a propagacao desse raio de luz.

« Podemos pensar nesse raio de luz como uma onda que oscila rapidamente, com frequéncia v, e
periodo oty = 1/y, .

* Podemos medir essas oscilagcoes tanto no ponto a luz é emitida quanto no ponto onde essa luz
chega e é observada. Temos entao que:

0
ty + Ot

l‘0+Al‘ dt IO+AZ‘+5Z‘ dt
e[
a

o fo+01y { t() + At (o) ,"W >
e lh+ At + 0t o AN\ —

* Mas a primitiva essas duas integrais sao as mesmas, apenas os limites de integracao é que
mudam. Portanto, podemos fazer:

oy s 2 : ot ot
b = — , mas tanto df quanto 67, sdo muito pequenos, logo ) = FREe S
a(ly ally + At

t a foiip s G
\/ \/
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

* Vamos repetir esse resultado aqui, porque ele é extremamente importante. Tomando #, = 7,,, como o instante
da emissao da luz, e 1) + At =, como o instante da observacao da luz, temos:

-1 -1
5tem 5t0bs Vem Vobs A

A

obs

a(tem) a(tobs) a(tem) a(tobs) a(tem) a(tobs)

em

- Em outras palavras, encontramos uma espécie de “efeito Doppler cosmolégico”, que “alonga" o

comprimento de onda da luz @ medida que o universo expande (ou seja, a medida que o fator de escala a
aumenta):

/10bs a(tobs)
— QUANTO MAIS

dom e DISTANTE O LOCAL DE
ONDE A LUZ FOI EMITIDA,

MAIS NO PASSADO (1,
MENOR) E MAIOR O
REDSHIFT

O redshift z é definido como:
s WLy Il

« Geralmente nos referimos ao redshift como a relacdo entre o comprimento de luz quando ela foi emitida

numa galéxia distante (em um certo ¢,,, = ¢ qualquer) e a sua detecgao hoje, na Terra (¢,,, = 1, , a = 1). Assim:

14+z= ? ,onde z é o redshift do objeto que emitiu a luz que observamos hoje na Terra.
a(t
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

* Mas como observamos o redshift na pratica?

» Todos os objetos que emitem luz o fazem por
meio de excitacoes de dtomos e moléculas
que sao as mesmas, aqui na Terra ou numa
galdxia distante. Os niveis atomicos e
moleculares da matéria tém um espectro

caracteristico, com frequéncias (energias)
muito bem definidas nas quais a luz é emitida.

Em geral, podemos usar linhas de emissao, de
absorcao ou mesmo a forma do espectro
como um todo para medir o redshift.

Espectro (linhas Mesmo espectro
de emissdo e numa galaxia
absor¢ao) do Sol distante
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GEODESICAS NULAS E O REDSHIFT

« Galaxias idénticas que estdao cada vez mais distantes (y maior, redshift maior)
tém espectros observados na terra que ficam progressivamente avermelhados.

Elliptical COIOxy ot z=0.7

1.0f d
: ’, '.' ‘M

GoF | , P
<3 NWM&:/ . AX(1+07)
o:(2) / \ /\-/—/, g

3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Wovelength [Ang]

Elliptical Galaxy ot z=0.4
1.00 ;
0.8
< 0.6

2 oek] U Ax (1 +0.4)

0.2 -

3000 4000 5000 6000 7000 8000 2000 10000
Wovelength [Ang]

Elliptical Galaxy ot z=0.0
1.0 i
0.8
< 0.6
(F
0.4 | |
0.2 - ",
0.0/ :

3000 4000 5000 6000 7000 8000 2000 10000
Wovelength [Ang]
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RELACAO ENTRE O REDSHIFT E A DISTANCIA RADIAL y

Suponha que detectamos a luz de uma galédxia distante e determinamos que essa galdxia estd a um
redshift z . Qual a posicdo radial dessa galdxia em coordenadas hiper-esféricas , y ?

Sabemos que, pela equagao das geodésicas nulas radiais:

dt 1
= J— , e por outro lado temos que 1 +z=— .
a(r) -

Para conectar essas duas informacdes vamos fazer uma mudanca de variaveis usando a funcao H = d/a :

dt | a da dt 1 da
dt =—da=—da=—— = =
da a 0 a H a?

Mas agora podemos usar que dz = — dala? , e considerando H(f) — H(z) temos:
j[o dt [O dZ/ JZ dZ/
)( = —_— = — - = ;
; a ’ H(Z") 0 H(Z')
Portanto, se conhecermos a funcao H(z) podemos calcular a distancia y(z) até a galaxia em redshift 7 .

Ou, equivalentemente: conhecendo o redshift z e a distancia y de muitas galaxias podemos deduzir
qual deve ser a funcao H(z) !
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DISTANCIAS COSMOLOGICAS

* Mas como medir distancias na pratica? Que observacdes podemos
usar, e como relacionar essas observacoes com as nossas coordenadas?

Note que a técnica “tradicional" de paralaxe (triangulacao) sé funciona
para estrelas que estao a alguns (~10-200) anos-luz de nés; ela
certamente ndao tem a menor chance de funcionar para galaxias
distantes, que estao a milhoes e milhdoes de anos-luz de distancia.

Como veremos a seguir, ha dois tipos basicos de medidas “diretas" de
distancia que podemos fazer:

» Distancia de diametro angular

» Distancia de luminosidade
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DISTANCIAS COSMOLOGICAS

» A distdncia de didmetro angular é a mais simples delas: suponha que vocé conheca as dimensdes (b) de

um determinado objeto que vocé enxerga de muuuito longe, de modo que o objeto ocupa um angulo A&:

d_b
N

* Na métrica de FLRW essa distancia entre os dois pontos distantes por um angulo Af é dada por:

ARF
Coord. pseudo-esféricas: As g < V. s + R? AQZ> = valsi= b —gRA0

1 1
Coord. hiper-esféricas: A + Esen2 (\/?;() AQzl = b=a T sen <\/§){> AO
K

b 1
. Obtemos assim que|d, = " =aR = aT sen (\/E)()
K
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DISTANCIAS COSMOLOGICAS

A distancia de luminosidade é medida de uma maneira bem diferente. Suponha que vocé conhece a
natureza de uma fonte de luz, de modo que sua luminosidade seja determinada. Entdo podemos “medir" a
distancia até essa fonte de luz por meio da medida da intensidade de luz que chega nos nossos telescépios:

fluxo f i Luminosidade L
observado J  intrinseca da fonte

>

1 L

= => di=,./—
A7 df :

/ dr f

« Em FLRW a luz sofre dois efeitos nao-triviais:
» A frequéncia (e a energia) da luz sofre redshift, E ~ v ~ 1/a
» A frequéncia com que os fétons emitidos chegam no observador também cai do mesmo modo, ~ 1/a

 Portanto, o fluxo observado sofre (redshift)?2 e temos assim (com a,,, = a, ay, — 1):

I
;= — que é a distancia de luminosidade
4
ﬂfobs a
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

« Como dissemos acima, se conhecermos a funcao H(z) podemos calcular a distancia y(z) até
a galaxia em redshift z . Ou, de modo equivalente, se medirmos as distdncias e os redshifts
de muitas galaxias, poderemos conhecer a taxa de expansao (parametro de Hubble) H

* O primeiro a fazer isso foi, naturalmente, Edwin Hubble.
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

No final do Séc. XIX e inicio do Séc XX havia uma controvérsia sobre a natureza das
chamadas “nebulosas”. Seriam elas sistemas de estrelas e gas na nossa prépria galaxia (ou
seja, aglomerados de estrelas na Via Lactea), ou seriam elas mesmas galaxias, fora da nossa
(as chamadas nebulosas extra-galacticas)? Hubble estava trabalhando nesse tema em ~1920.
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

Mas para saber se essas nebulosas estavam dentro ou fora da nossa
galaxia, era necessario medir as distancias até aqueles objetos.
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

Quem descobriu como fazer isso sem depender de paralaxes foi uma
astronoma Henrietta Leavitt.

Ela descobriu uma classe muito curiosa de estrelas, cujo brilho
oscilava com um certo periodo. Essas sao as chamadas estrelas
Cefeidas e RR Lyrae, e sao conhecidas como velas-padréo.

Leavitt detectou vérias dessas estrelas na Via Lactea, e através de
medidas de paralaxe ela estabeleceu uma relacao bastante precisa
entre o periodo de pulsacao dessas estrelas e a sua luminosidade
média.

Mas essas estrelas ainda tém uma caracteristica fundamental: elas
sao extremamente brilhantes, mais de 1000 vezes mais brilhantes do
que o Sol. Isso significa que elas podem ser observadas até mesmo a
grandes distancias.

-
o
o
8

Uma vez que a relagdo luminosidade-periodo foi estabelecida,
podemos usar uma medida do periodo para inferir a luminosidade

g
o

Luminosity (Lgyn )

(L). Se também medirmos o fluxo na Terra da luz da estrela (f),

podemos dai inferir a distancia até ela usando d = /L/4xf .

10
Period (days)
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

Hubble tinha o que era talvez o melhor telescépio do V
mundo na época, no observatério de Monte Palomar, e

ele saiu em busca das Cefeidas em nebulosas
conhecidas, para medir a distancia até elas.

O resultado que ele encontrou estd reproduzido abaixo.

) L4

-~
~ & .

Ver a histéria completa em:
http://apod.nasa.gov/diamond _jubilee/d 1996/hub _1929.html

DISTANCE
0¥ PARSECS S 2:30® PARSECS = i pC = 326 ano-luz

FIGURE 1 o -
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

Hubble havia cometido um erro na calibragao na relacdao de periodo/
luminosidade das Cefeidas, mas o resultado central estava correto: a maioria
das nebulosas estavam, sim, fora da nossa galaxia, e o que é mais importante:
estavam se afastando de nés — e quanto mais longe, mais réapido!

Hubble Diagram for Cepheids (flow—corrected)

DISTANCE p Distance (Mpc)
0¥ PARSECS o 2:10* PARSECS

FIGURE 1 o -

Hubble Space Telescope “Key Project”
Hubbl
ool W. Freedman et al. 2001
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

Essa observacao foi rapidamente reconhecida por todos como sendo consistente com o
modelo de Friedmann-Lemaitre: o universo estad se expandindo!

Hoje conseguimos fazer essa medida até distancias realmente descomunais, usando outras
“velas-padrao” tais como supernovas (do tipo la).

Freedman et al. 2001

T Ll I 1 ] L 1] L] i | ] 1 1 1 1] [ L l 1

e Infrared Tully—Fisher
a Elliptical galaxy dispersions
&

o Supernovae |l
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

O universo esta em expansao!
H =07 aly /.

Einstein foi, de certo modo, pego de
surpresa: inicialmente ele acreditava que o
universo era "eterno e estatico”, e “forcou a
barra” para tornar o universo estatico — ou

seja, a = const.

Mas assim que Hubble mostrou ao mundo a
sua observacao, e a interpretacao a luz da
Relatividade Geral foi feita por Lemaitre,
Einstein percebeu que ele perdeu uma
imensa oportunidade: de prever a expansao
do universo a partir da sua nova teoria!
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HUBBLE E A DESCOBERTA DO UNIVERSO EM EXPANSAO

tempo

* Veremos mais adiante que essa <
expansao tem um carater
surpreendente. Até 1998, imagindvamos
gue o universo seria dominado por
matéria fria/poeira, logo:

Q0
(o2

<

\ aceleragao desaceleracao

(00)
o

Local Expansi

i

~
o))

2/3 a 2
gy eat o = ==
dedt

+

BOSS-DR12 Lya BAO

2019

65!
60¢

ou seja, com o tempo a taxa de

H(z)/(1 + z) [kms~1/Mpc]
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* Porém, o que observamos (de diversos

modos diferentes) é que a partir desde
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uns ~6 bilhdes de anos atras (z ~ 0.6), a passado
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AULA 24 - 10/06/2020

PROXIMA AULA:

Tipos de matéria e tipos de expansao
O Big Bang
A estrutura causal da cosmologia: cones de luz e horizontes

Leitura: S. Carroll, Capitulo 8




< ™~

~ Slide extra:.paralaxs

Inverno

K K KN

m
Posicao 24

Posicao aparente ®

(verao) D

real da S

estrela 3

_______ -

—————— =

................................................................................................................. O

............ o

) n

Q)

Posicao S

aparente ‘ —

(inverno) 8

Sap I ’ =
—h

: tan p .
Verdo * -

1 au=1.5813 x 10-5> ano-luz

»

1 pc = 3.26 ano-luz : distancia p/ paralaxe de 1"



