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Ondas gravitacionais livres (“ondas planas”)

Os graus de liberdade das ondas gravitacionais e o spin do
graviton

A Equacao do Desvio Geodésico e a polarizagao das ondas
gravitacionais

O efeito das ondas gravitacionais na matéria

Leitura: Capitulo 7 do Carroll.
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ONDAS GRAVITACIONAIS

* Vimos que, ao permitirmos pequenas perturbacées do espaco-tempo
de Minkowsi,

e, B, o ondeh a="l, — h/w(t,xi) :

as equagdes de Einstein G,, = 87G T, , nesse limite de campo fraco,

pv !
e no gauge de Lorentz/harménico, se reduzem a:

h, = 8zGT,  ,onde

1
h , onde h=h = n“ﬂhaﬁ e Jh" = Edvh

E 1
h =

Uv e 5;7/41/

* A solugcdo em termos da Funcdo de Green para a Equagao de

Helmholtz acima ([] F' = S) permite calcular os campos (perturbacoes
da métrica) gerados pelas fontes (matéria) como:

< Lot = Al %
hyy(t,7):4GJd3x’ b alaE

>/

oMl AL =

7
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ONDAS LIVRES

Antes de calcular de que modo podemos gerar as ondas gravitacionais, vamos analisar a

propagacéo livre e os graus de liberdade fisicos dessas perturbacdes da métrica, 7, .

Portanto, vamos considerar hoje apenas a equagao de onda livre, sem fontes, []F =0 .

O primeiro passo é transformar esse problema em algo mais palatavel, usando a
transformada de Fourier:

4

= de ‘ d*k
e

- et Bk i Bl ‘d“x e~ X F(xHy
T

com k, =n,, k" e assim a fase k, x* =mn,, x*k* é um escalar.

Para uma onda escalar (F' é escalar), a equacdo de onda toma a forma simples:

4

(2m)*

d*k

IR = 10,0, 64 = | o

-32+ V2| [et" k)| =J = Giko? + (2] [e Py =0

Portanto, o problema se resolve solzinho em termos de ondas planas, com:
n®P(—ik)(—ikg) =—||k] Pkl =0 = 5 = G ru B G

I

onde w = |ky| = Ifl
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ONDAS LIVRES

De um modo completamente geral, portanto, uma dessas ondas escalares (p.ex., som) pode ser descrita
completamente em termos de uma superposicdo de ondas planas:

3 ok —_— 5 R e — 3 7T =\ o~ —

F(xﬂ) e J [eia)teik-x F+(k) 4 pTiwtpik X F—( k)] i Z e—(za)t—k-X)F( k)
(2r)3 =
k

Ondas escalares nao possuem algumas propriedades mais “sofisticadas” de ondas mais interessantes, como

por exemplo as ondas eletromagnéticas. Nesse caso escrevemos os campos elétrico e magnético como:

y ol Z e—(iwt—?-?) El(?) : Bi = Z e—(iwt—?~7) Bl(?)

k k

Mas a histéria ndo termina ai, porque, apesar desses campos obedecerem a Equagao de Onda,
JE'=[]B'=0, essas solucdes ainda nao satisfazem as Equacoes de Maxwell!

—_— —

—_— —
Em particular, lembre-se que, no vacuo, V- E =V - B =0. Em termos das ondas planas temos:

0E =0 > kEi=0 , 0B =0 kB=0 = k-E=k-B=0

Além disso, tanto pela Lei de Ampére quanto pela Lei de Faraday, VXE+ 0t§ = 0, temos que:

— ~ A

kX By B =05 Rk FE =

y — —

ou seja, os vetores k , E e B formam uma triade ortogonal.

Portanto, dos 6 graus de liberdade originais (E e B) para cada ? as equacoes de Maxwell reduzem isso a

apenas 2 graus de liberdade: p.ex., as componentes de E (a polarizagdo) no plano ortogonal a & .

Eletromagnetismo:
ondas transversais,
llsp,‘n 1II
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ONDAS GRAVITACIONAIS LIVRES

—

No eletromagnetismo as amplitudes e orientacoes do campo elétrico £ sdao chamadas de
polarizacées. No problema que queremos considerar, de ondas gravitacionais, também vamos
descrever essas ondas como superposi¢cées de ondas planas com polarizacées:

R s e i

k

onde €,, é a polarizacao (que, assim como £, € simétrica pela troca u < v)

Na aula passada usamos o gauge de Lorentz para expressar as Equagoes de Einstein (no vacuo) como:

. g 1
[Ith:O ST TR A —

uv Y En,uv

h

Mas note que podemos tomar o trago da equagao acima, e usando que n””iz/w — h = — h obtemos:

#*Oh,, =~k =0

Portanto, as perturbacoes da métrica obedecem a equagao livre/homogénea:

(14, =0
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ONDAS GRAVITACIONAIS LIVRES

A solucao geral é, portanto, aquela escrita acima:

0 (67

—_—
onde, assim como antes, w = | k | =k .

Porém, ainda falta levar em conta o fato de que utilizamos o calibre (gauge) de Lorentz/harménico:

1
— —d,h
2

v

Mas em termos da superposicao de ondas planas acima, isso implica que:

S b — pHa
2ky€ﬂ fhonde ~¢ =ytie. oete

Portanto, assim como o gauge de Lorentz/harménico implica 4 vinculos (herdados da invariancia de
gauge, x* — x* + &), as condi¢cbes acima diminuem as componentes independentes das ondas

gravitacionais, de 10 para 6=10-4 .

Vamos agora explorar que graus de liberdade sao esses.
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A POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

* Vamos tomar, por simplicidade, uma onda se propagando na diregao 7 positiva, ou seja,

kﬂ = {—k,0,0,k}, ou k¥ = {k,0,0,k} , ou seja:

e i Cuts el (B 7]
e} — el e, =¢ £

* Impondo a condicao do calibre de Lorentz temos:

1
o Engeretay = ) (‘600 + eii)

U=(1,2) => _€Ol+€31=_€02+€32=0

1

v=73 s —603"‘633:5(_600"'61'1')

* Bem, mas... e agora? Os 4 vinculos acima ainda sao bastante complicados... por exemplo,
nao ha nenhuma condicao sobre €/, = €5 .

 Para simplificar esse problema vamos revisitar a questao da escolha de calibre (gauge).
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A POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

O que fizemos, na derivacdao das Equacdes de Einstein, foi nos utilizar do fato que a

invariancia por transformacoes de coordenadas, x# — x* + £# , nos leva a uma redefinicao das
perturbacoes da métrica:

h/“/ 2 hﬂ’/— ﬂ,v_‘fv,ﬂ :

Nos valemos disso para impor o calibre de Lorentz/harménico, ou seja, os vinculos:

1
0,h* =—a, h
3

WU

Mas teve algo que passou desapercebido aqui: digamos que ainda seja possivel fazer uma
transformacao de coordenadas, mais limitada, mas que preserve os vinculos acima, ou seja:

OM (h”y — % — aﬂgy) — % £ (h -2 aﬂ5u>

Portanto, o calibre de Lorentz continua a ser satisfeito se 0“0, &, = [1¢, = 0. Em outras

palavras: a condicdo do calibre harménico nao fixou totalmente o sistema de coordenadas, e

ainda podemos fazer transformacoes tais que []&#¥ =0
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A POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

* Vamos usar essas quatro condicoes para eliminar quatro dos graus de liberdade
das polarizacdes das ondas livres. Uma das opg¢oes é, por exemplo, eliminar todas

as componentes com indices do tipo-tempo, €,, — 0 . Nesse caso temos:

1
= SN T O ) <—€oo 25 €ii>

= e = kg ey =

1
et ek Eaai— ) (‘600 15 €ii>

* Da primeira equacao temos que €;; = 0 ;
« Da segunda equacado temos que €3y = €3, =0 ;

» Da terceira equagao temos que €33, = €; =0, ou seja, €;; + €y, =0.
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A POLARIZACAO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS

* O resultado final é que a componente xy, €,, = €,,, fica livre, e as componentes xx e yy sdo dadas por
€, = — €;;. Portanto, temos a seguinte polarizacdo para essa onda plana que se propaga na direcao Z:

G0 D oD
/o Rt R o\
e
00 L0

onde a polarizagdo “longitudinal" ¢;; = — €,, = h™, e a polarizacdo "cruzada" ¢, = ¢,; = h*.

* Ou seja, dos 10 graus de liberdade de uma matriz 4 X 4 simétrica (a métrica), terminamos com apenas
2 graus de liberdade: h* e h* (a razdo para essa notacado, "+" e “X", ficara clara daqui a pouco!)

—

« Mas para cada direcao espacial de propagacao, %, y e Z, podemos fazer tudo isso para cada k
independentemente. Logo, temos 3 X 2 = 6 graus de liberdade no total — o que esta correto, pois
6 =10—-4 ! (10 menos os 4 dos vinculos da fixacao do gauge.)

* A seguir vamos estudar algumas propriedades dessa onda gravitacional, e como ela age quando
“encontra” matéria pela frente.
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O SPIN DO GRAVITON

As ondas gravitacionais encontradas acima sao os graus de liberdade “puros” do
campo gravitacional: eles existem independentemente de qualquer matéria, se
propagando livremente no vacuo — chamamos isso de “campo do graviton”.

Uma pergunta interessante que podemos fazer é: quais as propriedades dessa
onda se propagando na direcdo Z sob rotacoes?

Sabemos que os campos elétrico e magnético giram normalmente sob rotacoes,
como qualquer vetor 3-dimensional. Mas e as nossas ondas gravitacionais?

Vamos considerar uma rotacdo de um angulo ¢ em torno do eixo z, expressa como:

sendo a matriz de rotacdo (ndo é o tensor de Ricci!) dada por:

0 B 20)

R dis o cosp seny 0
W —senp cosp 0
0 0.

* As perturbacdes da métrica se transformam como:

ox%® oxP

ox'* ox'v

h,, =R, R/ hyy = €,=Rj R/ €ap (Lembre-se que g, = 8ap)
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O SPIN DO GRAVITON

» E facil mostrar (Exercicio da Lista!) que no referencial “girado” a polarizacao dessa onda em Z fica:

0 0
h/—|— h/x
h/x _h/—|—

0 0

onde It =h"cos2¢p—h*sen2¢ e h™=h*cos2p+htsen2p

|ll

Ou seja, as polarizacoes da onda gravitacional “giram" por um angulo 2 X ¢ ! Por outro lado, um vetor

“normal” gira pelo mesmo angulo, 1 X ¢ . E um escalar ndo gira — ou seja, ele gira por 0 X ¢ .

Esse multiplicador de s X ¢ é o spin (s) do campo (ou, mais exatamente, a helicidade). Campos escalares

tém spin s = 0; campos vetoriais (p.ex., eletromagnetismo) tém s = 1; e o graviton tem spin s = 2!

Isso fica ainda mais claro quando expressamos as polarizacdes em termos dos parametros de Stokes:

O graviton é o
um campo de spin 2 (boson) e massa zero. Um
teorema (Weinberg, 1965) diz basicamente que, qualquer

que seja a teoria da gravitacdo, ela tem que ser
mediada por um béson de massa nula e spin 2.
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

» Antes de partirmos (na aula que vem) para calcular como uma configuracao de
massas aceleradas pode gerar ondas gravitacionais, vamos tentar entender o

que acontece quando uma onda (tal como as vistas anteriormente) passa por
um lugar onde tenhamos matéria.

* Isso nos leva diretamente a uma equacao muito importante na Relatividade
Geral, a Equagao do Desvio Geodésico.
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

Y

Vamos considerar as duas polarizacoes de uma onda se propagando
na direcdo +Z:

£ h22 = h+e—ik(t—z) Fe

h21 B hxe—ik(t—z) :

Mas como essa perturbacdo da métrica afeta as trajetdrias de
particulas-teste (p.ex., massas pontuais) a medida que a onda passa?

A equacao que determina as trajetérias é a Equacao da Geodésica.
Mas nao estamos interessados na trajetéria em si, e sim no desvio
que a onda gravitacional causa nas trajetérias das particulas.

Em outras palavras, digamos que X*(7) é a trajetéria do nosso
observador (o “laboratério”); e Y* = X" 4+ AX" é a trajetéria de uma
particula no nosso laboratério cuja posicao medimos com cuidado.
A pergunta entao é: que equacgao esse desvio AX*(7) obedece, e
como ele é alterado pela passagem da onda gravitacional?
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

Devemos entdo escrever as Equacoes da Geodésica para as trajetérias X/(7) e

. Lembrando que as conexdes sao calculadas nos mesmos pontos por onde
passam as trajetdrias, temos:

dX® dx*
St )

Az AR dX2+ AXY) d(XP +:AXP
( = )+rgﬂ[X+AX] ( L )=0
1.

T dt

Abrindo F/;ﬁ[X_i_ A= Fgﬁ[X] + AX* ayrgﬁ[X] + ..., subtraindo as duas equacdes acima e
descartando termos O(AX?), obtemos:
d*AXH dAXP AX¢

+0,I* AXYU*UP +2I'* U* =0 , ondeU%=
ap af

dr? dr dr

Essa é basicamente a Equacao do Desvio Geodésico (veja o Carroll, Cap. 3.10).

Vou deixar como exercicio da lista para vocés provarem que essa equacao pode ser
reescrita como:

D*AX* e o : g S
— = —R’(‘wﬂ AXYU*U” , onde definimos a derivada direcional:
T

DAXH . d X" : .
ey e D, (AX*") , sendo D, a derivada covariante usual.
z Z
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

Antes de prosseguir, vamos nos recordar que as conexodes associadas com perturbacoes da
métrica sao dadas por:

a 1 a a af
F/“/ = E<h//l,l/+h1/,ﬂ_” hﬂl/,ﬂ)

Estamos interessados num caso muito simples, em que originalmente (antes da onda passar) as

[
particulas encontram-se aproximadamente em repouso, com 4-velocidades U¥ ~ {1,0} , e

portanto também podemos tomar 7 — 7.

Além disso, queremos calcular desvios que sdo sempre muito pequenos, e cujas velocidades

dAX dAX

também sdo pequenas, 7 = st

T cdt

Finalmente, lembrando que o tensor de Riemann é dado por:

U
Raaﬂ

=0l - o Tt I Lo e B — g B = it Oh?) ,

obtemos que a equacdo que descreve o desvio AX/(7) é, tomando 7 — ¢

AN 5

dt?

SR ORI e R AU

» Usando a definicdo acima para o tensor de Riemann obtemos, finalmente:

PAX 1 dihy

dr?

THon

Ou sejq, a
perturbacé@o no desvio AX' é
proporcional a amplitude da onda, 7;; .
Veremos na aula que vem que essa amplitude é
q q P

tipicamente muito pequena
(10 =40 2
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

Mas vamos nos recordar que a nossa onda gravitacional é dada por:
hy = —hyy = hT e =2 (polarizacdo longitudinal)
Bl e (polarizagao transversal)

o que leva a:

Portanto, temos que ﬁij = —k? hy;

d*AX! 1 :
dr? 2 4

Imediatamente vemos que, como h;; = 0, o desvio na direcao 7 (paralela a
direcao de propagacao da onda), AX> = AZ se anula: como d*AZ/dt* = 0,

dando condicées iniciais AZ, = AZ, =0, temos AZ = 0 como a Unica solucso.

Para os desvios nas direcdes ortogonais, temos que:

d*AX 1 |
(i) = ——k* (ht AX + KX AY) e~
dr? 2

d=AY 1 .
(ii) = +—k* (ht AY — i* AX) (=9
dt? 2
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

* Vamos tomar o primeiro caso, de uma onda com polarizagao apenas “+"“, ou seja, vamos
fazer h* — 0. As duas equacgdes ficam:

d’AX 1 :
(i) = el Fa AN g 0%
dt? 2

d-A¥ 1 .
(if) =+ —k*htAYe 0
Ui 2
Sabendo (ou assumindo!) que a amplitude da onda gravitacional € muito pequena,
h* < 1, a solucdo aproximada dessas equacdes é:

1 : 1

1 ; 1

Ou seja, a medida que a onda se propaga, a coordenada AX se contrai enquanto AY

aumenta; depois de uma fase de 7, AX aumenta enquanto AY diminui; e assim por diante.

O melhor jeito de interpretar esse resultado é imaginar as coordenadas de uma colecdo
de particulas em torno de vocé, que se movem um pouquinho dessas posicoes a medida
que a onda passa. A solugao acima indica que esses movimentos sao como oscilagoes

harmonicas. (Deslocamento muito, muito,
muito exagerado!)
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

« Agora vamos tomar o caso de uma onda com polarizacdo apenas “X", ou seja,
vamos fazer h* — 0. As duas equacdes ficam agora:
d*AX 1

. B3 k2 WX AY —ik(t—2)
u dt? 2 .

d*AY 1 .
(ii) =——k*h*AX e ™D
dt? 2

Novamente, se a amplitude da onda gravitacional é muito pequena, i* < 1, a
solu¢do aproximada dessas equacoes é:

1
AX ~ AX + AY g 5 h* cos[k(t — 2)]

1

Ou seja, a medida que a onda se propaga, as coordenadas ao longo de X = Y se

expandem, enquanto aquelas ao longo de X = — Y diminuem; depois de uma fase

de 7, esse padrao troca de sinal.

Novamente, podemos interpretar esse polarizagao “X" em termos de uma colecao

de particulas que se afastam e se aproximam. (Deslocamento muito, muito,
muito exagerado!)
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EFEITO DAS ONDAS GRAVITACIONAIS NA MATERIA

A solucao geral é, claro, uma superposicao qualquer

—

dessas duas solugcdes — e com todos os possiveis k .

Claramente, as duas polarizacdes sao equivalentes a
menos de uma rotacao de /4 (45°).

Note também que, em qualquer instante, ambas as

polarizagdes sao invariantes por uma rotacao de 7 (1800°).

(Deslocamentos muito, muito,
muito exagerados!)

Ou seja, rodando de ¢ = 7 chegamos de volta no mesmo
lugar!

Isso, claro, é uma consequéncia do fato que o spin das
ondas gravitacionais (o “graviton”) é 2, o que faz com

que uma rotagao de ¢ = x tenha um efeito, para a onda

gravitacional, de uma rotacao de 2x !
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AULA QUE VEM:

» Gerando ondas gravitacionais

» 5a Lista de Exercicios: chegando...

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 7




