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Orbitas no espago-tempo de Schwarzschild

Testes da gravidade |: o desvio gravitacional da luz e as lentes
gravitacionais

Testes da gravidade II: a precessao do periélio de Mercdurio

Leitura: Capitulo 5 do Carroll




AULA 17 - 06/05/2020

UNIDADES “NATURAIS”: ¢

Estamos usando unidades tais que ¢ = 1. Sempre que aparecer “tempo”, temos que

nos lembrar que esse “tempo"” é na verdade cf, que tem dimensoes de distancia. A
velocidade, nessas unidades, é adimensional. Para recobrar a velocidade “real”, basta

tomar v(km/s) = v._; X c.

Frequentemente vocés terdao que “colocar” fatores de ¢ nas férmulas, para chegar no

" _n

valor no SI. Em particular, sempre que aparecer um “s”, multiplique por c.
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TRAJETORIAS NA METRICA DE SCHWARZSCHILD

* A métrica de Schwarzschild, que estamos estudando, tem a forma:

r r

R P e
ds2=—<1——S> dt2+<l——S> dre v rdQ=

onde R, = 2GM é o raio de Schwarzschild.

* Na aula passada vimos que as trajetdrias podem ser descritas em termos de um potencial efetivo:

Vor() 1

(4) Orbita esférica instavel

QU - 5

(3) Trajetoria aberta (r,,;, L

in Cr max)

>

(2) Orbita (2

F;

q (1) Orbita esférica estavel
(5) Danou-se
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TRAJETORIAS NA METRICA DE SCHWARZSCHILD

* Na aula passada também vimos que as trajetérias
podem ser obtidas integrando diretamente o

elemento de distancia dsz, ao invés de resolver a
Equacao da Geodésica.

* O resultado obtido foi:

J

@(r) = Jdr ,
\/r4C2 - (1 - %) r2 (j2 + u2r?)

onde as constantes sao:
A.j << momento angular
Bi@ee - )F <= eneygia> /0 Ci> )

C.u’=1lsem#0, ouu?=0sem =0 (luz)
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TRAJETORIAS NA METRICA DE SCHWARZSCHILD

* Nesta aula vamos discutir dois casos de trajetérias que tiveram um
papel fundamental no estabelecimento da Relatividade Geral como a

teoria padrao da gravitacgao:

* (a) O desvio da luz pelo Sol
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

* Vamos calcular a deflexdo de um raio de luz que é gerada pela presenca
de um corpo de massa M, como na figura abaixo:

* Na aula passada vimos que o movimento é determinado pela integral:

— Ja’r
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

* Vamos calcular a deflexdo de um raio de luz que é gerada pela presenca de

um corpo de massa M, como na figura abaixo:

* Na aula passada vimos que o movimento é determinado pela integral:

(09)

— G ZJ dr . u? =0 (fétons)
b
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

 Para raios de luz, portanto, temos:

* Note que, como dr/dA =0 = dr/dep quando r = b . Mas nesse ponto:

2, :
R (& RNt
=l e g s
r ) ore j2 bs )

* Portanto, substituindo essa constante obtemos:

J’Oodr 1
b 72 i R 1 1 Rg 1
( _7>§_< _7>?

o que é uma integral chatinha de resolver. Mas é possivel!
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

e Vamos introduzir a varidvel adimensional x = r/b , e vamos assumir que o ponto de

maxima aproximacao € muito maior que o raio de Schwarzschild, xg = R¢/b < 1 . Temos
entao:

1 J°°dx 1 1
—Agp =

i \/X2—1 \/1_XS_ :

2

S
x(1+x)

« Agora, a ultima raiz quadrada é bom comportada quando x — 1. Podemos entao expandir
essa expressao usando xy < 1:

1 Xg ]
Toe 2 2-xClikx)
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

« Temos aqui duas integrais:

1 1 S s I
5A§0: 1+E.XS e

_I_
e Y PR 2 g s (] )

A primeira integral € muito facil de fazer: basta tomar x = 1/sen e ver que:

(2 e e
—7i/2 2

el Vo L)

» Por outro lado, temos que:

© 4 1 1 s D= -
[ L ek O e
1 % \/xz—l)H'1 xv/x2 =1

1

2 Dot o) —cor (0
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

Juntando as duas integrais obtemos que:

1 1 T Xg v/
= hpar PR e e OO o
2 2 2 Z 2

Ou seja, obtivemos que:

Ry
Ago=n+2x5=7t+27

Em outras palavras, determinamos que o desvio sofrido por um raio de luz ao passar préximo
de um corpo de massa M é dado por:

_AGM

op = , onde b é o ponto de maxima aproximacgao do raio de luz.

c2b

E facil ver (exercicio!) que o resultado “classico”, obtido ao negligenciar o termo 1/7° do
potencial efetivo, é dado por:

2GM
OPClass. = TR ou seja, metade do resultado que se espera na Relatividade Geral!
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

No caso especifico do Sol, temos que
Re—> 295K,

enquanto o préprio raio do Sol é:

b R —=6,95 X 10°km

Portanto, se a Relatividade Geral estivesse certa, entao uma estrela que surje
exatamente por tras do Sol deveria ter um desvio angular de:

2R 6
= == 09165¢10°° rad ="1:157
RG)

Esse foi o primeiro teste experimental da Relatividade Geral, feito em 1919
por um time de astronomos liderado por Arthur Eddington e Frank Dyson.

Eles se aproveitaram de um eclipse solar para observar estrelas por tras do
Sol. A posicdo dessas estrelas deveria estar desviada segundo a férmula acima,

R
Sp =1,75" ><7®
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

* A equipe se dividiu em dois times: um foi para Sobral,
no Ceard; e o outro foi para a ilha de Principe, na
costa ocidental da Africa.

o
6 s

- ax 4 % ARV LN
- 3 -~ . . - 2 > . 5 > )
PN - Sl AR I S .
- S 4 n? L i CAL IR R L dnr by
% PRSI RN '

Y N\ ol - ] ~ y o oo .

Telescopios da equipe de F. Dyson levados a Sobral (CE)
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
1 - O DESVIO DA LUZ

* A equipe se dividiu em dois times: um foi para Sobral,

no Ceard; e o outro foi para a ilha de Principe, na
costa ocidental da Africa.

Algumas das estrelas usadas para testar o desvio da luz
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LENTES GRAVITACIONAIS

Mas o Sol é apenas uma estrelinha qualquer... O
universo, por outro lado, esta cheio de objetos com
massas muito maiores.

Por exemplo, existem galaxias cujas massas
ultrapassam 10'° M . Além delas, existem

aglomerados de galdxias de massa > 10" Mg

Apesar desses objetos nao serem esféricos, essa
ainda € uma boa aproximacgao!

Essas galdxias e aglomerados desviam a luz de
objetos no fundo (“imagens”), agindo como lentes
gravitacionais. Um exemplo disso sao as imagens
multiplas dos mesmos objetos.
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LENTES GRAVITACIONAIS

* Vamos projetar tudo num sé plano, superpondo o plano da lente
(tipicamente uma galaxia) e o plano da imagem (pode ser uma outra
galaxia).
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LENTES GRAVITACIONAIS

* Vamos projetar tudo num sé plano, superpondo o plano da lente
(tipicamente uma galaxia) e o plano da imagem (pode ser uma outra
galédxia). Quando o efeito é “pequeno” temos algo assim:

Posicao “real” Posicao observada
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LENTES GRAVITACIONAIS

* Quando o efeito é “forte" temos imagens mais dramaticas:

Posicao “real” Posicao observada
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LENTES GRAVITACIONAIS

Duas simulacoes legais:
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LENTES GRAVITACIONAIS

Algumas imagens reais
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LENTES GRAVITACIONAIS

Algumas imagens reais
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LENTES GRAVITACIONAIS

E, claro, nao poderia faltar...
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LENTES GRAVITACIONAIS

E, claro, nao poderia faltar...

Photon ring

t b’ . Aring of light composed of multiple distorted
Image Of the disk’s far side images of the disk. The light making up these

The black hole's gravitational field alters the images has orbited the black hole two, three

path of light from the far side of the disk, or even more times before escaping to us.

producing this part of the image. They become thinner and fainter closer to the
black hole.

Black hole shadow

This is an area roughly twice the size of the
event horizon — the black hole’s point of no
. - return — that is formed by its gravitational
Doppler beamlng > lensing and capture of Iig¥1t rags.
Light from glowing gas in the accretion disk is ~
brighter on the side where material is moving
toward us, fainter on the side where it's moving
away from us.

Accretion disk

The hot, thin, rotating disk formed by matter
slowly spiraling toward the black hole.

Image of the disk’s underside

Light rays from beneath the far side of the disk
are gravitationally “lensed” to produce this part
of the image.
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

* Na aula passada vimos que, para o movimento radial num potencial centra, podemos usar a

relacio re —2 [E = Veff(r)] , onde o potencial efetivo da métrica de Schwarzschild é:

GM
Veff(r) e T z SF

Potencial Correcao
Newtoniano relativistica

* Uma 6rbita com energia E| tera a cara:

2mc2r3
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

* Nos pontos de minima e maxima aproximacao, r

V. ulr) = E = (C° = 1)/2.

temos dr/dt = dr/dgp = 0, e portanto

I m1

¢ Portanto, os extremos sao raizes de uma equagao cubica:

> = 0 , onde E pode ser negativo.

» Equacgdes cubicas sempre tém trés raizes, e recaimos nos casos:

(a) Uma raiz real, duas imaginarias:
Orbitas circulares, estavel e instavel, além de

trajetdria “catastrofica” (que vai para r — 0)

(b) Duas raizes reais (E > 0):
“espalhamento”

(c) Trés raizes reais (E < 0):
orbitas limitadas e trajetérias “catastréficas”
que terminam em r — 0)
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

* Se quisermos calcular explicitamente as 6rbitas circulares (a interna, instavel, e a externa,

estavel), além de exigir que o raio dessa érbita, r, , seja raiz da equagao obtida acima,

também devemos exigir que o potencial efetivo é minimo naquele ponto, ou seja,

g | b Res 1 : R =
de | 22 o2 re r <

r=r,

* Isso agora da uma equacao quadratica, cujas solugcdes sao:
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

* A orbita circular interior é evidentemente instavel, enquanto que a exterior é
estdvel. Tomando Ry < j, podemos expandir as expressoes acima para obter:
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

» Para uma 6rbita nao-circular, temos raios minimo (r;) e maximo (r,) que
sdo raizes da equacao:

* Mas note que nesse caso o raio da orbita também oscila, com
frequéncia angular dada aproximadamente pela “frequéncia de mola":

1 d? Veff(r)

; d r?

R 5 3R
T (Fosd= 1) = a)co\/l o

out

» Expandido essa frequéncia com R¢/j < 1, temos que: \ &
3R:
a)l’ e wgo 1 o 4_‘]2 co
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

 Essa diferenca entre os periodos radial e angular é o que leva a

PRepsae et e

precessao:

0P = 0w X T = 0w X —
0,

* Portanto, obtemos que hd um adiantamento do periélio de:

3R 61 G*M*m?
427 api2

o ~ 2x

* Podemos simplificar isso assumindo uma érbita aproximadamente
eliptica, e usando a relagao entre o momento angular, o semi-eixo

maior e a excentricidade:

TP L -
G(M + m) ;
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TESTES CLASSICOS DA RELAT. GERAL:
2 - A PRECESSAO DO PERIELIO DE MERCURIO

O resultado final é, portanto: g nn e o T o
Eaaamn e e

5 \ /\ /\ A |
Para orbitas esféricas esse angulo é irrelevante, ja que r = e T L

constante.

o G(M + m) 37 Ry

N NN

%
4

No caso de orbitas de planetas, o resultado serd maximizado para
uma 6rbita nao-circular com o menor raio possivel (a) — portanto,
Mercurio é o principal candidato!

No caso especifico de Mercurio temos a = 5,79 X 10’ km , e a

excentricidade é e = 0.2056 , o que nos da:

37(2,95 km)
(5,79 x 107 km) X (1 — ¢2)

O ~ ~ = 5,014 x 10~/

Ou seja, se em cada érbita temos um adiantamento do periélio por
op ~ 0,103”, entao em 1 Século (415 é6rbitas), 6p(100 anos) ~ 43"
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A RELATIVIDADE GERAL TRIUNFAI

* A precessao do periélio de Mercurio ja era bem conhecida
(e medida) no inicio do Séc. XX. Mas o excesso de 43" por
século & um célculo complicado, que depende da nao-
esfericidade do Sol, além da influéncia das 6rbitas dos
outros planetas. Mesmo assim, o resultado relativistico
explicou perfeitamente esse excesso.

O teste do desvio da luz, por outro lado, foi uma previsao
da Relatividade Geral, que diferia do resultado Newtoniano
por um fator de 2! Ou seja, esse é de fato um resultado
“relativistico” no sentido forte — afinal, ele envolve a
propria luz.

* A Relatividade Geral passou em ambos esses testes. Esse
sucesso experimental, combinado com a beleza e elegancia
da teoria de Einstein, imediatamente estabeleceu a
Relatividade Geral como a teoria da gravitacao.

UGHTSALASKEN,
INTHE FEAYES

Men of Science More or Less
Agog Over Results of Eclipse
Observations.

EINSTEIN THEORY TRIUMPHS

Stars Not Where They Seemed
or Were Calculated to be,
but Nobody Need Worry.

A BOOK FOR 12 WISE MEN

Comprehend It, Sald Einsteln When
His Daring Publishers Accepted It

Headline in the New York Times (1919)

REVOLUTION IN
SCIENCE.
NEW THEORY OF THEg
UNIVERSE.
NEWTONIAN IDEXS
OVERTHROWN,
‘esterday in the roor
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PARA A AULA QUE VEM:

» 4a lista de exercicios estara disponivel hoje!

* Préxima aula: convidado especial, Prof. Rodrigo Nemmen
(Dep. de Astronomia/lAG)

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 5




