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O tensor de curvatura de Riemann e suas contracoes
O tensor de Einstein

A Fisica no espaco-tempo: equacoes dinamicas

As Equacoes de Einstein

Leitura: Até o capitulo 4, Secao 4.4 do Carroll

Leitura complementar: Capitulos Il e IV do A. Zee




AULA 13 -22/04/2020

O TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN

* O tensor de curvatura de Riemann indica o quanto uma regidao qualquer de uma variedade
difere do espaco Euclideano:

4 A = RE VT AP

* Podemos escrever isso como:

(DuDy-DyD,) V¥ = R: V"

* Onde o tensor de curvatura de Riemann tem a expressao explicita:

I = gt /2 AL A
R(mﬂ_ 6aFﬂ0 (3ﬂFaa+FaﬂFﬁ0 FMF(M
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O TENSOR DE CURVATURA DE RIEMANN
Algumas propriedades do tensor de Riemann:

H i Pl
Raaﬁ_ Raﬁa

Tensor de Riemann com componentes totalmente covariantes:
L Z
Rivap = 8K o5
Propriedades:
(anti-simetria)

(simetria)

|dentidade de Jacobi:

Rﬂ%ﬁ+Rﬂ@+Rﬂ%G — O
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PROPRIEDADES DO TENSOR DE RIEMANN

Identidade de Bianchi (lembrando: DMX — X;M )e

R/iaaﬁ;/,t T Rxld,ua;ﬂ 25 Rﬂaﬁ,u;a =0

Vamos agora usar o fato de que D,g,,=0 e D, g% =0 para escrever:
A .24
8 a<Rlaaﬁ;,u+R/10,ua;ﬂ+R/10ﬂ,u;a) = 0

D//‘ (gﬂaR;tgaﬂ> - Dﬂ (gﬂaRﬂalua> = gﬂa <Da Rﬂdﬁ,u) —ai0

Na expressao acima ha um mesmo objeto aparecendo duas vezes:

2 7 Ao

D, (Ra ﬂ> ~ D, <R6M>

Onde definimos o tensor de Ricci:

R = g’I“RMaﬂ que é um tensor simétrico, R ; = R;,
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PROPRIEDADES DO TENSOR DE RIEMANN
Agora vamos pegar a identidade de Bianchi escrita da forma acima:

Aa e
b (Ro,ﬂ) L <RW) b (DaRo_W> 0

Vamos contrair isso novamente, agora com um g"ﬂ :

gGﬁD,u (Raﬂ) _gaﬁDﬁ (Ra,u> _gGﬂgﬂa (DaRa/lﬂ,u) = 0

D,u <gaﬁR0ﬁ> _Dﬂ <g0ﬂR0,u) _gﬁaDa (gaﬁRaﬂﬂ//t) =0

Usando a definicao do tensor de Ricci, e definindo o escalar de Ricci

p Ao 3
DM(R)—Dﬂ<RM>—g Da (R/W> =)

p gy D}
DﬂR—Dﬁ<Rﬂ>—Da (Rﬂ> = DMR—ZDﬂ<Rﬂ) =0

Ou, de modo equivalente:
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O TENSOR DE EINSTEIN

e Definimos entao o Tensor de Einstein como:

1
B
B B R

» Com componentes covariantes ou contra-variantes:

1
ap _EgaﬂR

 Portanto, a identidade de Bianchi se escreve:

PR e T
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O TENSOR DE EINSTEIN

A Identidade de Bianchi nao traz a mente algo parecido?
BC — 10

Vamos nos lembrar das Equa¢oes de Maxwell, que em quaisquer
espacgos-tempos, e em quaisquer coordenadas (0, = D,) se escrevem:

b o 2P e
a S au el o) @

As Equacoes de Maxwell sao “completadas"” pela condigao:
DD =0 . Didt. =0

A identidade de Bianchi, acima parece com esse lado esquerdo das
Equacées de Maxwelll Mas... o que seria o “lado direito”?
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AS EQUACOES DE EINSTEIN

Equagcdes de Maxwell: campos fisicos (lado esquerdo) tém como fontes a matéria (lado
direito)

00
47[ J 050 e
(EM) =D, F** = —J¢ < D/(EM}=0 < D J'=0 2 =
c
O Principio da Equivaléncia nos diz que geometria/curvatura ndao pode ser distinguido

de gravidade. Entao os “campos fisicos” sdo a geometria/curvatura, e as fontes seriam a
matéria:

(e

G , gy (Mat)®

G* = C;Materia)* << D,G* =0 << D (Materia)* = 0
Mas o que seria essa “matéria”, expressa como um tensor? Qual a forma dessas fontes?

Que constante C; seria essa?

E qual a natureza das equacoes fisicas que emergem da relacao

G** = C,(Materia)*# ?
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

* Em vez de tentar “adivinhar" de que modo a matéria pode aparecer nessas equacgoes,
vamos nos valer da melhor e mais poderosa ferramenta da Fisica para determinar as
equacoes fisicas de um sistema: o Principio Variacional.

* O principio variacional se baseia numa acdo e uma Lagrangeana. Num sistema com
apenas um grau de liberdade temos:

q

e O Principio Variacional nos diz que, na trajetéria fisica q(t) a acdo é um extremo

(minimo) sob variagoes 6g(t) ao redor dessa trajetéria. Ou seja:

fy
0 J dtoL(q,q) = 0O —— (Equacoes de Euler-Lagrange)

li
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

As equacoes de Euler-Lagrange resultam, depois de um célculo que ja deve ser familiar para vocés a
esta altura da vida, em:

Mas o que seria uma Lagrangeana no caso de campos — e incluindo a relatividade?

Primeiro, o “tempo"” nao tem nenhum privilégio: ele é apenas uma das quatro coordenadas do
espaco-tempo. Portanto, em Relatividade Restrita teriamos:

f

b
S1D=J L e — S4D=J d4y§f

t, i

onde &£ é uma densidade de Lagrangeana.

No Eletromagnetismo, & = Z(F", J*) = £, (F¥) + Laroriald?), onde:

1
gMaxwell(F'm/) s ZFMVFMU

A
S = — —AﬂJ”

C

Ly

ateria(
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

Mas antes mesmo de tentar adivinhar qual deveria ser a acao da Relatividade Geral, temos de lidar
com a prépria definicdo da agao. Em Relatividade Restrita temos:

Sip = Jd“yiﬂ ; onde estd implicito que as coordenadas sao inerciais

Mas e se tivermos um referencial qualquer, num espaco com uma métrica qualquer?

Vamos usar o nosso “velho truque” de relacionar o referencial arbitrario (digamos, x) ao referencial

localmente inercial (y). Sob essa transformacao, o volume 4D se transforma como o Jacobiano da
transformacao de coordenadas:

ay“

d*x
oxP

Mas lembre-se que esse Jacobiano esta relacionado ao determinante da métrica:

dyH oy dyH
= —det(g) = — det(y) det <ai> det( ! ) e

X oxP Ox®

2%
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

Portanto, em um referencial arbitrario temos:

Sip = Jd4x\/—det 74

Note que podemos fazer uma outra transformacao de coordenadas geral, x — X/, e:

Sup = J d*x'\/—det g’ &

Neste momento ndo ha mais como escapar: agora temos de encontrar uma expressao para a

Lagrangeana da parte “geométrica”, cuja variagao nos dé a expressao G, e uma Lagrangeana da

prt
matéria, cuja a variacdo nos dé a parte da matéria:

Z = gGeom. i gMat. ! 5$Geom. = A ! 5$Mat. =8 ??,uy

uv

Nos préximos slides vou mostrar que a Lagrangeana da parte geométrica é a expressao mais simples
possivel de um escalar que contenha a curvatura do espaco-tempo: o escalar de Ricci

R =g’R, :Rﬁﬁ

Mais adiante vamos mostrar que
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

- Entao finalmente temos um ansatz para a acao da Gravidade:
gGeom. =3 KGR[g’ ag]

A acdo dessa parte geométrica (ou seja, a parte contendo a curvatura do espaco-tempo)
chama-se Acdo de Einstein-Hilbert:

St — I [ d*x4/—det g R[g, 0g]

« O que queremos calcular a partir do principio variacional é a métrica g que minimiza essa acgao.
Ou seja, variagdes infinitesimais em torno dessa métrica devem manter a acao invariante:

05gy = K¢ J d*x & (\/ —det g R[g, 08])

* Vamos abrir os trés termos que resultam dessa variacao:

5 (N/— det g Rz, 0g]> 5 (\/— det g g"‘”RMU>
(5 — det g) ge Rty —del o (g””) Ry Fal=debmotio (RW)
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

* Retomando a expressao anterior:

Oly/—det gg”R, | = —det o) R Ba/—detoio 'af LR s det gt 6o iR -
u p u

* Note que a primeira variacao ja é conhecida nossa:

1

1
S/ —det g = > —detgg“ﬁd%’aﬁ =_5v_det88aﬁ58aﬂ

* Ou seja, podemos escrever, renomeando alguns indices:

I

5<\/—det gg””RW> =—5\/—det ggaﬂég“ﬁ B +a/—detgiog " kit —det g dvak

ol
= 4/—det g 5 25, 0g" R + ogt* R;w + gt 5Ruv]

= \/—det g |G,, g™ + g 5RW]

* Portanto, se calhar que g"*6R,, — 0 dentro da acdo de EH, entdo teremos que:

5( — det gR)
‘ = 4
G i O , OU seja, oSpy = Kg Jd xy/—detg G, 6
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

Entdo vamos agora mostrar que o termo g"“6R,,, se anula na acdo de Einstein-Hilbert.
Note que:

it — Heis n Moo o2 il
R/w = R’va . a’? FVM av FW_I_FM Fw le FW

Portanto, a variacao do tensor de Ricci retorna a expressao:

vA MU

S A A Sy
5R ,, = 5(@,7 rzﬂ) —5<ay F@,) +5<rzﬂ rw) —5(r'7 I ) e Sl ) AL

Vamos agora usar o nosso “velho truque”: no referencial localmente inercial (RLI), as
conexdes I' — 0, e portanto:

-5(0,1y,)

No termo da acao temos entao:

Uv

5R = 5(a I )
RLI . 4

RLI RLI

RLI X
g"oR,, = n* x |5(a,T7,) -5(o,T3,) ]
RLI RLI
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

» Portanto, obtivemos acima que o termo que deve se anular na acao de Einstein-Hilbert pode ser
escrito, no referencial localmente inercial (RLI), como:

goR, L g [5 (0,13) -5(o,13) ]
RLI RLI

0, (n 613,) =9, (n or3,)

RLI RLI

2 (17“" 5F§ﬂ> o0 (17”” 5Fgﬂ> —d
RLI RLI

« Mas se esse escalar é uma divergéncia total no RLI, ele deve ser uma divergéncia em qualquer
referencial.

: : 1
g ok =D @l e como vimos anteriormente, Dra = 0, (, /[—det g a)z/)

: 4 \/—detg

« Portanto, esse termo, na acao fica escrito:

Jd4x\/—det g X g"OR,, = "a’4x\/—det g X

0, (Ve ) = [d4x o, (y/~erg )

\/—detg
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

Assim, chegamos a conclusao surpreendente que o termo
envolvendo 0R,, € uma derivada total:

"d4x\/— det g X g"6R,, = [d4x J, <\/— det g w”)

Mas isso significa que, pelo Teorema do Divergente, podemos
escrever essa integral no volume como uma integral na
superficie:

"d“x\/— det g X g"6R,, = CJ;dSU <\/— det g w”) — 0om

NO ELETROMAGNETISMO ESSA SITUACAO SURGE
FREQUENTEMENTE: IMAGINE UMA FONTE (CARGA) NA
ORIGEM, E UMA INTEGRAL NUMA SUPERFICIE INFINITAMENTE

DISTANTE DESSA CARGA. ESSA INTEGRAL DA ZERO*
*QUASE SEMPRE!
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL

Em suma, obtivemos que a variacdo da agao de Einstein-Hilbert com respeito a métrica resulta em:

OS5y 2 I Jd“x\/— detg G,, 6¢"

e OK, mas... e a matéria?...

Vamos escrever a agcao mais geral possivel para a parte da matéria:

St = Jd4x\/—detg =a

A mesma variacao dessa acao, sob perturbagcdes da métrica, resulta nas equagoes de Euler-Lagrange:

0 (\ /—detg gMat) 9 (w /—detg SfMat>

55, = d4x5[\/—det & ] = Jd‘*x —a S
Mat [ g Mat agﬂ’/ a a(()ag'“’/) g

A acao da matéria deve trazer informacao sobre a energia, a pressao, fluxos e estresses da matéria, e nao
deve depender das conexdes I' ~ dg. Portanto, temos:

o — [d4x
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AS EQUACOES DE EINSTEIN E O PRINCIPIO VARIACIONAL
Portanto, coletando o termo geométrico, da acao de Einstein-Hilbert, e o termo da matéria, temos:

OS5y 2 I Jd“x\/— detg G,, 6¢"

08y = Jd“x ogh

\/—detg
5 T, . ondeT,k échamado de tensor de energia-momento da matéria

Desse modo, a variacdo da acao fica escrita:

|
OSTotal = [d4x \ & detg <KG G,uv = ET’W> ogh”

Ou seja, sob uma variacao 6g"” da métrica, a acao fica invariante se valerem as equacoes:

KcG,, = ETMV EQUACOES DE EINSTEIN !
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AS EQUACOES DE EINSTEIN NO LIMITE NEWTONIANO

S6 falta determinar que constante K é essa, que conecta a geometria a matéria. Para fazer essa

ultima conexao vamos utilizar o limite Newtoniano (ou seja, o limite quase-estatico, nao-
relativistico — veja aula passada!)

No limite Newtoniano a métrica é dada aproximadamente por:

2
8o =—1+ehy , com ehy—>——@

As conexodes relevantes nessa aproximagao sao apenas:

. €
o= ——0.h
00 > %00

Vocé pode calcular (exerciciol) que nesse caso temos:

1 — 2 =,
Goo:Roo—EgooRl’—V 80022V o

Portanto, nas Equacdes de Einstein:

e = 1

1
KoG = 51 Ko G — e Vid- ~Too
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AS EQUACOES DE EINSTEIN NO LIMITE NEWTONIANO

Vocés talvez ja saibam, pelo tensor de energia e momento do Eletromagnetismo (se
nao souberem, aguardem a aula que vem!) que:

Too=pr . onde pp é adensidade de energia (da matéria)

Temos entao que, no limite Newtoniano,

2K, — 1 1
~ V20 = ibun e

K¢ Gy =~ _c2 5 5

Mas agora podemos juntar essa informacao com a Equacao de Poisson:

2KG —>2(I) 1 K C4
hN e o - =t
> PE 6F ot

Portanto, chegamos agora ao resultado central deste curso: *

qu) = 47TG/0Massa ®

c2
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PARA A AULA QUE VEM:

e Trabalhem na 3a lista de exercicios !

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 1, Secées 1.9-1.10, e tudo que
vocé conseguir ler do Capitulo 4 .




