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Usando a derivada covariante

A curvatura e o tensor de curvatura

Um pouco de Fisica: o limite Newtoniano
Um pouco de Fisica: o redshift gravitacional

Leitura: Até o Capitulo 3.7 do Carroll



AULA 12 - 15/04/2020

REVISAO: DERIVADA COVARIANTE

* Na aula passada encontramos o operador que permite “derivar"
vetores e outros objetos de carater tensorial — ou seja, que tém
componentes que “sentem"” a curvatura do espaco.

» Essa derivada covariante opera do seguinte modo num vetor
covariante:

0A

U
= A
i o

* Ja num vetor contra-variante, a derivada covariante opera como:

oV#
DU VIM = a I F/I;tG VG
xl/
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REVISAO: DERIVADA COVARIANTE

Derivada covariante de um escalar:

D w=20 0

Derivada covariante de um tensor covariante:

Da Q,uv = aa Q,ul/ 2= Fg,u Qay = ng Q,ua

Derivada de um tensor contravariante:
Do —d V-t 1o 1 )2
Derivada covariante da métrica:

Dag,uv =3 aag,uv_rg,ugov_rgvg,ua = 0 ()



AULA 12 - 15/04/2020

METRICA: LIGACAO ENTRE OS ESPACOS TANGENTE E COTANGENTE

* Note que a métrica pode ser usada para “converter" objetos que vivem em espacos
diferentes:

Ak F o o= AF
B.. i Bl — ol B onde g% g ;= 5;‘

U

* A norma ("produto escalar no espaco com métrica g") permanece invariante:
A" =g, A% AY =44,
el i =i
HABl = A" B =ps AfB =gt A B % @ etc

* Portanto, a métrica pode ser usada para “descer"” um indice contra-variante, ou para “subir"
um indice covariante:

TIZ == gﬁl/ I Tay = ga/,t g Taﬂ = ga,u gﬂl/ A

Q’uﬂzglanaﬂ 1 Q VzgyﬂQaﬂ 1 QﬂyzgﬂagUﬁQaﬂ
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APLICACOES DA DERIVADA COVARIANTE

* Divergente (covariante)
D N =0 e D

 Essa contracao da conexao, [, , tem uma expressao conveniente em termos do determinante da
meétrica:

deileh=D. Cofp.
Uv

onde Cof" denota os cofatores da matriz g,
— A ddottal] = Gol Y dg/w

* Por outro lado, a inversa da métrica, g/ , é obtida tomando os cofatores dividos pelo determinante:

G
 det(g)

B = Cof* = det(g) g™

* Portanto, podemos escrever que:

d[det(g)] = g d
detg[ (g)] =g"dg,,
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APLICACOES DA DERIVADA COVARIANTE

* Vamos agora usar essa expresséo,

A assinatura da métrica do
espaco-tempo é -1:

detg dibeiol = ¢ dgﬁ”/ ; detp =—1 1|

para escrever.

1 0
|detg| Ox“

1

* Agora, pela definicao da conexao:

1 1 1
FZU s Eg(w <aﬂ 8vs T 0, Sou — 0, gﬂ”) = FZOI = Egaa <aﬂ Byt Eou — Oy gpt(l) = Eg(w aﬂ 8ac

* Portanto, chegamos na identidade:

1
/ ldetg| = Egﬂy Oy uv = Fgu

1 0
| detg| ox*

* Agora, retornando a nossa expressao para o divergente covariante, temos:

1 1
D, V% = 0, Vi +TC V¢ = 3,V + V@ | aa< |detg|V“>

: y/ | detg|
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APLICACOES DA DERIVADA COVARIANTE

* Portanto, podemos escrever a 4-divergéncia covariante de um vetor como:

1
Vi =D Vo= 9, <\/|detg| V“)
: \/ldetgl

. Exercicio: mostre que a 4-divergéncia de um tensor anti-simétrico T% = — T/,
pode ser escrita como:

9, <\/|detg| Taﬂ>

 Corolario: o D'Alembertiano covariante de um escalar (S) é definido como:

ST s = (g“ﬁDﬁS> =D (g“ﬂ aﬂs)

= S 0a<\/|detg| g %S)

_\/ldetgl




AULA 12 - 15/04/2020

CURVATURA

* Na aula passada vimos que, ao transportar
um vetor por um circuito fechado, num
espacgo curvo, esse vetor se transforma.

* Ou, dito de outra forma, o mesmo vetor
transportado por dois caminhos diferentes
resulta em vetores diferentes, mesmo que o
ponto final dos percursos seja o mesmo.

* Ou seja: a mudanga por um caminho ou por
outro pode ser diferente
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CURVATURA

* Vamos lembrar que a mudanca de um vetor num espaco curvo é na verdade descrita pela
derivada covariante:

PV gV ] e
* Em particular, a segunda derivada covariante é:

B D Ve—ib, (o VELT T )

0y (9fVF + T V°) + L (0, VA +T%, V) —

PN B ot

» Agora vamos trocar a ordem dessas derivadas:

5 (] A A o A o
D,D;V* = 0, (aﬁvurgav ) L <iﬁﬁvm+ I ) i (a//erga/v )

 Subtraindo uma da outra temos:

ol o o A A A c
(Da Dy Da> V= (aarga— aﬂrgo_) Vo + (W Vo + (FW i (Fﬁfﬁa— r;ﬁrw) v
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CURVATURA

Podemos escrever, portanto:

<DaDﬁ—DﬁDa> Vi = R< VO

caf Georg F. B Riemann

O objeto que apareceu acima chama-se tensor de curvatura de Riemann:

M . o /Z ek o ol
B o=plbe 0, I BB -0 I

Apesar de envolver as conexoes (que ndo sdo tensores), o tensor de

Riemann é de fato um tensor (ele se transforma como um objeto com um
indice contravariante, e trés indices covariantes)

O tensor é anti-simétrico nos dois indices finais:

Rﬂ

ocaf e
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CURVATURA: INTERPRETACAO GEOMETRICA

* Vamos voltar ao nosso experimento mental de transportar um vetor ao longo de

dois caminhos que levam ao mesmo lugar:

At = Bl V7 AARP

oo

* Pela equacao do transporte paralelo, temos que:

x A
1) Vi =5 VA4 DV Ax® =5 Y4 DY Ax®+ Dy (VA + DV Axe) Ay

A 53
2) VF — VH+ DV Ayf — ,w/ + D" Ay? + D, (V” + DyV* Ayﬂ) Ax®

AVF=V¢ = (DuDy V¥ = DyDV*) Ax°AY = RE Vo Ax? Ay

—>Ay—>Ax —Ax—Ay ocaf
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CURVATURA: INTERPRETACAO GEOMETRICA

 Portanto, a curvatura se manifesta como uma deformacao que depende da area do
percurso

At = R W7 BARP

* Podemos escrever, usando a anti-simetria do tensor de Riemann:

1
AV = R’fmﬂ Ve A Ay = : Vo (Ax“ Ayl Ay Ay“)

 Essa ultima expressao pode ser escrita como:
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EXEMPLO DE CURVATURA: ESFERA 2D

« Vamos retornar a nossa esfera 2D:
ds? = d0* + sen’ 0 do*

det g = sen’d

I 0 cos 6 e R

sen @

e O tensor de Riemann é:

L e U w 1A /7 n
=0 Lol P

2
63)?[—6 +12 1/1“2 ok cosé’_ cos 0
REE L) sl 9 B0 2y

cos2 0 cos 6 :
14+ — =
sen? g sen @

Rl212 =sen’d , todas as outras componentes zero ou iguais por simetria (Mostre!)
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EXEMPLO DE CURVATURA: ESFERA 2D

* Agora podemos recalcular o transporte paralelo:

R’“‘MﬂV”Ax“Ayﬂ s com Ax—[AG0), Ay— [0.Aw]

VEAXTAYY = R VAR Nye @

V"Ax“Ayﬂ Rz112 %4 AxlAy2

AVY = (sen’0) x V¢ A0 Ay (no exemplo da aula passada, 60 — z/2!)
AV = (=1) x V?Ap AG

* Portanto, recuperamos o resultado da aula passada!




AULA 12 - 15/04/2020

UM POUCO DE FISICA: O LIMITE NEWTONIANO

Até agora ainda nao falamos de fato em “gravidade”, apenas em
referenciais, métricas, conexdes, curvatura, etc.

Antes de prosseguir explorando a curvatura do espaco-tempo, vamos ver
como ficam as equagées de movimento de um corpo qualquer, na
presenca de um espaco-tempo curvo — e que, portanto, pelo Principio
da Equivaléncia, é indistinguivel da presenca de um campo gravitacional.

Num espaco-tempo curvo a trajetéria de uma particula é dada pela
Equacao da Geodésica:

dv il
+ I =
Y dr o dr

Agora, vamos supor que o nosso sistema fisico é nao-relativistico, no
sentido de que qualquer parte desse sistema se move com velocidades
pequenas, v/c K 1
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UM POUCO DE FiSICA: O LIMITE NEWTONIANO

* O limite nao-relativistico implica que uma série de termos devem ser
desprezados na trajetdria x* da particula:

d xV

; ~ ] (o tempo préprio é praticamente igual ao tempo do referencial)
cdr

d x* d x* V
— ~— k]
cdr dt C

* Vamos agora assumir que o espago-tempo é quase plano: ou seja, que a
métrica é muito préxima da métrica de Minkowski, com apenas umas
pequenas correcées ("perturbacdes”):

ST, €l (0 O(e?) com € < 1 uma constante.

* Note que essas perturbacoes podem depender de £, x,y, 2
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UM POUCO DE FiSICA: O LIMITE NEWTONIANO

* Uma métrica que é aproximadamente dada pela métrica de Minkowski
admite algumas simplificacoes:

8uy = My + €1, (X)
* A inversa dessa métrica (ou seja, a métrica “contra-variante”) é:
Vs S 5 e U

com h** = h (todas as componentes sao iguais)

Uy

e Vamos verificar:

gaﬂgm/ ~ (,705/4 i ehav) <’7,uz/ i Gh/w>

0 sy teln, = eh i, o O(e?) = 8%+ O(¢*?)  (Verifique!)
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UM POUCO DE FiSICA: O LIMITE NEWTONIANO

Portanto temos:
Buy = Ny T+ € h,uu(x) aer . = on 0

Com isso, as conexdes até ordem O(e?) ficam:

1 €
B —eilae, 0 0z el a0

Em particular, temos que:
Cisa
551 (ao o; + 0 i — 0, h00> = (2 3o gy — 0, h00>

Mas assim como as velocidades sdo muito pequenas (aproximagdo nao-
relativistica), as derivadas com relagcdao ao tempo também sdo pequenas,

0y = 0/d(ct) = (1/c)0, (essa chama-se aproximacao quase-estatica). Portanto,
podemos aproximar:
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UM POUCO DE FISICA: O LIMITE NEWTONIANO

Substituindo essa expressao na Equacao da Geodésica temos:

dx* dx* d%x! “dxY dx®
Sk =0 .= ——FL i)
T do dr? at = dr

= 4 =0 2~ 0
dt2 2 l OO

Mas agora vamos lembrar da equacao do movimento num campo gravitacional:

d2X —
== VO
dr

Portanto, j& descobrimos algo muito importante: no limite de campos gravitacionais fracos,
de curvatura do espaco-tempo pequena, e de velocidades nao-relativisticas, o potencial
gravitacional Newtoniano pode ser identificado com a perturbagcao da métrica:

6hip ¢ 5D (Note que ®/c* é de fato adimensional, assim como h 'l
e

D
Em outras palavras, em quase todo lugar do universo devemos ter gyp ~ — 1 —2— Il
c
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UM POUCO DE FiSICA: O REDSHIFT GRAVITACIONAL

* Vamos novamente nos lembrar que o tempo préprio é dado por:

ds® 1 1
= Nop dy®dy’ = — > Zop dx*dx?

dt? =
=

» Ou seja, podemos escrever, no referencial x:

At? 1 Ax® AxP
TaEe o aeEe

« Vamos supor que os observadores (e portanto os relégios) do referencial x estao
(quase-) estaticos, ou seja, Ax' ~ 0. Entao, temos que:

At? 1 A(ct) A(ct)
Ar?

c? 500 T AT

* Ou seja, usando o resultado acima, do limite Newtoniano, temos que:

AT
Ar




AULA 12 - 15/04/2020

UM POUCO DE FiSICA: O REDSHIFT GRAVITACIONAL

* Em particular, note que dois relégios em posicoes diferentes medem intervalos de tempo:

D(x,)
AT & goo(.xl) 1 Iz 2 c2

Y

AL At 200(x2) \ o 2\

c2

* Em termos das frequéncias de uma fonte de luz que é emitida de um ponto ao outro,
temos:

D(x,)
LAl 8oo) S T

D(x)) = (D(xz)]
vy 800(X2) \ o 3 ¢2 c?

c2

* Portanto, podemos fazer uma previsao: dois relégios idénticos, um colocado na
superficie da Terra (R), e outro colocado numa torre a uma altura AR , verao o tempo
passar de um modo diferente, a saber:

s A WGl GM GMAR g AR

ny —

sl R eU R AR): e B2 c?
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UM POUCO DE FiSICA: O REDSHIFT GRAVITACIONAL

* Véarios experimentos foram feitos para testar esse “redshift

gravitacional”, o mais famoso deles conhecido como o da “Torre
de Harvard”:

A, AR

— N

U c2

* Naquele experimento, Robert Pound & Glen Rebka usaram raios-y
para medir esse efeito. Notem que no caso deles:

Aaves L L0mi sy 2 5m)

% (3.108m/s)?

e
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UM POUCO DE FISICA: O REDSHIFT GRAVITACIONAL

?
v

A interpretacao desse efeito é muito simples: imagine um raio de luz que
sobe da base da torre para o topo.

Ao subir, esse raio de luz vai subindo pelo potencial gravitacional da Terra.

Enquanto ele sobre nesse potencial, um pouco da energia do féton vai
sendo “perdida” para o campo gravitacional (ou seja, ele troca energia
cinética pela energia potencial)

Mas a energia do féton é a mesma coisa que a sua frequéncia. Entao a
medida que ele sobe a torre, sua energia diminui, sua frequéncia diminui,
e seu comprimento de onda aumenta. Dai o nome: “redshift gravitacional”

Muitos outros experimentos foram realizados depois da Torre de Harvard,
sempre verificando com precisao esse fenédmeno do redshift gravitacional.

Note que essa é uma consequéncia do Principio da Equivaléncia — ainda
nao dissemos nada sobre a Teoria da Gravitacao de Einstein, a
Relatividade Geral!
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PARA A AULA QUE VEM:

» 3a lista de exercicios online hoje ou amanha! (P/ 30/4)

* Leitura: S. Carroll, Capitulo 3 (tudo que vocé conseguir!)




