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O Principio da Equivaléncia

A Invariancia Local de Lorentz (LLI, Local Lorentz Invariance)
A Equacao da Geodésica

As conexdes (simbolos de Christoffel)

Equacao da Geodésica - reload

Exemplo simples de um espaco curvo: a esfera 2D

Leitura: Capitulo 2 do Carroll
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

Até agora consideramos apenas uma classe de referenciais
muito particular — os referenciais inerciais.

Vimos que esses referenciais inerciais se relacionam por meio
das transformacoes:

dr* = N, dr* ,onde A é uma Transformacao de Lorentz.

Podemos escrever isso do seguinte modo:

dl/'/’u_AM 4 d ety dra_(Aﬂ)—l_Aa
Jra — T Oou, de modo equivalente, d,/u o = = 1y,

Mas o que aconteceria num referencial qualquer?...
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

* Vamos considerar um conjunto de N particulas que podem
interagir entre si, aqui na Terra:

» Claramente, a n-ésima particula estard sujeita a uma forca:

g N
Mot ep ZF(?,,,—?)

m=+n
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

« Vamos agora efetuar uma transformacao de coordenadas que nao
& nem uma TIr. de Galileu nem uma Tr. de Lorentz:

—_ —_ 1—)2 — —_— 1—)2
y=x—5gt , portanto yn=xn—5gt

* Nessas novas coordenadas a aceleracao é:

qdo

dt?

—

= 5

B S e Sy

= X, — X. ,aequacao de movimento fica:
m n m
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

* Nesse referencial acelerado (portanto, ndo-inercial), o
campo gravitacional da Terra foi anulado.

» O observador no referencial 'y verifica as mesmas leis da

7 e ° —_— ~ ’
Fisica comparado com o referencial x, exceto que nao ha

campo gravitacional.

« O Principio da Equivaléncia afirma que esse
“cancelamento” do campo gravitacional que ocorre no
“referencial de queda livre” é fundamental — ou seja,
sempre podemos efetivamente anular o campo
gravitacional ao permitirmos que todos os corpos se
movam livremente sob o efeito de um campo gravitacional.
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

* Note que isso s6 é possivel por causa da equivaléncia dos
conceitos de massa inercial e massa gravitacional:

d Gwl-M
%d—tgz rﬁ; X, =

* Note também que isso s6 é possivel quando o campo
gravitacional for o mesmo para todos os corpos:

campo gravitacional homogéneo laboratério “grande”: forcas de maré
dentro do “laboratério” = gradiente do campo gravitacional
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O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

* Isso nos leva a uma formulacao do Principio da Equivaléncia:

“Em qualquer lugar e em qualquer instante, na presenca de um
campo gravitacional arbitrario, é sempre possivel encontrar um
referencial inercial, em queda livre nesse campo gravitacional,
tal que, numa regiao suficientemente pequena e durante um
intervalo de tempo suficientemente curto, tal que nesse
referencial todas as leis da Fisica tém a mesma forma que num
referencial ndo-acelerado, e sem campos gravitacionais.”

No ref. em queda livre valem ___= — b Em particular, no ref. em
as leis da Fisica “normais”, 85 o S, B 5 ~ queda livre vale a Invariancia
sem campo gravitacional ZE@ uiE S Saal S B ¢ de Lorentz — nesse "local"
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CONSEQUENCIAS DO PRINCIiPIO DA EQUIVALENCIA

* Vamos entao tomar o referencial de um corpo que estd em
“queda livre”, e portanto esse referencial é “localmente”
inercial”, no sentido definido acima.

* A trajetdria desse corpo, em termos do seu tempo préprio, é
uma trajetoria ndo-acelerada, ou seja:

d’y* =

—ii
dr?

1 1
onde lembre-se que dr? = — stz = — ) Nop dy“*dy” .

* Agora, como fica isso num referencial qualquer?
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CONSEQUENCIAS DO PRINCIiPIO DA EQUIVALENCIA

* Vamos entao pensar num referencial arbitrario (x*)

» Partindo da trajetéria nao-acelerada no referencial localmente inercial (y¥), temos:

: d*y* L ay aay i

dr2  dr dr  dr ox® dr
Oy d=x® . dv- du’ da
 ox@ dr2 ox%oxP dr dr

0

ox”
. Nesse momento é conveniente multiplicar por - e somar em y, obtendo:
YH

= +
oy* ox® dr? dy# ox%oxP dr dr dt?

e dc - 0y" d o dxk oyt dx g’ a2 - <6x” 0°yH ) dx? dx”

oy# ox%0xP | dr dt

JE LdViLue0n as p
~ Oy# ox“ ey
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CONSEQUENCIAS DO PRINCIiPIO DA EQUIVALENCIA

« Chegamos assim a famosa Equacao da Geodésica:

a-x’ dx v ox" o
+ I* =1 =
dt? 0 ds Oy# ox%oxP

sao chamados de conexdes, ou Simbolos de Christoffel.

(Note que as conexdes sao simétricas por trocas Fgﬁ = F;a)

» Como se pode ver pela equacao acima, a aceleracdo (d°x/dr?) é
determinada pelas conexoes.

* Ou, pelo Principio da Equivaléncia, o campo gravitacional no referencial x
é dado pelas conexées.
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CONSEQUENCIAS DO PRINCIiPIO DA EQUIVALENCIA

* Antes de calcular essas conexdes de um modo um pouco mais pratico, vamos

antes nos relembrar que a distancia invariante, definida no referencial localmente
inercial (para o qual vale a Invariancia de Lorentz local), é:

dsy2 = Nup didy = do ds* = g, dx'dx" = n,5dy*dy’

* Portanto, temos que:

ayﬂ U U A métrica também é
dx ) =g, dxdx > ende

YV simétrica, g,, = g,

ov® oy’
S el e R e t o
gﬂy — ﬂaﬁ axﬂ axy e ada metrica ao espago- empo NasS cooraenaadaas x.

° A métrica g, e as conexbes I’ sdo os objetos fundamentais das teorias

baseadas no Principio da Equivaléncia — as chamadas teorias covariantes da
gravidade.
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AS CONEXOES (SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL)

» Agora vamos determinar as conex6es em termos da métrica nesse

referencial arbitrario x. Em termos das coordenadas do sistema
localmente inercial temos:

F“—axa L e e
K GyP dxmdx ,J—vx — 2

° %,
oy% oy’

v = Mlap oxH* oxV

S

- Vamos agora multiplicar as conexdes por dy*/0x® (e somando em a):

e OxXHOXY  OxHOx

62 p 62 A
5 2 : (guarde isso!)




AULA 10 - 01/04/2020

AS CONEXOES (SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL)

* Por outro lado, temos que:

ag,uy - 6 6y“ dyﬁ
0x°  Ox© lap ox# oxV

i 0 [ oy* dy”
— lap o0x° \ oOx* oxV

ey Do 4
= na ,B —
ox°ox# ox¥  ox* 0x°0xV

. Mas acima encontramos que
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AS CONEXOES (SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL)

* Portanto, podemos escrever:

0,8, =1 6y“ayﬂry 'ayaayﬁry
Sl W RN L B

e oy 0yﬁ
4 oxH* oxV

- Mas também vimos que a métrica é g, , portanto:

aa g,uv = gyy F};,Ll AR g,uy F}(/w

* Aqui ja podemos notar uma relacao muito importante: as
conexoes sao basicamente as derivadas da métrical E no

referencial localmente inercial x — y, a métricaé g, —» 7, , cujas

derivadas sao nulas, e portanto I'(x) = I'(y) -0
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AS CONEXOES (SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL)

* Obtivemos, acima, que:

- 0,8, = Mﬁﬂ +g,/1 7, . portanto “trocando" os indices:

oy = ol ton

S

0.0, — 2. F}fw + g

die Lo Gdon = deell

* Finalmente, podemos inverter a métrica do lado direito dessa
equacao, definindo o inverso da métrica como:

R L R )
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AS CONEXOES (SIMBOLOS DE CHRISTOFFEL)
Ou seja, chegamos na expressao:
g (aﬂ e Do gﬂy> =2g%g T7, =260T7, =2I%

Finalmente, chegamos na expressao final para as conexdoes em termos da
métrica e suas derivadas:

|
F,m/ - Eg (a,u 8us T ay Sou — aa g,uv)

Vamos lembrar que, pela sua prépria definicao, num sistema localmente

inercial as conexdes se anulam < No sistema em “queda livre” nao ha
campos gravitacionais

Para verificar, basta lembrar que passando para o referencial inercial,
x —y,temos g, — 7, , cujas derivadas séo zero!
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

* Podemos impor a preservacao da nocao da distancia invariante ao longo de
um movimento por meio da minimizacao de uma “acao”:

dr , onde dr’ = — —2d52 denota o tempo préprio de uma particula
c

T = 8, Ax"dx* ® B

* Ao longo da trajetéria podemos definir qualquer parametro
que siga a evolucao da particula a medida que ela se move.
Esse parametro (1) pode ser praticamente qualquer coisa deve,
mas ele naturalmente tem que ser monoténico com o tempo
proprio. Isso é chamado de pardmetro afim.

* Em termos de um parametro afim, a agao dessa particula fica:

dr Dot dx* dx?
G g
s
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

* Ao longo dessa trajetodria, o intervalo entre A e B deve ser um extremo. Isso quer
dizer que qualquer desvio da trajetéria real aumentaria essa distancia entre A e B.

Ou seja, qualquer desvio da trajetéria fisica, x#(1) — x*(4) + Ax#(A) , com

AxH ‘A = Ax”‘B = (), aumentaria a distancia total T

Dito de outra maneira, a trajetéria fisica x#(1) é
caracterizada pela condicdao de que T € um

minimo sob variacoes Ax*(A)

Ou seja, vamos tomar a variacgao:

d/ dA

B
di d(x* + Ax") d(x* + Ax”
\/_g/w(x B, (x X it 19
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

* Vamos comecar expandindo o tempo dentro da raiz em uma
série de Taylor, assumindo que o desvio Ax" é pequeno:

Ao + Ax) d(e¥ + AxY)
dA dA

[— g vk )

( )dx” dx” 3 Lok de” o ( )dAx/“‘ dx” ( )dx” dAx?
e X = X X = X g X
Sl Cls Rl ah T e o

1/2
+ @(sz)]

dx* dx* "
= [_g””(x) 0 dﬂ]

e i

dA di

_glu’y’(x)
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

* Vamos agora ficar sé com a variacao da distancia total entre
os pontos A e B, ou seja, AT, até primeira ordem em Aux:

2 - S D
dl dx* dx? [1 dx* dx* dAx* dx¥

o —0 N +
8w 3 %080 AX" — o + 8

ar=- |

A

* Neste momento é meio inutil seguir usando esse “parametro
afim” (eu sé usei essa oportunidade para introduzir esse
conceito), e podemos usar o melhor parametro afim de
todos, que é o proprio tempo préprio. Lembrando que

d) = (d)ldr)dr , e que dr =\ —ds2/c? = (1/c)\/ ~g,, dxtdx"
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

* Em termos do tempo préprio temos, para a variacao de T:

AT — 0 AT G P
N T

[ 4 1 axtdx - Uik
= ele 2 )
IE T ds dc

A

* O segundo termo dessa expressao pode ser integrada por

partes:
Ax(A) = Ax(B) =0

: LGB
L de
AT——<gWAx dT> —[
A

Aqui vamos
trocar y < o




AULA 10 - 01/04/2020

EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

e Temos entao:

didy d“x* 1 axvl-dx
Ax° | 0 Lo =—04e, AX

ubov dr dr dr? 2 dr dr

=il ode A0
- uSov dt dz

dxtdx d-a% dxedx )

- — —0
Sov dr= -2 obuw dr dr

* Vou deixar como exercicio para vocés mostrarem que essa
expressao pode ser simplificada e resulta em:

g !
ATz[ dedxlo. 5 = ]
A

AL -

it i
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EQUACAO DA GEODESICA PELO PRINCIPIO VARIACIONAL

» Portanto, desse modo também chegamos na Equacao da
Geodésica:

d*x? dx-dx:
7

—— =
dr? s di dr

* Lembrando aqui que a geodésica define o caminho da
menor distancia, que é também o caminho em “queda
livre"”: na auséncia de forcas (ou melhor: forcas nao-
gravitacionais), a particula seqgue uma geodésical
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

« Vamos considerar um universo em que somos seres bidimensionais
na superficie de uma esfera de raio R . A métrica desse espaco é:

ds* = — c%dt’ + R’df8” + R’ sen* 8 do*

* Na nossa notacao, podemos escrever

essa métrica em coordenadas esféricas
0

=ct,r! =(9,r2=g0):

como (r
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Vamos calcular a geodésica nesse “espaco-tempo curvo”,

dxsdi.
=1 =0
e

1
F,uu = Eg (a,u 8vo T ay Sou — aa gpw)

» Se vocé calcular as conexodes para a
métrica da esfera 1+2D obtemos:

Fl — —genflcost
5
cos @

1‘*2 =1—*2 =
12 2 | sen O

Todos os outros ' — 0
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

» Vamos calcular essas conexdes, usando a definicao:

1
F,m/ == Eg <a,u 8ue T a1/ ou — aa g,uv)

 Componente a = 0:

1

—g0o (aﬂ o 40 8 —d g,,,,,) ;

Oie
Fﬂy_z

Mascomoz - —lseg—0 v’ —llses -1

]
F/?tl/ o EgOO (a,u 80T ay g(),u R aO gyu)

1 :
— Egoo <(’)ﬂ petd By Jy g/w> = 0 , para quaisquer y,v




AULA 10 - 01/04/2020

EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Vamos calcular essas conexoes, usando a definicao:

1
ng i Eg(w (0/,t 8T al/ Sou — aa gpw)

 Componente a = 1:

1
e lo
F/u/ o Eg (a,u 8vo e ay gU//t 2 aa gﬂp) 1

2

Naseomo o %—F “seo—1l e -0seo+1 eg10=R2 (c = 1), temos:

1 1
Fllwzzgll (ngz/l_l_aygl,u_alglm/) ZER_2<_an/,u/> e

1
S ER_Z 0y (R2 senzﬁ) = —sen6 cos 0
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Vamos calcular essas conexdes, usando a definicao:

1
1—‘//u/ ar Eg <a,u 8vo T av oy — aa gpw)

 Componente a = 2:

2 1 20
F,uv % Eg (a,u 8uo T av Sou ~ aa g,uv) '

2

mas comog-° =R “sen> Osec—2, e’ —0seag=) comyg, — R sen0,

1
Fﬁy:zgzz (6ng2+6yg2ﬂ—62gﬂy> alogoou =12 feli s =2 |k

cos @

1
= [ —_P-Yen 00, R:sen @) =
a5 0

sen @




AULA 10 - 01/04/2020

EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* A equagao da geodésica fica portanto com as componentes:

| do do

— =0
2V dr dr

e A primeira equacao nos diz que z = at+ b, ou seja, o "relégio" da
particula é idéntico ao de um observador em repouso

* As duas outras equacoes determinam o movimento:

- i S ces
0—@°“senfcosf=0 , e p+2¢0 =40
sen 6
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

» Essas duas equacdes acopladas, e nao-lineares, parecem muito
dificeis de resolver!

0—¢’senfcos@=0 , e

. cos @

Oo+2¢0 =)
sen ¢

®* Porém, nao precisamos resolver esse problema do modo mais
dificil, podemos resolver isso facilmente lembrando que todos os
pontos na esfera sao equivalentes — ha simetria por rotacao:

ROTACAO
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

« Agora podemos resolver essas equacoes tomando como condigdes iniciais (em ¢ = ;) um

movimento no plano do Equador, ou seja, () = n/2 , e também tomando 9(ti) =)
obtemos:

0— ¢*senfcosfd=0 = 6=0

B SR cosd 8
o+2¢p0 =Uis = et — ()
sen 6

* Ou seja, a solucdo dessas equacoes é simplesmente:
P =@+ p;t
® Mas isso nao é nada mais do que o movimento ao longo do equador!

® Poderiamos também ter resolvido facilmente o problema no qual o movimento se dd em um
meridiano

* No caso mais geral, o movimento “livre” da particula, a sua geodésica, € um grande circulo
nessa esferal
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EXEMPLO: ESFERA 2D (+ 1D=TEMPO)

* Ha uma maneira ainda mais elegante de considerar esse problema, que é
em termos das constantes de integracao (ou quantidades conservadas).

* Vocé ja sabe o que seria uma quantidade conservada, caso pensasse
numa particula com massa qualquer, se movimentando em cima dessa
esfera: sua energia cinética (qQue nesse caso é idéntica ao momento
angular)

v? = 0% + sen’ 0 ¢* = constante

* Vocé pode demonstrar diretamente que essa quantidade se conserva
pelas componentes da Equacao da Geodésica.

* Numa situagao mais geral (e mais complicada), temos de obter as
constantes de integracao diretamente da Equacao da Geodésica. Tente
fazer isso nesse caso simples!




