Mecéanica Estatistica - IFUSP - 2/12/2017
comentdrios (e corregoes)
sobre o terceiro exercicio da sétima lista

Cuidado com esse exercicio: eu encontrei dois pequenos errinhos (mas sao
importantes, e ainda pode haver outros ...) na expressao de X no item final
desse exercicio.

Nas vizinhancas do ponto critico de um sistema ferromagnético simples,
a energia livre de Landau pode ser escrita na forma

g=a (T —T.)m*+m*

em que a > 0 é uma constante positiva e 7, é a temperatura critica.
A dindmica de Langevin para esse problema é dada pela equagao

dm dg
o= Vg, ),

com
m)=0 e (nt)nt))=2To(t~1),
em que eu introduzi um “fator dimensional” v > 0.
Acima da temperatura critica, a campo nulo, mas ainda na “regiao critica”,

é razodvel descartar o termo qudrtico dessa energia livre. Nessas circunstan-
cias, a equacao de Langevin a campo nulo é dada por

Z—?:—Zm(T—TC)mjLn(t).

Esse tipo de equacao estocdstica jd foi suficientemente discutido em aula. A
solucao é simples,

m (1) = mo exp <—£) + exp (_é) /O Cexp (t;) 0 () dt,

em que mg é um valor inicial e o “tempo de relaxacao” é dado por

1
T 2ay (T - T.)



(i) Nesse ponto estd respondido o item (i) sobre a dependéncia com a
temperatura do tempo de relaxacao. Note que esse tempo 7 se torna muito
grande quando T se aproxima da temperatura critica. Isso significa que os
tempos para atingir o equilibrio se tornam cada vez maiores quando nos
aproximamos de 7. Esse fendmeno é conhecido como “vagarosidade critica”
(“critical slowing down” em inglés).

(ii) O célculo da autocorrelagdo também é simples, mas precisa ser feito
com muito cuidado, levando em conta que t5 > t;.
Supondo que nao haja magnetizacao inicial, m, = 0, temos

C (tat) = G () m (1)) = 77 [exp (221 ) —exp (-2

com ty > t; > 0.

Apenas no limite de tempos longos apds o inicio, to > t; — 00, € que
C (t2, t1) torna-se invarinte frente a uma translagao no tempo (isto é, depende
apenas da diferenca t5 — t;, como deve acontecer numa situagao de equi-
librio). Em determinadas circunstancias, fora do equilibrio termodinamico,
pode haver violagoes importantes dessa simetria de translagao temporal.

(iii) Vamos agora adicionar um pequeno campo magnético, H = H ().
Na presenca desse campo, a energia livre de Landau é dada por

g=a(T —T.)m?+m*—mH ().

Acima da temperatura critica, podemos descartar o termo quértico e escrever
a equacao da dindmica de Langevin,

dm 1
— = —— H )
o Tm—l— (t) +n(t)

Portanto, com m (0) = 0, temos

mi=ew (1) [ exp (£) i) +neyar

de onde vem
() =exp (2] | exp () erar

2



No limite de campo nulo, a “funcao resposta” a esse campo é dada por

6 (m (t2))

Ritt) = Sy

em que estamos usando uma notacao tipica de “derivada funcional”. Notem
a ordem dos tempos nessa definicao. Entao temos

ou seja,

ty —1
TR(tg,tl) :Texp (— 2 1) .

Por outro lado, também temos

) B ty—t t + th
a—th’(tg,tl)—T{eXp(— - )—i—exp(— . )},

de onde vem uma famosa “relacao de flutuacao-dispersao”,

oty

em que 7 é o tempo de relaxacao (que se torna infinito no ponto critico).
Portanto, X — 1 apenas para ti,ts — oo e T # T..
Por favor, notem as correcoes nessa iltima expressao .......

A. Relacoes de flutuacao-dispersao no equilibrio

Ja mostramos em aula uma relacao desse tipo, no contexto de um modelo
magnético, envolvendo a suscetibilidade (resposta & aplicagado de um campo)
e as correlagoes de dois pontos (do tipo spin-spin). O mesmo argumento pode
ser colocado em bases bem mais gerais.

Vamos considerar uma configuragdo microscépica C, com energia F (C'),
que é submetida a uma perturbagao A associada a um parametro pequeno &,

E(C) = E.(C)=E(C)-cA(C).



No ensemble canodnico, o valor esperado de A é dado por

> " A(C)exp[-BE(C) + fe A(C)]

{(A(0)). :

D exp[-BE(C) + B A(C)]

C

e a suscetibilidade é definida pela relacao

= 240,

e=0
Entao é facil mostrar a forma geral de uma relacao de flutuacgao-dissipagao
no equilibrio,

Xa = B(A%) —(4)7].

B. Relagoes de flutuagao-dissipagao fora do equilibrio

Num regime dindmico, podemos ter

E.(C) = E(C) —e(t) A(C),

e t>0,
5<t)_{ 0, t<O0.
Entao escrevemos o valor esperado

(A(t)). =Y _ A(C)P.(C,t;Co,0) Py (Co),

C,Co

em que

em que P.(C,t;Cy,0) é a probabilidade de transicdo de uma configuracao
Co, no tempo tg = 0, para uma configuracao C' no tempo t > 0.

De acordo com uma hipétese de Onsager, podemos adotar uma forma
simples (e intuitiva) para a probabilidade de transicao,

P (C,1;Co,0) = By (C,1;Co, 0) exp{—=p[e A(C) + e A(Co)]}-

Usando essa expressao, com as defini¢oes apropriadas da correlacao de dois
pontos e de uma suscetibilidade integral generalizada, Onsager chegou a
forma conhecida da relacao de flutuacao-dissipagao. Esse assunto vai ficar
para uma discussao futura ....



