Mecéanica Estatistica - IFUSP - 25/9/2017
Quarta série de exercicios

1- Mostre que a entropia nos ensembles canonico ou grande canonico pode
ser escrita na forma

S=-kp» PP
J

em que j designa um estado microscépico do sistema e a probabilidade P; ¢
dada por
(a) X
‘Pj - Z €xp (_/BE]) )

no caso do ensemble candnico, ou por
(b)
Py = Zexp(—=BE; + BuN;),

no caso do ensemble grande candnico.

2- No limite ultrarrelativistico, o hamiltoniano de um gds cldssico de
particulas monoatomicas é dado pela expressao

N
H = Zc‘?zh
=1

em que c é a velocidade da luz. Considere esse sistema dentro de um recipiente
de volume V', em contato com um reservatoério de calor e de particulas (com
temperatura 7" e potencial quimico p fixos).

(a) Obtenha a grande funcao de particdo e o grande potencial termod-
inAmico. A partir dessas expressoes, obtenha uma equacao de estado usual
(pressao em termos do volume e da temperatura). Obtenha o calor especifico
a volume constante.

(b) Faga uma transformagao de Legendre do grande potencial a fim de
obter a energia livre de Helmholtz. Compare com o resultado obtido anteri-
ormente no contexto do ensemble canénico.

(c) Demonstre a relagao
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Figure 1: Representacao esquemética de uma cadeia molecular com 5
unidades monoméricas. Indicamos a distancia L entre os pontos terminais e
a tensao o.

em que o contorno C' envolve a origem, e obtenha a fungao canénica Z (3, N)
a partir da grande fungao de partigao = (3, z). Compare com o resultado
obtido através de um céculo direto no ensemble candnico.

3 - Considere um modelo estatistico elementar para explicar o comporta-
mento termodinamico de uma tira de borracha (ou seja, uma “cadeia mole-
cular polimérica”). Nesse modelo a cadeia molecular é constituida por N
monodmeros rigidos, de mesmo comprimento a, que podem girar livremente
em torno dos seus pontos de conexao, mas sem a occorréncia de vibragoes ou
outras formas de movimento.

Na figura indicamos uma cadeia com cinco unidades monoméricas, sub-
metida a uma tensao o agindo nos dois pontos terminais, separados por uma
distancia L.

Os segmentos moleculares sao numerados em sequéncia, 1, 2, ...., IV,

a partir de um dos pontos terminais. O estado do i—ésimo segmento é
especificado pelos angulos 0; e ¢;, em coordenadas polares. Dada uma cadeia



molecular, o nimero de estados microscépicos é proporcional ao produto

N N
=1 =1

Podemos entao escrever uma fungao canonica de parti¢ao no ensemble o — T’
(que é uma espécie de andlogo do ensemble 7' — p de um fluido),

R N
Y=Y (B,0,N) = /dLexp(ﬂaL)/dwl.../dwNé (L—Zacos&-),
i=1

—0o0

em que 3 =1/ (kgT), T é a temperatura, e 0 (z) é a fungao delta de Dirac.
(i) Mostre que
4r N
Y = [% sinh (Baa)} .

(ii) Nesse ensemble o —T', obtenha o valor esperado da distancia entre os
dois pontos terminais da cadeia polimérica,

(L) = %%IHY = Na L (foa),

em que L (z) é a conhecida fun¢ao de Langevin do magnetismo cléssico;
(iii) No limite de tensoes muito fracas (e altas temperaturas), foa << 1,

mostre que
- L _ do
N T 3kpT’
em que jé estamos tomando (L) — L. Note a analogia com a lei de Curie do
paramagnetismo;

(iv) Obtenha o coeficiente de dilatagao,

1 /0L
ar=— | =— )
tro\or),,
Qual a diferenca mais marcante em relacao ao comportamento usual dos
s6lidos? A tira de borracha é um exemplo de “sélido entrépico”. No volume

1 das famosas Feynman Lectures ha uma ilustracao bem conhecida desse
“comportamento entrépico” da tira de borracha.



(v) O miimero N ¢ bem grande nos polimeros usuais (da ordem de 10* a
10%). Torna-se entao razodvel langar mao do limite termodinamico, N — oc.
Obtenha a energia livre no ensemble o — T,

g=g(T,0) = lim [—ﬁln}/}.

A partir dessa energia livre, escreva as equacoes de estado,

= — @ : s = — @
N do ) .’ a or) .’

em que s ¢ a entropia por unidade molecular. Utilize essas equacoes de estado
para mostrar que
g=—lo—"Ts.

Observe entao que esse modelo elementar nao possui energia interna! Essa
propriedade é outra indicacao do “cardter entrépico” do modelo.

(vi) Dadas a distancia L e o nimero N de unidades monoméricas, tam-
bém podemos escrever o nimero de configuragoes microscépicas acessiveis ao

sistema,
N
Q= /dwl.../dwNé <L— Zacos@i) .
i=1

Use uma representacao integral da funcao delta, para mostrar que

+i00 T N
Q= ZL / exp (—kL) dk 27T/Sin (0) exp (kacos 8) db
T
—ico 0

No limite termodinamico, N — oo, L — oo, com L/N = [ fixo, é fécil
verificar que
Q ~exp[Ny(ko)l,

com

y (k) = —kl +1n ﬁ—” sinh (k:a)] |

a

em que ko é proveniente da equacao de ponto de sela,

| =aLl (koa) .



Portanto, a entropia por monémero é dada por

1
s = lim —kglnQ = kpy (ko).
N—o0, L—oo, L/N=Il N y ( 0)
Mostre que esse formalismo reproduz a mesma expressao da entropia que
jé havia sido obtida no contexto do ensemble das tensoes. Nao deve haver
dividas sobre a “equivaléncia de ensembles”!

4- Um sistema de fons magnéticos localizados nos sitios de uma rede
cristalina unidimensional é dado pelo “hamiltoniano de spin"

N N
H = —JZSiSi+1+DZSi27
i=1 i=1

em que J e D sdo parametros positivos (J, D > 0) e S; = +1,0,—1 para
i=1,2,..., N (note que se trata de um sistema de spin 1).

(a) Adotando condigbes periédicas de contorno, Sy.1; = Si, mostre que
a funcao canonica de particao desse sistema pode ser escrita na forma

N
1
Iy = E Hexp [BJ SiSit1 — §5D (S7+S%4)
{8:} i=1

(b) Utilize o método da matriz de transferéncia para escrever
Zny =AY+ M\ + A,

em que A, Ay e A\3 sao os autovalores de uma matriz simétrica de ordem
3 x 3. Mostre que ¢é possivel escolher \; > Ao, A\3 para qualquer temperatura
T # 0. Portanto,

. 1
J\P—rgoﬁanN =1In Ay,

em que \; é o maior autovalor da matriz de transferéncia.
(c) Obtenha uma expressao para o valor esperado do hamiltoniano por
sitio,
= 1 i H>
NN (H).

em termos da temperatura 7. e dos parametros J e D. FEsboce gréficos
de u/J em fungao de kgT'/J (temperatura em unidades convenientes) para
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valores tipicos da razdao A = D/J. Indique com clareza os valores assintéticos
para baixas e altas temperaturas.

5- A versao de Curie-Weiss do modelo de Ising ferromagnético (de spin
1/2) & dada pelo hamiltoniano (de campo médio)

7 N 2 N
H:_W (;O’l> —H;O‘i,

em que J e H sao pardmetros positivos e o; = 41, —1 para todos os sitios
1=1,2,..., N de uma rede cristalina
(a) Utilize a identidade gaussiana

+o0
/ dz exp (—2® + 2az) = /T exp (a?)

para mostrar que a energia livre por spin é dada por

g(T>H)=myin{g(T,H;y)},

em que a varidvel y, com uma escolha adequada, pode ser identificada com
a magnetizagdo (por spin) desse sistema. Obtenha uma expressao para
g(T,H;y).

(b) A magnetizacao (por spin) desse sistema é dada por

- ()

Estabeleca um esquema de célculo para obter a magnetizacao esponténea,
mo = m (T, H — 0). Mostre que, abaixo de uma determinada temperatura
(critica), a equagao de extremizagao dg (T, H;y) /Oy = 0 pode conduzir a
trés raizes distintas, mas apenas duas dessas raizes, iguais em médulo, cor-
respondem a um minimo de g (7', H;y). Esboce um grafico de my contra a
temperatura 7. Qual é a temperatura critica T desse sistema? Como é o
comportamento assintético de mg (7') quando T — T—7
(c) A suscetibilidade magnética é dada por

x=x(T,H)= (g—Z)T-
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Obtenha a suscetibilidade magnética a campo nulo, x, = x (T, H = 0), tanto
acima quanto abaixo da temperatura critica. Qual é o comportamento ass-
intético de x, nas vizinhancas de T¢:7

(d) Obtenha uma expansao de ¢ (7', H = 0;y) em poténcias de y com
campo externo nulo (H = 0),

g(T,H =0;y) = A+ By* + Cy* + ...

Escreva a forma explicita dos coeficientes B e C'. De acordo com a “teoria de
Landau”, verifique a existéncia de uma transigao de fase (de segunda ordem)
quando B =0 com C' > 0.
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