Mecéanica Estatistica - IFUSP - 22/08/2017
segunda série de exercicios

“One of the crowning achievements of nineteenth century physics was the de-
velopment of the statistical (microscopic) basis of thermodynamics. While much
of the ideas of this development originated with Maxwell and Boltzmann, it was
Gibbs” work that more directly influenced our present formulation of equilibrium
statistical mechanics”,

C. N. Yang, em Phase Transitions and Critical Phenomena, volume 1, editado
por C. Domb e M. S. Green, Academic Press, New York, 1972.

1- Obtenha uma expressao para o volume de uma hiperesfera de raio R
num espaco de d dimensoes. Utilize essa expressao para calcular o volume
Q(E,V,N;J0FE) do espaco de fase acessivel a um gés classico de N particulas
monoatomicas, nao interagentes, dentro de um recipiente de volume V', com
energia entre £ e £+ JF (com 0FE fixo, mas bem menor do que F).

(i) Qual a fungao entropia S = S (E,V, N) desse sistema? Lembre-se que

1 o1
55 = lim ks InQ (B, V, N; 0E)

em que o limite deve ser tomado para F, V., N — oo, com E/N e V/N fixos.
(ii) Utilize as equagoes de estado na representacao da entropia para obter
as expressoes conhecidas da energia interna e da pressao desse gés ideal em
termos da temperatura e do volume especifico.
Sugestao: o volume da hiperesfera pode ser obtido através de pequenas
manipulagoes com a integral

—+o00

+o0
I(a) = / .../dxl...dxnexp [—a(af+ ... +27)].

Nota importante: para obter corretamente as funcoes termodinamicas, é
necessario dividir 2 (E,V, N;dFE) por N! (caso contrério, nem existe o lim-
ite termodinamico!). Essa é a famosa corregao introduzida por Boltzmann,
relacionada ao "paradoxo de Gibbs", que normalmente se justifica apelando
para o limite clédssico das expressoes quanticas (mas que até hoje d4 margem
a muitas discussoes ...).



2- As vibragoes eldsticas de um sélido podem ser representadas por um
conjunto de osciladores localizados nos sitios de uma rede cristalina. Em
primeira aproximagao é razodvel supor que esses osciladores sejam harmoni-
cos e independentes (ndo interagentes), e que estejam oscilando com a mesma
frequéncia. Vamos entao representar um sélido cldssico por um sistema de
3N osciladores harmonicos, nao interagentes, localizados nos sitios de uma
rede cristalina, associado ao hamiltoniano

3N 1 ) 1 )
H=> (57 +5k0 ),
j=1

em que m é a massa e k é a constante eldstica de cada oscilador (m e k sdo
parametros positivos). Nesse modelo, um sélido real, em trés dimensoes, é
representado por trés osciladores independentes em cada sitio, ao longo das
trés diregoes cartesianas.

(i) Suponha que a energia total esteja entre F e E + §F, isto é, que
E<H<SFE+J(FE, comdF fixo, mas 0¥ << E. Descartando termos que nao
contribuem para a entropia no limite termodindmico, mostre que a forma
assintética do volume do espacgo de fase acessivel a este sistema é dada por

Q(E,N) ~ OyEN,

em que C'y é um fator dependente apenas de N. Qual o valor do expoente
a? Mostre que a entropia por sitio da rede cristalina,

1
s=s(u) = lim NkBan(E,N),

N,Eﬁoo;%:u

¢é dada pela expressao
s =akglnu+c,

em que c é uma constante.
(ii) Na representacao da entropia, temos
1 0Os
T ou
Utilize essa equacao de estado para obter a energia interna por sitio da rede

em funcao da temperatura, u = u (7'). Obtenha também a entropia por sitio
da rede, s = s(T'). Desenhe graficos de u (T') e de s(T') em fungao de 7.
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Obtenha o calor especifico por sitio da rede cristalina (que obedece a “lei
de Dulong e Petit”). Qual o problema com essas expressoes? Como esse
problema foi corrigido?

3- Num celebrado artigo publicado em 1907, Einstein adotou o mesmo
modelo de osciladores harmonicos independentes para as vibragoes eldsticas
de um sdlido, supondo que a energia fosse “quantizada”, de acordo com a
sua interpretacao sobre a proposta de Planck para a energia da radiacao.
Einstein também usou o “método de Boltzmann” para obter a entropia e
mostrar que o calor especifico vai depender da temperatura, em concordancia
com resultados experimentais da época, que ja questionavam a validade da
lei de Dulong-Petit.

No modelo de Einstein, uma configuracao microscépica é dada pelo nimero
de quanta de energia em cada um dos 3N osciladores. Na configuracao
{n;} = {n1,na,...,n3n} hd n; quanta de energia no primeiro oscilador, ns
quanta no segundo oscilador, e assim por diante. Além disso, os quanta de
energia sao indistinguiveis: nao interessa saber “quais” sao os quanta que
estao num determinado oscilador; interessa saber apenas “quantos” quanta
estdao nesse oscilador. A energia de uma configuragdo microscépica {n;} é
dada por

3N 3N
E{n;} = Zhunj = hl/an = hvM,
j=1 J=1

em que h é a constante de Planck e v é uma frequéncia fundamental. Por-
tanto, a energia depende apenas do nimero total M de quanta da configu-
ragao microscépica, e deve haver enorme degenerescéncia.

Dados E e N, o célculo da degenerescéncia €2 = Q (E, N) é um problema
combinatdrio cldssico da mecénica estatistica. Esse problema ja tinha sido re-
solvido por Planck, em trabalho de 1901, quando ele recorreu ao “método de
Boltzmann” para justificar a férmula da energia da radiacao (veja a tradugao
desse artigo de Planck em Rev. Bras. Ens. Fis. 22, 538, 2000). O nimero
de maneiras de distribuir M quanta de energia (indistinguiveis) em 3N os-
ciladores é dado pela expressao

(M 43N —1)!

=9Q(EN) = MI(BN — 1)1

que estd registrada numa nota de rodapé do texto famoso de fisica estatistica
de Landau e Lifshitz! Para comparar com o resultado cldssico, calcule a
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entropia por sitio, s = s (u), e utilize a defini¢do de temperatura para obter
a energia interna por sitio, u = u (7'). Obtenha também a entropia por sitio,
s = s (T). Esboce gréficos de u e de s contra a temperatura 7" e compare com
os resultados cldssicos. Obtenha o “calor especifico do sélido de Einstein”,
verificando o comportamento a baixas e altas temperaturas. Quais sao os
problemas corrigidos? Quais os problemas que ainda permanecem?

4- Paramagneto ideal

”A great deal of unnecessary confusion exists as to how to write the first
law of thermodynamics for a magnetic system. We find it written (A) d@Q =
AUy + MdH, or as (B) dQ) = dUg — HdM, where M is the magnetic moment.
Both relations are correct; the difference is that dU is defined in (A) and (B) for
different thermodynamic systems.”

C. Kittel, Elementary Statistical Physics, John Wiley, 1958; se¢ao 18.

Considere N fons magnéticos de spin 1/2, ndo interagentes, localizados
nos sitios de uma rede cristalina, na presenca de um campo magnético externo
H
H. O “hamiltoniano de spin” desse paramagneto ideal é dado por

N N N
Moo H =3 Hy
] 1=1

=1

em que a soma é sobre os sitios da rede e p,, é a componente do vetor
momento de dipolo magnético na direcao do campo externo. No caso de spins
1/2, a componente p,, pode assumir apenas dois valores, 41, € —p,. Torna-
se entdo interessante definir um conjunto de “varidveis de spin”, {o;} =
{o1,02,...,0n}, tal que o; = +1 quando p,, = +uy e 0; = —1 quando
Hiz = —Ho-

(i) Verifique que ha 2V “configuragoes microscopicas” das varidveis {0, } =
{01,02,...,0n}, que definem o andlogo do espago de fase desse sistema. A
magentizagdo (momento magnético total), dada por

M =M ({o;}) = MOZ%

depende de cada configuragao de spins, {0;}, mas hd enorme degenerescéncia,
pois todas as configuracoes microscépicas com o mesmo nimero de “spins
para cima” tém a mesma magnetizagao.
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(ii) Dada a magnetizacdo M, mostre que a degenerescéncia (2, isto é, o
nimero total de estados microscépicos acessiveis ao sistema, com magneti-
zacao M e mimero de fons magnéticos N, pode ser escrita na forma de uma

soma muiltipla, /
Q:(Z Y ) 1=,

0'1::|:1 O'N::tl {o’L}

em que o superindice "linha" indica a restri¢ao

N
M = p, Z o;.
i=1

Essa soma muiltipla com restricoes é muito semelhante & integral multipla
que aparece no calculo do volume do espaco de fase acessivel ao gds ideal
monoatomico cldssico. S6 que o problema discreto é muitissimo mais fécil.
Levando em conta que

N
M =y Y 05 = pig (N1 = Ny),
=1

e que
N — N1+N2,

em que N; é o niimero de “spins para cima” e No = N — N; é o nimero de
“spins para baixo”, mostre que

Q=Q(M,N) = N1]!V]!\72! - (g_ M)]!Vé%jt M)!.

240 240

Nesse modelo simplificado o nimero de configuragoes microscépicas de-
pende apenas de M e de N. A energia interna nem entra em consideragao.
Mais adiante vamos analisar um modelo andlogo para um gas de rede ideal.

(iii) Utilize essa expressao de (2 para obter a entropia por fon magnético,

1
s=s(m)= lim Nk’Ban(M,N).

N,M—o00; 4 =m

Nesse limite, N e M devem ser muito grandes, mas a magnetizacao por fon
magnético, m = M /N, deve permanecer fixa. Mostre que

1
S(m):kBln2—§kB <1—%) In <1_Mﬁ)_
0 0
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—ﬂ@<y+ﬂ>m<1+ﬂv.
2 Ho Ho

(iv) Em analogia com o gds de particulas, vamos escrever a primeira lei
da termodin&mica na forma

du=Tds + Hdm,

que corresponde a opcao (B) de Charles Kittel. No ensemble canoénico nao
vai haver "confusao"!! Levando em conta que nesse modelo simplificado
nao ha varidveis de energia, podemos escrever uma equacao de estado na

representacao da entropia,
H ds

T  om’
Utilize essa equagao para mostrar que

que ¢é conhecida como “equacao de Brillouin” do paramagnetismo.

Esboce graficos de m/p, contra H (em unidades convenientes) para di-
versos valores da temperatura. Mostre que m = 0 quando H = 0, nao
havendo a possibilidade de utilizar esse modelo para descrever o fenémeno
do ferromagnetismo (em que aparece uma magnetizagao espontanea, mesmo
na auséncia de campo externo). Mostre que a magnetizagao tende a um valor
de saturacao para campos suficientemente fortes.

(vi) A partir da equagao de estado m = m (T, H), obtenha uma expressao
para a suscetibilidade magnética,

[ Om
X=\om),
A campo nulo, verifique a “lei de Curie”,

NQ
T H=0) =)= -2
X ( ) ) XO ]fBT’

que é obedecida por diversos sais magnéticos, inclusive a temperaturas muito
baixas, servindo as vezes como um excelente termémetro secundério.



5- O numero total de estados microscépicos acessiveis ao gds de Boltz-
mann, com energia F e nimero de particulas N, pode ser escrito na forma

" N'
UEN) = D, v

N1, N2, N3,...

com as restrigoes

> Nj=N; Y EN;=E.
J J

(i) Utilize o método dos multiplicadores de Lagrange para encontrar o
termo méximo da soma. No limite termodindmico, essa soma pode ser (ass-
intoticamente) substituida pelo seu termo méximo. Mostre que a entropia
por particula é dada por

AT RY
5§ = —kBZ (W) In (W) + ¢,
j

em que ¢ é uma constante e {Nj} é o conjunto de nimeros de ocupagoes

correspondentes ao termo méximo da soma. Considerando um gés ideal, com
energia interna U = 3NkpT'/2, mostre que a dependéncia da entropia com a
temperatura é dada por um termo da forma kgInT.

(ii) Vamos agora resolver o mesmo problema pelo “método de Darwin-
Fowler” (ver C.G. Darwin e R.H. Fowler, Phil. Mag. 44, 450, 1922). Intro-
duzindo uma funcgao geratriz da soma muiltipla, temos

Z=27Z(8,N)=) exp(-BE)Q(E,N) =

i N'
=2 ep(=8E) D, Fmma
E

N1, Na, N3,...

Entao, fazendo um rearranjo das somas, mostre que
Z(B,N) = 2"; z=-exp(—PE;) +exp(—FEs) + ...

No limite termodinamico, a menos de fatores irrelevantes, a soma (discreta)
sobre a energia também pode ser escrita como uma integral

2(3.N) = [ exp(-BE)R(E.N)aP,
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que nao passa de uma transformada de Laplace. Supondo que as fungoes
envolvidas nao sejam patolégicas, que nao haja problemas com o compor-
tamento do integrando no infinito, podemos escrever a antitransformada de
Laplace,

B'+ico
QBN =5 [ ZE.New (@)
B’ —iocou

em que a integracao deve ser feita ao logo do eixo imagindrio. No limite
termodinamico, utilizando o “método do ponto de sela”, mostre que

Q(E,N) ~ exp [N (lnz—l—gu)] :

em que u = E/N, e E é solucao da “equacao de ponto de sela”,

0
A partir dessa expressao obtemos a entropia por particula,
£ 0z
=kgpll =kpg|lnz———

em que ¢ importante lembrar que s = s (u), e que [ é proveniente da equagao
de ponto de sela.
Vamos agora introduzir a definigdo (do fator de Boltzmann)

1
Py =~ exp (=BE;).
Com um pouquinho de dlgebra elementar, mostre que

s=—ks Y PP,
J

que é o mesmo resultado obtido no item anterior (e que corresponde a famosis-
sima férmula da entropia de Boltzmann-Gibbs-Shannon ....).
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