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Sistemas de ordem 1 e 2

MODELO

O engenheiro constréi umodelo,

a partir de um problema que nao
possui solucao exata, e acha uma
solucao aproximada otima.

Modelar é o processo de escrever uma equagao ou sistema de equagdes que
descreve o movimento de um mecanismo fisico. O sucesso do modelo é
determinado por qudo bem a solugéo da equagédo prevé o comportamento
observado no sistema real.
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Engi'neering is the art of fnolding materials \,A/e 1S \T A RGHT [ T DONT
don't wholly understand, into shapes we can't fully 0 REMAIN KNOW, BUT
analyze, so as to withstand forces we can't really IGNORANT 7 | T REFYSE
assess, in such a way that the community at large TO FIND

ot/

has no reason to suspect the extent of our
ignorance.

James E. Amrhein, 2009
Masonry Institute of America (Retired)

ORDEM DE UM SISTEMA

Sistemas podem ser convenientemente classificados pela ordem da equagdo diferencial que os
modela

ary(t) d"ly(t)

aTl dtn aTL—l dtn_l + o + aO)’(t) = u(t)

y(t) saida

u(t) fungdo estimulo
n ordem do sistema
t tempo

a; caracteristica do sistema
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RESPOSTA,TRANSIT(')RIA E RESPOSTA
ESTACIONARIA

Resposta Transitoria:

esposta Estaciondria

Solucaeiomod

Iambem chamedarde

D e et B, = =
RespostaliForcadd ou Solucao)
Rarticolar:
R

Resposta do Sistema

RESPOSTAS DOS SISTEMAS

As respostas dos sistemas podem ser divididas em:
* Resposta natural ou homogénea

“ Resposta forgada, de estado estaciondrio ou solugéio particular. impulso

As caracteristicas dindmicas sdo mostradas através da resposta dos

senoidal
sistemas a quatro tipos de perturbagdes diferentes, bastante comuns no /\ /
estudo experimental e tedrico do controle de processos:

degrau
* Fungdo degrau; \/ \/
* Fungdo Impulso;
* Fungdo rampa;
* Fung&o senoidal.

“Técnica de andlise de resposta: a que oferecer solugéio mais répida 0 :
dentre: -1 0 1

= Solugdio da equagdio diferencial;
* Transferéncia de Laplace;
= Pélos e zeros.

tempo (1)
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A constante de tempo.

 SISTEMAS DE 1% ORDEM

. Aplica-se a Transformada de Laplace em
cy + ky = u(t) _ ambos os lados da equagéo
csY(s) + kY(s) = U(s)
a constante de tempo

5 =ten=t |

) Y(s) K
E uma medida da G(s) = =
velocidade de UGs) ts+1
reagdo do sistema & Diagrama de blocos

uma excitagdo

U(s) K ly(s)
s+ 1
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RESPOSTA DE UM SISTEMA DE 1* ORDEM A
UMA FUNCAO DEGRAU UNITARIA

Combinando a funcéo de transferéncia de um sistema de 12
ordem e a Transformada de Laplace da funcao degrau com
amplitude 1,

Ut 1
U(s) =—
Y(s) = S
Transformada de
1~ Fungdio de

Laplace da fungdo

transferéncia de um

degrau com amplitude 1
sistema de 1¢ ordem

ol y(t): resposta do sistema, inversa de Y(s),

et y(® = K(1- @\
transiente

EXEMPLOS é‘s

Step Response

Usando MatLab,

%% Funcao Degrau
num=[5];

den=[2 1];
tf (num, den)

step (num,den, 10) ; Time (seconds)
grid on
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Usando MatLab,

o

%% Funcao Degrau
num=[5];
den=[

step (num, den, 10) ;
grid on 26

Step Response

T w

A derivada na origem (Teorema do Valor
Inicial):

)

lim y(t) = i Ks _K
o T T s 1

-
o
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Qual dos dois sistemas tem valor maior de 12

1
|

Fungdo degrau

<
w
T
—,
I

<o
=]
T
I

num=[1];
den=[2 1]; 2 s+ 1

o
-
T
N
I

o D6 T
E step (num, den, 20) ;
5 08r i grid on
£ —
< g4l y(t)=1—e t/t § hold on 1
num=(11;  _______
03 .
den=[5 17]; 5 = + 1
0.2H E
! | step (num, den, 20) ;

=

0 2 4 6 8 10 12 14 B 18 20
Time (seconds)

RESPOSTA GRAFICA

y(t) ‘ Inclinagdo =
|

Qe

y(O) =1-e /"

O tempo de subida
(0 -100%) &,

naturalmente, infinito

0,632
| A
Quanto menor for a constante de
S tempo, mais rapida serd a
1 | resposta do sistema.
e
O T t Figura adaptada de [6].
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1
1 1
08 - |
T :
: ——Resposta
06 ] Velocidade 7
04 | B
0.2 : B
0 I { 1 I I I t | L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Um ponto importante é quando a varidvel independente t atinge a
constante de tempo do modelo.

y=1- e/t Neste ponto a saida atinge
63,2% do valor em estado
y(7) = DiGEe estaciondrio.
6 |- 6 |-
5 5
4 |- 4 |-
3 TS 63.2% do processo completo 3 " 63.2% do processo completo
2+ 2L
1 1
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
t/T t/1
relagdo entre tempo e constante de tempo relagdo entre tempo e constante de tempo
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Tempo de subida (t,.) - é o tempo para que o sinal vd de
0,1 a 0,9 do seu valor final. t, = 2,21.

Tempo de regime (tg) - é o tempo para que a resposta alcance uma faixa
de valores de 2% em torno do valor final e ai permanega: tg = 4T

Um outro ponto importante é. quando a saida atinge 99% do valor em estado
estaciondrio

‘ A resposta é essencialmente completa
apéds 3 a 5 constantes de tempo

RESPOSTA DE SISTEMAS DE 1* ORDEM A UMA
FUNCAO IMPULSO

Combinando a funcéo de transferéncia de um sistema de 12
ordem e a Transformada de Laplace da fun¢do Impulso com

amplitude A,
1 impulso )
_ U(i)=1
Y(s) = Transformada de Laplace
u(t) = 8(0), Fungdio de da fungdo Impulso
t=0 transferéncia de um
sistema de Taordem
0 ‘ y(t): resposta do sistema, inversa de Y(s),
| 0 1
tempo (1) K _t
y = —e T
T

§(t) é afuncdo impulso unitario
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RESPOSTA GRAFICA

1/t .
Note que a resposta cresce imediatamente
para 1/t e decai exponencialmente.
~\
~
N~
>

RESPOSTA DE UM SISTEMA DE 1* ORDEM A
UMA FUNCAO RAMPA UNITARIA

Combinando a funcéo de transferéncia de um sistema de 12
ordem e a Transformada de Laplace da fungéo rampa u(t)=t,

1
U(b) ==
Y(s) = 52
Transformada de Laplace
1 Fungdo de

da fungdo rampa com

declividade 1

u(t)

transferéncia de um
sistema de 1° ordem

y(t): resposta do sistema, inversa de Y(s),

-1 0 1
tempo (1)

y(t) =K(t —7+1e7t/7)

10



alpha=1;
ramp=alpha.*t ;
model=tf (1, [2 1]);

o
o

o
o

y,t]=1lsim(model, ramp, t) ;
plot (t, ramp, t,y)

Amplitude

input signal
transfer function
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Linear Simulation Results
T T T

Entrada rampa

Time (seconds)

Resposta
Velocidade

Time (seconds)

11
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1) = 0652¢

Tempo de subida: é o tempo para que o sinal va de

t, =221
0,1 a 0,9 do seu valor final r
Tempo de regime: é o tempo para que a resposta
alcance uma faixa de valores de 2% em torno do ty =41

valor final e ai permanega

Quando a saida atinge 99% do valor em estado
D t=4,6t=571
estacionadrio

RESPOSTA DE SISTEMAS DE 1* ORDEM A UMA
FUNCAO HARMONICA

Ty +y = KAsin wt

( ) KAwt _t " KA . ( + ( )) Resposta depende agora da frequéncia.
y(t) =—"——=€e T+ ——=sin(wt + p(w

1+ (wt)? 1+ (wr)?
p(w) = —tan"lwr aq resposta atrasa em relagdo & entrada por um éngulo @.

Quando t — 00, tem-se a solugdio estaciondria,

KA

J1+ (w1)?

y(t) = sin(wt + (p(w))

12



Magnitude ratio

M(o)

RESPOSTA VS ESTIMULO

a razdo entre as amplitudes da resposta (solugdo
estaciondria) e da entrada é a chamada razdo

de amplitude, Mp(w)

1 Se MP((A)) < 1, diz-
se que o sinal estd
sendo atenuado.

M) = Foe

(para ganho do sistema k = 1

Mp(w) representa o efeito da dindmica do

sistema e do processo, W e T, sobre a
resposta senoidal

CONT...

Filtro passa baixa

1.2
i e e
e (@) = Mp(w) = -,
: 1+ (wT)
0.9 -
0.8 — SNy
0.7 — &
0.6 — a
0.5 |— =5
0.4 — - -8
03| i et
o2 & o
o _M(w) = 0,707 para wt = 1 - 20
0.0 PRI AT | poa el vl e
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00

TW

Decibels [dB]

Phase shift, d(w)(°]
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a resposta é também uma onda senoidal com
frequéncia ® igual & onda senoidal do sinal
de entrada

SO I WS 1] W I W] 7| Lo

-90 s vl

1.0 10.0

T

0.01 0.1

100.0

13
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EXERCICIO

Um termdmetro com constante de tempo de 1 min estd inicialmente a 50°C. Ele é
imerso na agua a 100°C em t = 0. Em t = 1.5 min o termdmetro é removido do
banho e posto em uma dgua a 75°C. Pede-se:

A temperatura em t = 1.2 min;

A mdxima temperatura indicada pelo termdmetro;

Qual serd a temperatura em t = 20min.

Um termdmetro com constante de tempo de 0.1 min é colocado a uma
temperatura é colocado em um liquido a uma temperatura a 100°Caté atingir o
equilibrio com o liquido. No instante t = 0, a temperatura do liquido comeca a
variar em torno do equilibrio, com amplitude de 2°C. Plote a resposta do
termdmetro ao longo do tempo para uma frequéncia de oscilagéo de

10/m ciclos/min. Qual o atraso da resposta, em minutos?

0 0.5 1127 15 2 25 3 35 4 4.5 5

t(min)

14
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Amplitude ("C)
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I I I I i I I i i

1] 2 4 G B 10 12 14 16 18 20
Tempo (min)

% Exemplo 1. Exemplo termometro - Sistema de primeira Ordem
% variaveis do sistema
K=1;
tau=1l; % minutos
A=50; % graus Celsius - amplitude da funcdo degrau
A2=25;
To=50;

o

t1=0:0.001:1.5;

y1=To+K*A* (1-exp (-tl/tau));

£t2=1.5:0.001:20;

y2=To+K*A* (1-exp (-t2/tau) ) -K*A2* (1-exp (- (t2-1.5) /tau)) ;
plot ([tl t2], [yl y2], 'LineWidth',2)

ax.FontSize = 12; % set font size for axes labels
xlabel ('Tempo $(min)$','interpreter', 'latex','FontSize',14);
ylabel ('Amplitude

$(~0C)S$', "interpreter', 'latex', 'FontSize',14);

grid on

ymax=To+K*A* (1-exp (-1.5/tau))

15



T(°C)
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T T T T T T T T T
Periodo = 0.314 min  Atraso = 0.314 min
102
100.9 V
100
99.1E
98
Transiente
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 02 =~ 3704 06 0.8 1 12 14 16 18 2

Enquanto a variagdo de um parémetro
no sistema de primeira ordem
simplesmente altera a velocidade da
resposta, as variagdes nos pardmetros
de um sistema de segunda ordem
podem alterar a forma da resposta.

16
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SISTEMAS DE SEGUNDA ORDEM...

A maior parte dos projetos de sistemas de controle se baseia na andlise de
sistemas de segunda ordem.

Mesmo que o sistema seja de ordem superior, o que é comum, ele pode ser
aproximado por um sistema de segunda ordem a fim de se obter uma
primeira aproximagdo com precisdo razodvel.

EQUILIBRIO DINAMICO

Principio d’Alembert: a massa m _yﬁt)
desenvolve uma forca de inércia
proporcional & sua aceleragdio e
oposta a ela.

ANy

F =my

Forgas de inércia

. . Forgas de amortecimento (viscoso)
u(t) — by(t) — ky(t) = my(¢) T

—

ky(t)

my(t) + by(t) + ky(t) = u(t) ‘—

Forgas eldsticas

17
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EXERCICIO EXEMPLO

OGATA, pg 215. No sistema ao lado, m = 1kg, b = 2 Ns/m,

k =100 N/m. A massa é deslocada de 0,05m e liberada sem S
velocidade inicial. Determine a frequéncia da oscilagéo

observada. Determine também a amplitude quatro ciclos depois.

O deslocamento y(t) é medido a partir das condi¢des de k b

equilibrio.

Ty(t)

4

RESPOSTA DE SISTEMAS DE 2* ORDEM

OU RETARDO QUADRATICO

my + by + ky = u(t)

AL S
Y my my_mu

1—K
=

y + 2w,y + w2y = Kwiu(t)

—=wp  —=20w,=20

18
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ALGUMAS DEFINICOES IMPORTANTES...

k P . . p
W, = /— frequéncia natural do sistema, isto é,
m

1 o , O e .
Tn =~ fempo caracteristico ou periodo natural de oscilagdo: indica o tempo de resposta com que o sistema
n

reage a uma perturbagdo de entrada;
b

b . . . . ~ . roe
(= Pl fator de amortecimento adimensional, é a relacdo entre o amortecimento real e o critico.
cr n

Fisicamente, € uma medida do grau de amortecimento (ou do cardter oscilatério) da resposta do sistema;

K ganho do sistema: é a razéo entre os valores finais da resposta e de uma determinada entrada considerada

Vamos adiantar uma defini¢do: wy; = /1 — {? é a frequéncia natural amortecida.

» Settings

¥ Measurements.

—

WV

AN
[,

M

L

-

mx +bx +kx = X + 2x + 100x = 0,

x(0) =5, x(0)=0

k 100 b 2
(L)n—\/;— T—lOrad/s Z—men—%—o,l

wg = wn\/l——fz =9,95rad/s

Simulink

19
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x(t) = x(0)e~%nt(cos wyt) + sin wyt

¢
Vi

21
t =nT, T=— =x(t) =x(0)e $@nt
Wq

X(4T) — x(o)e—fa)n4T — 0,058_0'1(1)(4)(0'6315)

x(4T) = 0,004m

FUNCKO DE TRANSFERENCIA

s2Y(s) + 2{w,sY(s) + w2Y(s) = Kw2U(s)
(s?2 + 2{wys + w2)Y(s) = Kw2U(s)

Y(s) Kw?

G(s) = —
(s) U(s) s2+4+2{w,s+ w?

Diagrama de blocos

U(s) Kw? Y(s)
— [ SE——
s2+2{wy, s + w2

20
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EXEMPLOS

U(s) 3 Y(s)
—_— N MatlLab,
4s2 +12s+1 $% Exemplo 1:

num=[3];

k=3 ¢=3 Wy = 0,5 den=[4, 12, 11;
printsys (num,den)

polos: [z,p,k]=tf2zp (num,den)

s =-—2,9142

s = —0,0858

MatLab,

%% Exemplo 2:

num=[3];

den=[1, 2, 1];
printsys (num, den)

pdlos: [z,p, k]=tf2zp (num,den)

21



CONT...

K=1,5
polos:

s = —0.5000 — 0.8660i
s = —0.5000 + 0.8660i

mplexos conjugados

CONT...

U(s) Y (s)
s2+1

K=3 =0 w,=1

pdlos:
s =0.0000 — 1.0000i
s =0.0000 + 1.0000i

ios puros conjugados

16/08/2016

MatLab,

%% Exemplo 3:

num=[3];

den=[2, 2, 2];
printsys (num,den)
[z,p,k]=tf2zp (num, den)

MatLab,

%% Exemplo 4:

num=[3];

den=[1, 0, 1];
printsys (num,den)
[z,p,k]=tf2zp (num, den)

22
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RESPOSTA NO TEMPO: SISTEMA DE 2° ORDEM.
CASO GERAL

Kw?

Equacgdio caracteristica:

s+ 2{w, s+ w2 =0
A= 4% w2 — 4w?

A= 4w (% = 1)
A>0-0*°-1>0->02>1->(>1
A=0-02-1=0-02=1-(=1
A<0-{?-1<0-{0<1-{<1

POLOS:

S24+2(w, s+ w2 =0 ¢md s=—C(w,+w,/{%—1

. . (=0
Sistema subamortecido Wy = wn\/l——iz ooy
= 2 . . \\
0<C<1  —fwy+jop/1-0% =0+ joq 3 B
Pélos complexos o d
conjugados P decaimento ‘w
@ ve-t o= on/T=1 [ "
Sistema criticamente amortecido N = acos¢ (
—Wn| —(
¢=1 —{wn = —wy ¢=1\ " T lwnt wn/TE 1
Pélo real duplo
Sistema sobreamortecido ) ; jwg
¢>1 —(wp T Wy (2 -1 K—jwp,
Pélos reais (=0

distintos

23



0.1

0.3X X)

0.8 X
X
0.7

X xy
03 0.1

¢ 0

Localizagdo dos pélos para w,, = 1 e (=0;0,1;0;3; 0,7; 0.8; 1.

RESPOSTA DE UM SISTEMA DE 2* ORDEM A

UMA FUNCAO DEGRAU

F(t) = Au(t)

v

Y(s) =

Fungéio de
transferéncia de um
sistema de 2. ordem

16/08/2016

=0

Transformada de
Laplace da fungdo
degrau com amplitude A

24
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B S(S - pl)(s - pZ) yo 7=015

15 - =040

Kw? A KAw?
Y(s) = = "

s?+ 20w, s+ w?

Y20

s2+2(w, s+ w2 =0

Dependendo do valor de {

podem-se distinguir trés casos:

resposta subamortecida ou
oscilatéria ("underdamped”)

0<i<1

{ =1 resposta criticamente
amortecida

resposta superamortecida ou

¢>1 ndo-oscilatéria ("overdamped")

RESPOSTA SUBAMORTECIDA

0<{<1

1
. —{wnt o 1 _ 72
}’(t) =KA |1—- e Son sin ((1),1 1 ( t+ QO) Polos complexos (conjugados
simétricos). Sistema estdvel e
subamortecido.

i

Q= tan‘l( ! _€2>
¢

Portanto, a frequéncia da oscilagéio de uma

Para { =1 tem-se wg = w
resposta subamortecida é dada por ¢ d n

| m— O efeito do amortecimento é reduzir
— _ 72 . A - . ~
Wq = Wpy'1 =%, em radianos/tempo a frequéncia de oscilagdo a um valor
w inferior ao da frequéncia natural
wg = 3 1— (2 , em ciclos/tempo
21
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RESPOSTA SUPERAMORTECIDA

(>1

Polos reais distintos. Sistema
estdvel e superamortecido.

Grafico

{ crescente

wn=1;
£=0:0.1:50;

for zeta=1:0.2:2.4
zeta2=sqgrt (zeta”2-1);
sl=(zeta-zeta2) *wn;
s2=(zetatzeta2) *wn;
y=1l+wn/ (2*zeta2) * (exp (-s2.*t) /s2-exp(-sl.*t)/sl);

0 L L L L L L L L L

plot(t,y) 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
hold on; JEP . Py
end observe que a resposta é ndo-oscilatéria e sem overshoot,

e se forna mais lenta & medida que { aumenta

RESPOSTA CRITICA

( =1 Subamortecimento.
Apresenta overshoots
p1=p2 = —(w, = —wy antes de
eventualmente se
Saida / estabelecer.

Y(t) = KA [1 — (e (‘)nt)e_wnt] c {

Polos reais iguais. Sistema estavel e amortecido criticamente.

A resposta para { = 1 permite a aproximagéo
mais rdpida e ndo oscilatéria do seu valor final,
semelhante a um sistema de 1a ordem.

Amortecimento critico. Ela atinge um estado estdvel no
menor tempo possivel sem ultrapassar o estado
estaciondrio.

Subamortecimento com / B
valor de amortecimento Superamortecimento.
muito baixo. E o pior Leva muito tempo
caso. Ocorrem para chegar a um
overshoots e o estado estado estaciondrio.

estaciondrio ndo se
instala.

Tempo

26
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18

1.7 +—£=0.1

1.6

L5 .()2

14 T 03

13 T 1 04

1.2 05

11 06

0.

o s\ Respostas ao degrau unitario do
S 09— i A =TT\ protétipo de um sistema de

os|— =10 A 1 N\ segunda ordem, geradas como

il— |4 « WO NV N I A fungbes do tempo normalizado,

¥ | \| f | | | | | wnt para varios valores de {.

0.5

04

03

0.2

0.1

0 1 2 3 4 5 6 v § 8 9 10 1 12 13

RESUMO: SISTEMAS DE SEGUNDA ORDEM

Jjo A

Subamortecido
0<{<1 p,pp=—Cwy £ jwpy1—17?

criticamente amortecido
(=1 py,p;=—wy

sobreamortecido

{>1 pip2=—fwptwpy{? -1

ndo amortecido
(=0 pyp;=1jwy,

_ ‘ w, permanece constante enquanto a taxa de
negativamente amortecido amortecimento ¢ varia de —oo a +oo.

(<0 p1,p2=—C(wp T jopyl -q?

27
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RESPOSTA NO TEMPO: SISTEMA DE 2° ORDEM
(EXEMPLOS)

wy, =1 w, =1
{:0 2 €=0,3

Jjo

15
. splane [ F 4 4 A 0 |
JWy '
g us
—jwo,
T

Sistema sem amortecimento

Jj@ s-plane

Sistema subamortecido

w, =1
{=1
e
jo -
g
s-plane
os
a
~lw,
O Lo, - ¢ ]
nnnnnnn " [
Sistema criticamente amortecido Sistema sobreamortecido

SISTEMAS INSTAVEIS se(<OentéoosistemaéinstéYfI

s-plane I X

1] T
0>L>=1 X
5
10
&0 2.5
2k
15r
1k
0.5
80 . . . . . .
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0 L L L L L L L L
t 0 02 04 08 08 1 12 14 18 18 2
t

28
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1.4 1
0.9
1.2
0.8
1 0.7
0.6
Los 5
] =
= = 05
[= % [=%
E o5 £
< < p4i
0.4 034
0.2
0.2
0.1
D L 1 L 1 1 1 1 D 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 0 2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
Fasilul] ‘ Time (seconds) zoom ' Time (seconds)

| A derivada na origem é nula!

| (Teorema do Valor Inicial):

2
Sw
| lim y(t) = lim n =0
-0+ so0s2 + 20w, s+ | I _

VAMOS OLHAR MAIS AT
A CADA RESPOSTA...
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SISTEMA SUBAMORTECIDO

Nocaso0 < ¢ < 1,
A resposta ao degrau unitario

y(t) = K{l — e~Swnt [cos (wn 1-— (Zt) +

y(@) =K 1—\/11_7526‘5“’ntsin(wn1—(2t+<p)

pode ter muitas formas diferentes, dependendo dos valores de:
{ (coeficiente de amortecimento),

— 72
Wy, (frequéncia natural) @ =tan"! <_V1(€>

K (ganho)

RESUMO: SISTEMA DE SEGUNDA ORDEM
SUBAMORTECIDO

jw &

Verifique as relagdes entre a
localizagdo das raizes da equagdo
caracteristica e 0,{, w, e wWg.

}\ T o: parte real das raizes
Wg = Wy - 72 w, distancia radial das raizes até a

6 = acos( wn l origem do plano s

Raiz plano s

{ : cosseno do &ngulo entre a linha
radial até as raizes e o eixo negativo
quando as raizes estdo semi-plano
esquerdo do plano-s, ou,

{ =cosf

v

o0={w,-" 0 o

Raiz
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0.8 ”\J 1
Dah‘\ {=0,1 4
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t
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0.6 _ 1 6 w, = 1
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\l i | wn =1 |
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o . . . . . . . . . o | | | ] | ] . . . o | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 0 15 20 25 30 3 4 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t
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RESPOSTA AO DEGRAU

Vamos calcular
alguns
parametros para
a resposta y(t)
ao degrau
unitario de um

Ymax

—2nd

E:e\/l_fz
+ 5%
/\ N~

‘3 s S—
\/ \/ VT T T

sistema de 2a
ordem.

bty t5(5%)

RESPOSTA EM ESTADO ESTACIONARIO .

Kw? 1

e
() s2+2{w, s + wzs

Os teoremas do valor inicial (TVI) e do valor final (TVF) permitem que se
descubra o valor inicial y(0%) e o valor final y() dos sinais y(t) cujas
Transformadas de Laplace Y (S) sejam conhecidas,

y(0*) = lim y(t) = lim s Y(s)
t—0t S—00

y(01) = tlim y(t) = lir%s Y(s)
—00 s—
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CONT...

Vss resposta em estado estaciondrio ou saida em regime permanente
(steady state output ). Nesse caso, pelo TVF:

Yes = lim y(t) = lims Y (s)
t—o0 s—0

Ka)% 1 yss/\/\[\/\r\

lim s \VEN
520" 52 + 2{wy S + WES | \/ \/

Yss = K

TEMPO DE SUBIDA ¢,

(RISING TIME)

Tempo necessdrio para que a resposta ao degrau, Y(t), atinja o valor final y;¢ = K pela

primeira vez.
P =tan_1< 1_€2
¢

y(t) =K =K [1 - e~S@ntr sin(wgyt, + <p)]

,/1 -2

—=e $ntrsin(wgt, + @) =0

,/1 €
sin(wgt, + @) =0 > wat, +@ =7

Npa

7T_(p=1t—atan(\/1—_(2/§') }/ssi \/ \/ \VaRS

! Wq (OF]

Alguns autores vinculam o tempo de subida & frequéncia natural:
aproximadamente 1,8/ w;,
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INSTANTE DE PICO £,

(PEAK TIME)

16/08/2016

E o instante em que a reposta ao degrau y(t) atinge o primeiro pico.

dy(t)
dt
sin(wgt) =0

0

wgqt =0,m, 2m, ...

; T
p_wd

ymax f

ySS

SOBRESSINAL E SUB-SINAL

wgt =1, 2m, ...

t=n— n=123..

wq

Os sobressinais e os sub-sinais da
resposta ocorrem em intervalos

periddicos.
Sobressinais ocorrem em valores
impares, isto é,n = 1,3,5, ... e os sub-

sinais ocorrem nos valores pares de 7.

AW

firn

tp

t) 4
y( ) Ymax
Mdximo
overshoot
1.0 v
Ymin
0 T 27 37 47 (.U=t
Vi Vi V1=2 Vi=¢ n
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SOBRESSINAL MAXIMO

(OVERSHOOT)

Ymax

M= i Vss

p =
M, é a diferenga entre o ‘ Vss
valor de pico e o valor -]
final ygs. E usual a i /\ SN A~
indicacdo em termos \/ NS~
percentuais. -
S I
= 1_62 B
M, =e

RELACAO ENTRE O MAXIMO SOBRESSINAL
PERCENTUAL E A TAXA DE AMORTECIMENTO.
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TEMPO DE ACOMODACAO ¢

(SETTLING TIME)

ts é tempo necessdrio para a resposta ficar dentro de uma faixa do valor final, em
geral de +2% a +5%;

_ /\ /\ AN tS(S%) 777777 t5(2%) |

#e—f(ﬂnt
J1—2¢2
Para tg com +2% de tolerdncia, Para t; com +5% de toleréncia,
1 1
———e 7t =0,02 ———e 9t =0,05
J1—1¢7 J1—2¢7
4 3
ts = g ty = E

Verifica-se que o numerador da equagéo anterior
varia de 3,91 — 4,74 para { variando de 0 a 0,9.
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ENVELOPE DE DECAIMENTO

E=K[1+ L le-ot w, = 0.1

K=1.0
\
>

A velocidade de decaimento da

resposta transitéria depende do
valor da constante de tempo

T=1/0

RELACAO DE DECAIMENTO &

(DECAY RATIO)

E a razdo entre as alturas de dois picos
sucessivos. Em sistemas de segunda ordem, 18
& é constante para par sucessivo de picos.

__¢m w/\A —————

— 1-¢2 12} /\IB
__3dm VAR 4

TV

L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Instante de pico

i
Sobressinal _ -z
_ Mp =e ¢
5 4
Tempo de acomodagdo ts20 = — tss0 =

n—atan(,/l -2/t

(OF]

Resposta em estado estacionario Yss = K

—2nd
Relagéio de decaimento F=e 1-¢2

Q
Qlw

N——

Tempo de subida t, =

ESTABILIDADE E VELOCIDADE DE RESPOSTA

A estabilidade dindmica de um sistema implica que a resposta ndo ird crescer
indefinidamente quando a entrada é finita (BIBO stability).

A velocidade de resposta indica o qudo rdpido o sistema responde a uma entrada
ou, o qudo rdpido a resposta permanente cresce ou diminui se o sistema é
oscilatério; ou cai, se o sistema é ndo oscilatério.

Essas duas caracteristicas néo sdo completamente independentes. Em particular,
sistemas ndo oscilatérios (sobreamortecidos) as duas propriedades estdo fortemente
correlacionadas.
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EXERCICIO

Defina cada um dos sistemas abaixo como néo amortecido, subamortecido,
criticamente amortecido, superamortecido. Determine o ganho, a razdo de
amortecimento e, se aplicavel, a frequéncia natural.

25
Flg) m ——
* )= a3 15
18
Flg)m —o
* PO =T
15
F F. e e ———
* Fl8) =516
100
s F(s)

= 2542 + 405 + 16

R(s) 1 1 Y(s)
— E |

Ogata, pg 212. Determine o valor de K e k para que a resposta do sistema
em cadeia fechada a uma entrada degrau de amplitude unitdria tenha
sobressinal méximo de 25% e o tempo de pico seja 2s. Suponha | = 1 Kg m?
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FUNCAO IMPULSO

deslocamento).

Forca impulsiva provoca mudanca instantanea na
v

velocidade
w0

J(O) + 2¢wny (1) + wf y(t)

At

v(0+)

k

Condi¢des iniciais da massa M: y(0) =0 e y(0) =0

Velocidade inicial da esfera de massa m: v(0 —) = v,

Devido ao impulso, a massa m terd velocidade inicial v, e deslocamento
inicial nulo (intervalo de tempo muito pequeno para desenvolver
Z

K w?
Y(s) = :

v
Us2 + 20w, s + w?

Magnitude A da fungéio impulso.

2
Y(©) = LY (s)] = £t | R ]

52+ 2{wy, s + w2

Depende do valor do amortecimento...
Subamortecido: polos conjugados complexos
Amortecimento critico: polos iguais reais

Superamortecido: polos reais distintos
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SISTEMA SUBAMORTECIDO

Kw?

Ye)=4G32¢

EXEMPLO

16/08/2016

Determine a resposta do sistema com M = 1kg, b = 2Ns/m, k = 50N /m, para o
impacto de uma esfera de m = 0,015kg solta de uma altura d = 1,45m.

L 50_707
On= mT 1"

1
=2 clwp,=0=1-(=—=0,141

Wn

3=

20wy =

wg = wpJ1— 2 = /501 —0,1412) =7, /1—{%=10,99

1
=—=10,02

K_1
Tk 50

y(t) = 0,02286e !sin 7t

%% Exemplo Impacto (Sistemas Dindmicos, OGATA, pg 257):

=0:0.01:5; %s
%kg

.015; %kg
$Ns/m

% N/m
;% m
sm/s"2

o

© o~

Q o x0o 3 Xt
LT [ TR |
= o

[ N

%% Parametros

v0=sqrt (2*g*d);

A=2*m*v0;

wn=sqrt (k/M) ;

sigma=b/ (2*M) ;

zeta=sigma/wn;

wd=sqrt (1-zeta”2) *wn;

K=1/k;

Ampl=wn*K*A/sqrt (1-zeta”2);

y=RAmpl*exp (-sigma.*t).*sin(wd.*t);

plot(t,y, 'LineWidth',2)

xlabel ('$5t$$", 'Interpreter', 'latex', 'FontSize',18)
ylabel ('$Sy(t)$$', "Interpreter', 'latex', 'FontSize',18)
grid on
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0.02 T T

0.015

0.1

0.005

y(l)

-0.005

-0.01

-0.015 L .
]

EXEMPLO

Obter a resposta para

Usando MatLab,

%% Funcao Impulso
num=[0 0 11;
den=[1 0.2 1];
impulse (num, den, 50) ;
grid

title ('Resposta Impulso unitdrio para G(s)','FontSize',12)

o impulso unitdrio do seguinte sistema,

Y(s)
UG) G(s) =

s2+02s+1

16/08/2016
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Amplitude
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CONT...

Para condigdes iniciais nulas, a resposta de G(s) ao impulso unitdrio é a mesma de
SG(s) & fungdio degrau unitdria.
1

Y(s) _ _ _
u(s) Yis) = s240,2s+1 G(s)-1
L [s6(s))—
Usando MatlLab, == —=[sG(s)|.—
%% Funcao Degrau s°+ O’ZS +1s S
num=[0 1 01;:

den=[1 0.2 11];

step (num, den, 50) ;

grid

title ('Resposta Degrau unitario para sG(s)', 'FontSize',12)

Resposta Impulso unitario para G(s)

| |
o

Resposta Degrau unitario para sG(s)

o
@

o
@

08 . I . . I I I . I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (seconds)

o o
ha S

Amplitude
o

\ /\/vxa,\‘“ﬂ_&_&_

=
ha

&
a

=
£

=
o

. . I . I . I . I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Time (seconds)
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A
y(t) Resposta ao impulso

/ unitdrio
1+ M,

T S~

N :

Figura extraida de [6], pég. 163.

\ 4

t

FUNCAO IMPULSO

Subamortecido
w, KA

i-c

y(t) = KAw?te™“nt

y(t) = e sinwgt

Criticamente amortecido

Superamortecido
oty A [Tt (e ]
24/0%—1
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y(t)

05

05

M\ =04

{10

(1)

COMO SERIA A RESPOSTA...???

y(1)

16/08/2016

0 02 04 06 08

Obter a resposta para uma fungéio rampa do seguinte sistema,

Usando MatLab,
%% Funcao Rampa
num=[0 0 1];
den=[1 1 1 0]
step (num, den, 50)
grid

’
’

Y(s) =

Y(s) _ B 1
16 AR
1 1 1 1

G(s)

sz+s+1s_2=(52+s+1)§_

|

N

title ('Resposta Degrau unitario para G(s)/s','FontSize',12)

I

12

14 16

18
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Resposta Degrau unitario para G(s)/s

10 T

16/08/2016

@
=l
2 | |
3’ _
g | L
4 95 g
X9
ar 7 Y:97
2r 1 ar A e
P -
| | rs ~
1 - 85 /-/ System: sys
—~ - Time (seconds): 9
) e | | | | | | | I P e
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 Bl - L T
) ~
Time (seconds) -
-
) _ 750 //
20 _ . 1%¢ 207 =1 | e
y() =t——+e % |—coswgt + ——sinwgt e ]
Wy Wy Wy ] 8 82 84 B86 BB 9 92 04 96 98 1

A vibrag¢do de uma mdquina pode ser
detectada com uma barra engastada
desde que a barra consiga vibrar &
mesma frequéncia da mdquina.

E A RESPOSTA
PERMANENTE?!1?!
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RESPOSTA DE SISTEMAS DE 2* ORDEM A UMA
FUNCAO HARMONICA

u(t) = Asinwt

Kw? Aw
Y(s) =3 2|| <2 2
s+ 2{w,s + wy||s*t+w
Transformada de
Laplace de u(t)
Kw? Aw Ay A Az Ay

Y(s) =

= = + + +
s2+2{wys + w2 s?+w? s—p; S—p, S—P3 S—Ds

Os quatro polos de Y (s) sdo.

p1=(—5+\/€2—1)wn p3 = iw
pz=(—(—\/62—1)wn py = —iw

O comportamento da resposta y(t) dependera da natureza dos
polos do sistema.
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RESPOSTA SUBAMORTECIDA

0<{<1

Um par de raizes complexas conjugadas (p; e p;) e o par de raizes
puramente imagindrias (p3 e p,4) resultardo na seguinte expressdo

y(t) = A; cos wt + A, sin wt + e $9nt[A; cos wyt + Ay sin wgt]
Note que para t = ©, o termo contendo e~$@nt tende a zero,
Vs (t) = A; cos wt + A, sin wt

Esta solugdio estaciondria yg(t) é valida para
qualquer { > 0.

A amplitude de saida é diferente da
amplitude A de entrada e depende do

a resposta atrasa em
ganho K e da relagéo de frequéncias 7. relagdio & entrada por um
&ngulo de fase @

ys(t) = s ) sin(jwt +

a resposta é também
uma onda senoidal
< 2(7- ) com freqiéncia w
Q= —tan™ ! | —— igual & onda senoidal
do sinal de entrada

Quando um sinal senoidal é aplicado na entrada de um sistema
linear, serd obtido na saida também um sinal com mesma forma e

freqiéncia do sinal de entrada, porém haverd uma alteragdo na
amplitude e na fase do sinal.
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RESPOSTA EM FREQUENCIA

E a resposta em regime permanente de um sistema submetido a um sinal de
entrada senoidal.

Varia-se a freqiéncia do sinal de entrada dentro de um certo intervalo e
estuda-se a resposta resultante.

- — -

Razdo de amplitude normalizada para a resposta estaciondriq,

1
JA =122+ (2¢r)?

Ms(w) =

pode ser maior ou menor do que 1, dependendo de 7 e (.

Ms(a)) atinge seu mdximo para,

dM(w) _

— (V1-202) wy = o,
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FREQUENCIAS IMPORTANTES...
W, = w, w/ — 2(2)

freqiiéncia de ressonancia: maxima amplitude

freqiiéncia natural: amplitude infinita para sistemas
sem amortecimento; defasagem ¢ = —90°

freqiiéncia natural amortecida: aquela que o sistema

vibra livremente
— [1 _ 72
Wg = Wy 1 5

DIAGRAMA DE BODE

Os diagramas de Bode sé&o uma das formas de caracterizar sinais no dominio
da frequéncia.

O diagrama de Bode e representado em por duas curvas: .

Diagrama de médulo <

Magnitude em dB M(w)|zp = 20log M (w) vs log r,w . ~
Diagrama de fase __‘E T
Angulo de fase em graus @ vsT,W B
e ] 2=t
2=0,% Vo
e =05 hY

2-8,7 R
T=1,0 -

%

aiwn  B.28n 6,400 6,6 8,8 Wn Z0n  4Wn & 8 f@c

16/08/2016

Hendrik Wade Bode
(1905-1982)
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MATLAB

Construa o Diagrama de Bode da seguinte fun¢do:

G(s) = 25

S2+45+25

num=[0 0 25];
den=[1 4 25];
bode (num, den)

title('Diagrama de Bode de G(s)=25/(s"2+4s+25)")

Diagrama de Bode de G(s]=25i(sz*45*25)
20 T T

Magnitude (dB)
)
S

Phase (deg)
© A
=] o
T T

w
&
T

-180 L L

107! 10° 10!
Frequency (rad/s)

16/08/2016
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+60dB = = =
+40dB -

16/08/2016

-3dB
ADICIONA

_\1\ e
-01 M1 4~
2 2
_001 |MULTIPLICA

Relag¢do entre ganho absoluto e valor correspondente em dB.
Figura extraida de CONTROLO DE SISTEMAS DINAMICOS, de Rui Neves-Silva.

out

Onda senoidal de 100Hz

Onda senoidal de 200Hz

/

W /\//\/\//\Onda senoidal de 300Hz
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RESPOSTA NA FREQUENCIA (SEM TRANSIENTE)

20 Freq. ressonancia ocorre Resoanc
15 antes da natural an
Lo Transmi:
band .
3 0.8 I uban
:i 0.6 § 20 T | T r ‘A‘V_'“"i I
5 2 — . |
g ; 1 | I — 0.15 T
204 Zi&g; |
‘uE., o a 0 ; I
2 L Filt PR T
band 10 .,2 i
0.2 . o1 | [
! H
1 | %
% % | I E
i 56 £ 10

RESPOSTA NA FREQUENCIA DA PARTE
ESTACIONARIA

IR d resposta atrasa

40 em relagdo &

o entrada por um
angulo de fase .
. 100 Pode-se verificar
é s A fregiiéncia natural :Z que @ tende

ocorre sempre a uma

T defasagem de 900 1.0 CISSinfOﬁCGmenfe
-140— g:; para 180° &
0.4 .
ol Nt medida que w
-180 e i U | 1 L | N e | aumenta
0.05 0.10 0.20 0.50 1.0 2.0
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MODELAGEM DE UM ACELEROMETRO

o—

Voltagem

o—

y(t) =Y sinwt

k(x =) b(x —y)

z(t) = x(t) —y(t)

y(t): movimento da base

x(t): movimento da massa sismica

Qual a relagdo entre a compressdo do sistema
z(t) e a aceleracdo da base y(t)2!2!

EXERCICIO

Qual a frequéncia natural minima aceitdvel para um acelerémetro se desejamos
medir sinais de até 10 kHz com ndo mais de 3% de erro na amplitude e —0,75° na
fase? Assume-se uma relagdo de amortecimento { = 0,05.
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