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Objetivo

\Vocé usou as Leis da Fisica em Modelos e conseguiu
eguacionar o comportamento dinamico de um sistema
(mecanico, elétrico, térmico, etc.). Quais as maneiras que
temos para expressar essas equacoes?



Introducao: Definicoes

Coordenadas Generalizadas: conjunto de coordenadas
Independentes que descrevem o comportamento dinamico de um
sistema.

http://dx.doi.org/10.1590/51806-
— 11172011000400011




Introducao: Definicoes

Numero de Graus de Liberdade: é igual ao minimo namero de
coordenadas generalizadas para descrever o comportamento
dinamico de um sistema.

Quantos graus de liberdade
tem um péndulo invertido?

1 GDL, podemos escrever X e
y em funcao de 0

http://dx.doi.org/10.1590/S1806-
s 11172011000400011




Introducao: Definicoes

Numero de Graus de Liberdade: é igual ao minimo namero de
coordenadas generalizadas para descrever o comportamento
dinamico de um sistema.

I E— Quantos graus de
= — liberdade tem 0 modelo
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' http://saba.kntu.ac.ir/eecd/ara
Fignre 1: Half-car dynamical model of road-velicke—passenger with six degrees of freedom . S/ pa pe I’S/J 3 _JVC_ 9 9 g pdf



Introducao: Representacoes
Serao introduzidos 4 tipos de representacoes:

Formato Configuracao (EDO)

Relacdo Entrada e Saida — Funcao Transferéncia (FT)
Representacao no Espaco de Estado (State Space Rep.)
Ganho, polos e zeros

B~ e

Parte do material pode ser encontrado em:
H.V. Vu and R.S. Esfandiari, Dynamic Systems:
Modeling and Analysis. Macgraw-hill
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Formato Configuracao (EDO)

As n coordenadas generalizadas definem um espaco com

dimensao (o espaco de configuracao). Para um sistema de n-GDLS

as equacoes gue modela esse sistema podem ser descritas por
EDOs:

.é{'1 = £1(q1, 92, - qn, ({11; 6:12» C:In: t)
G2 = 2(q1, 92, - Gn> 41,42 - Gy t)

n = fn(q1, A2, -+ Gns 41, Q25 -+ s )

Esse conjunto de equac0Oes pode ser nao-linear e estarao sujeitas a
2n condicoes inicialis:

q1(0),q2(0), ... qn(0)
41(0), ¢2(0), ... 4, (0)



Formato Configuracao (EDO)

Exemplo 1. Sistema mecanico com 1 GDL e as seguintes CIs:
X(O) = Xp e X(O) > .7.6'0
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Formato Configuracao (EDO)

Exemplo 2. Sistema mecanico com 2 GDLSs e as seguintes CIs:

x1(0) = %10 x2(0) =xp0  %,(0) = %19 %2(0) = Xz

x1(t) x2(t)
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mqXy + byxg —by (X3 —X1) + kyxq =k, (x; —x1) =0
MyXy +by (X3 — X1) +hy (X2 —x1) =0



Formato Configuracao (EDO) - Matricial

Exemplo 2. Sistema mecanico com 2 GDLSs e as seguintes CIs:

x1(0) = %10 x2(0) =xp0  %,(0) = %19 %2(0) = Xz
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Formato Configuracao (EDO)

A solucao desses problemas de valores inicias podem ser realizado
com da Transformada de Laplace

Dominio do frequéncia
Transformada | complexa (s = o + iw)

Dominio do tempo

- )

Transformada l
de Laplace
Inversa

X(t)

A transformacéao de volta pode ser feita via Método das fracdes parciais ou Convolugao.



Formato Configuracao (EDO)

Método das Fragoes Parciais. Exemplo: ¥ + 5x + 4x = f

Aplicando a transformada de Laplace e colocando X (s) em
evidéncia:

(SZ + 55 + 4)X(s) = F(s)
Reescrevendo (ALERT SPOILER!! FT)

1
s24+5s+4

X
G(s) =+ (s) =



Formato Configuracao (EDO)

1
s24+5s+4

Meétodo das FragOes Parcials. G (s) = ;(S) =

Considerando uma entrada f(t) = e~4t, cuja Laplace é

F(s) =

s+ 2

1 2
(s2+55+4)  (s+2)

Podemos calcular X(s) = G(s).F(s) =



Formato Configuracao (EDO)

¢ - .. X 1
Meétodo das Fragoes Parcials. (o) = 2 () =
() F () s?+5s+4
Fazendo a expansao por fracoes:
. 2 -1 2/3 1/3
X(s) = (s+2)(s+4)(s+1)  (s+2) (s+1) (s+4)

] . 2 _ 1 _
Aplicando a inversa: x(t) = —1e %t + —e 1t 4 =¢ g



Formato Configuracao (EDO)

Esses metodos resolvem EDQOs de maneira analitica.
Podemos resolve-las numericamente?

Sim , usando métodos de integracéo para EDOs.
Exemplos: Euler, Runge-Kutta.

E Matlabable? SIM! ode45, ode23, e todos 0s outros ...

E Pythonable? SIM! Odeint do scipy, entre outros ...



Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem

d
WY~y = f®.),  withy(to) = u

ky + 2ko + 2ks + k4
6

. 1 1 ] 1
v (to +h) =y (t0) + b=y (to) + (i + ghat gho+ gha ) b

ky = F(y™(t0), to)
h

. h
b =1 (" (t0) + g to + 5 )

h

. h
b= 1 (¥ (t0) + kay to+ 5 )

ks = f(y*(to) + kah,to + h)

http://Ipsa.swarthmore.edu/NumInt/NumIntFourth.html



http://lpsa.swarthmore.edu/NumInt/NumIntFourth.html

Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

(1) bk
/1 Yy _ _ _ .-
; ) ‘—’ X mx mx
AN
g B - x(0) = xq
/ |
g :(0) = x
g b ® ® *(0) = %,
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Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

Vamos fazer uma

b k substituicao de variaveis:
X=——X——X
m m
x(0) = xg FLE
xz — x

%(0) = %,



Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

b k Derivando:
. — — %
m m
X{=X=X
x(0) = x, . .
L, b k
x(0) = x, Xpg =X =—"—X3 ——Xq



Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

3 b k Derivando:
X=——X——X

m m
x(O):xO x1=x=x2
(0 . . . b k
x(0) = x, Xy = X = mxz mx1

1 EDO de segunda ordem



Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

b k Derivando:
X=——X——X

m m
x(O)sz x1=x=x2
(0 . . . b k
x(0) = x, Xy = X = mxz mx1

2 EDOs de primeira ordem



Formato Configuracao (EDO)

O Runge-Kutta pode resolver EDOs de mais de uma ordem.
Mas algumas implementacoes pedem 1°. Ordem.

E agora? Como integrar numericamente o nosso problema mais
simples?

b k Derivando:
X=——X——X

m m
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Formato Configuracao (EDO)

EDO, ODEINT

x(O):xO x1=x=x2

x(O) 56'0 . X —— Xy —— X1 + —
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In [1]: from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplet as plt
import numpy as np

#definir uma funcdo para o sistema mecdnico
def mecanico(y, t, m, b, k, u):
1, x2 = y
dydt = [x2, -(b/m)*x2 - (k/m)*x1 + (u/m)]
return dydt



Formato Configuracao (EDO)

from scipy.integrate import odeint
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

#definir uma func¢do para o sistema mecdnico
def mecanico(y, t, m, b, k, u):
x1, x2 = y
dydt = [x2, -(b/m)*x2 - (k/m)*x1 + (u/m)]
return dydt

E A O =
n
s
A}

ye = [1.8, 9.9]
t = np.linspace(@, 26, 1881)
sol = odeint(mecanico, y@, t, args=(m, b, k, u))

plt.plot(t, sol[:, @], 'b', label="x1(t)")
plt.plot(t, sol[:, 1], 'g', label="x2(t)")
plt.legend(loc="best")

plt.xlabel{ 't")

plt.grid()

plt.show()

Controle_aula2_ex1
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Funcao Transferéncia

Sejam a entrada x; (t) e a saida x, (t), cujas transformadas
de Laplace séo:

Lixo(t)} = Xo(s) e Lix (D)} = X;(s)

A Funcéo Transferéncia (FT) € dada pela

~ Xo(s)

X
u(t) . y(t) fley — Y (s)
Us) ) Y(s) ()= U (s)




Funcao Transferéncia

Considere o sistema A

Usando a 2°. Lel de Newton, podemos encontrar a Equacao
de Movimento (EDO):

mx + bx + kx =f

Fazendo a transformacao de Laplace e as condic¢Oes Inicialis:

m(s2X(s) —sxg — %) + b(sX(s) — xo) + kX (s) =F(s)



Funcao Transferéncia

Considerando as condicoes iniciais NULAS:

ms?X(s) + bsX(s) + kX(s) =F(s)

Relacao Saida/Entrada (funcdo Transferéncia):

1
ms2 + bs + k

X
6(s) =5 () =



Funcao Transferéncia

E se eu quiser a FT da Velocidade/Forca?

S
ms? + bs + k

sX
G,(s) = F(S) =

X(t)

NONNNNNNNN
3
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JT7 7777777 7777777777

N



Funcao Transferéncia

X
G(s) =7 (s) =

1
ms2 + bs + k

Controle_aula2_ex2

FT, resposta forcada

— pOSIgao

0.20 1
import matplotlib.pyplot as plt 0.15 1
import numpy as np
from scipy.signal import lsim 010 4
import control as ctl
from control impert (TransferFunction)

0.05 1
m=1
b =98.9
k = 1@a 0.00 1
yo = [1.0, 0.0]
t = np.linspace(8, 28, 18@1) —0.05 -
u = np.linspace(1@, 1@, 1881)
plant_tf = TransferFunction(l, [m,b,k])
plant_tf

0.0

tout, yout, xout = ctl.forced response(plant tf, U=su, T=t, X@=y8)

plt

plt.
plt.
plt.
plt.

.plot{tout, yout, 'k', linewidth=1.5, label='posicdo’)

legend{loc="best’, shadow=True, framealpha=1)
grid(alpha=@.3)
xlabel('t")

show( )
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Funcao Transferéncia

In [4]:

tout, yout, xout = lsim((1, [m,b,k]), U=u, T=t)
toutv, youtv, xoutv = lsim{([1,8], [m,b,k]), U=u, T=t)

plt.plot{tout, yout, 'k", linewidth=1.5, label='posicio’)
plt.plot(toutv, youtv, "r", linewidth=1.5, label='velocidade')
plt.legend{loc="best’, shadow=True, framealpha=1)
plt.grid{alpha=8.3)

plt.xlabel{'t (s)")

plt.show()
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FT, resposta forcada



Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema.

x1
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Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Usando Laplace.

x1
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Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Usando Laplace.
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Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

mq.s? + bs + k —bs — k ][ ]
—bs — k m,s® + bs + k

X()— 1 Fl _bS_k
1N A IF, mys?+bs+k

A(s) =

m.s? +bs + k —bs — k
—bs — k m,s? + bs + k



Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

A(s) = (mys? + bs + k)(m,s? + bs + k) — (bs + k)?

24+ b k b k
X1(5) = T S R () 4 s o (s)
~ X1(s) _ mys®+bs+k
WO TR, AO
RaAS _bs+k
5| HNYE)




Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

mq.s? + bs + k —bs — k ][ ]
—bs — k m,s® + bs + k
1 imys®+bs+k F
=39 “bs—k R,
mq.s? +bs + k —bs — k
AGs) = | :
—bs — k m,s“ + bs + k




Funcao Transferéncia

Regra de Cramer. Considere o sistema. Isolando os Xs.

A(s) = (mys? + bs + k)(m,s? + bs + k) — (bs + k)?

b k 24D k
X(5) = 2 Fi(s) + T Ry )
_ X5(s) _bs+k
G21(8) F,(s) o = "AGs)
~ X5(8) ~ mys®+bs+k
2 =5 5 =T A0)




Conclusoes

* Funcoes transferéncias se mostram adequadas para sistemas
SISO e para sistemas MIMQO?

« Encontramos uma solucéo analitica para a EDO. Mas como
fazemos essa implementacdo? NOs usamos integracao
numeérica!
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